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PRÉFACE 


A l’exemple  d’un  célèbre  romancier  contemporain,  dont 
la  statue  curule  est  placée  à l’entrée  de  la  salle  des  séances 
intimes  de  nos  Académies  pour  glorifier  sans  doute  un  sys- 
tème de  politique  religieuse  naguère  et  aujourd’hui  encore 
à la  mode,  j’aurais  pu  intituler  cet  ouvrage,  purement 
mathématique,  A/e>«o/rc5  c’est,  en  elfet,  le 

fruit  des  méditations  d’un  jeune  lieutenant  du  génie,  laissé 
pourmortsur  le  funcstechamp  de  bataille  de  Krasnoï,  non 
loin  de  Smolensk,  et  longtemps  rayé  des  cadres  do  l’ar- 
mée française.  Là,  dans  cette  horrible  retraite  de  .Moscou, 
sept  mille  Français,  épuisés  par  la  faim,  le  froid  et  la  fa- 
tigue, .sous  les  ordres  de  l’infortuné  niart* (**)thal  Ney,  vin- 
rent, privés  de  toute  artillerie,  le  i8  novembre  iHia,  an- 
niversaire de  VàSaint-Michacl  rus.se  (*’),  livrer  un  furieux, 
sanglant  et  dernier  combat,  aux  vingt-cinq  mille  soldats, 
frais  et  dispos,  aux  quarante  bouches  à feu  du  feld-ma- 
récbal  prince  Miliradowitcb,  qui,  lui-même,  devait  être 
bientôt  victime  d’une  cons[)iration  militaire  ourdie  au 
.sein  de  la  capitale  moderne  des  czars  moscovites.  Mais 
l’adoption  d’un  litre  aussi  fastueux,  quoique  juslifiable 


(*)  /'#)»■.  la  Table  des  Matières  à la  fin  du  volume,  p.  jfii. 

(**)  Je  cite  nette  fatale  coïncidence  de  dates  parce  ipie,  amené  vers 
minuit  au  vpiarlier  général  russe  pour  y être  interrogé  noimne  ollitier  du 
génie,  j'eus  l'inelTable  chagrin  d’y  entendre  fêter  le  patron  du  général  en 
chef  par  un  commissaire  des  guerres  de  notre  armée,  en  ignobles  vers 
français  où  était  célébrée  la  gloire  de  saint  .Michel  chas.mnl  les  anges  re- 
belles ilu  psirailis. 
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en  apparence,  passerait  à bon  firoit  pour  un  plagiat  ridi- 
cule, une  imitation  outrecuidante  d’une  licence  permise 
peiil-êlro,  au  chef  avoué  de  l’école  romanticiiie  de  notre 
l'rance,  à uneépo([uc  de  perturbation  morale  tout  autant 
(|iie  politi(jue  et  littéraire.  Un  |)areil  titre,  d’ailleurs,  ne 
pouvait  convenir  à ce  livre  modeste,  ni  aux  liabitudes 
sérieuses  et  réservées  de  l’Auteur,  bien  moins  encore  au 
caractère,  aux  aptitudes,  aux  goûts  que  sup|)ose  un  amour 
sincère  des  vérités  de  la  Géométrie,  dont  la  culture  appro- 
fondie réclame  un  esprit  dégagé  de  tout*^  [lassion  étran- 
gère, pour  ainsi  dire,  de  tout  intérêt  terrestre. 

Or  telle  était  |)récisément  la  position  morale  et  maté- 
rielle, en  quelque  sorte  inévitable,  de  l’Auteur  de  cet  ou- 
vrage dans  les  lointaines  prisons  de  la  Russie.  Plus  tard, 
lorsqu’il  parut  né.gliger  l’étude  de  cette  Géométrie  pour 
se  livrer  à renseignement  des  Sciences  mécaniques  et 
industrielles,  il  n’avait,  en  réalité,  d’autre  but  que  de  se 
rendn’  utile  à la  classe  ouvrière  et  à la  jeunesse  de  nos 
Kcoles;  il  voulait  leur  inspii'cr  l’amour  des  vérités  éter- 
nelles de  la  science,  la  haine  île  l’intrigue  et  des  sophis- 
tiques subtilités  d’un  charlatanisme  cupide,  qui  signale 
une  époque  oii,  [larmi  tant  di‘ complètes  de  l’esprit  mo- 
derne, on  déplore  avec  chagrin  des  aberrations,  des  pas- 
sions de  lucre  qui  déshonorent  notre  caractère,  nos 
nueurs,  et  jusqu’à  noire  littérature  nationale. 

P'nfin,  si,  sur  les  traces  honorées  des  Vauban  et  des  Re- 
lidor,  des  Rezout,  des  Rorda  et  des  Goulomb,  des  Da- 
niel Rernoulli,  des  Uuler  et  de  tant  d’autres  illustres 
bienfaiteurs  des  hommes  i,  il  a tenté  de  se  rendre  utile 
à la  classe  des  artistes  ou  ingénieurs,  en  écrivant  pour  le 


P ; Arriumeile,  üalilCo,  Mariallc,  ür-ar^iiC!»,  Pascal , De  Laliire.  Smcalon, 
Dcjiarcii'ii.t , Bossiit,  Dubual , Oiniol , Munti’ollicr,  Proro  , Kyiclwein, 
Dupin,  Duloaii,  Navier,  clc. 


Digilized  by  GoogI 


PRÉFACE.  vij 

graïul  nombre  el  de  manière  è éviter  les  reproehes  trop 
.souvent  et  jiislenient  adressés  aux  savants  de  profession; 
s’il  s’est  à regret  écarté  de  la  route  où  l’entrainaient  scs 
goûts  et  ses  instincts  primitifs,  il  ne  l’a  pas  fait  en  vue 
de  briller  ou  de  capter  les  suffrages  acadéinicjues,  mais 
pour  remplir  les  devoirs  souvent  pénibles  de  son  état, 
selon  .sa  capacité  et  les  fonctions  diverses  qu’il  a été  ap- 
pelé il  exercer  comme  officier  du  génie. 

tiette  profe.ssion  (le  foi  sincère,  cette  austère  déclara- 
tion de  principes,  si  étrangère,  semble-t-il,  à un  livre  de 
(téométrie  abstraite,  peut  en  partie  motiver  l’intervalle 
d’un  demi-siècle  qui  s’est  écoulé  entre  sa  composition 
en  Russie  et  sa  publication  en  France;  cette  profession 
de  foi  doit  aussi  être  considérée,  par  les  géomètres,  sinon 
comme  une  excuse,  du  moins  comme  une  explication 
indispeiKsable  de  la  règle  de  conduite  constamment  ob- 
servée par  l’Auteur,  soit  depuis,  soit  pendant  sa  captivité 
à Saratoff  en  iHi3  el  iSi/j.  Avec  un  peu  moins  d’ind»*- 
pendanee  dans  le  caractère,  avec  moins  de  patriotisme 
et  d’abnégation  personnelle,  il  aurait  pu,  comme  quel-^  , 
ques  compagnons  d’infortune  mieux  avisés  peul-ètreS^v 
mettre  à profit  ses  aptitudes  et  ses  connais.sances  eii-'^ 
mathématiques  pour  fuir  la  misère  et  acquérir  un  bien- 
être  relatif;  mais  il  lui  aurait  fallu  faire  le  sacrifice  des^"* 
sentiments  les  jilus  intimes  de  .sa  conscience,  de  sa  li- 
berté et  de  ses  opinions  politiques  (*  j. 

Quant  aux  ressources  matérielles  dont  l’.\uteur  a pu 


(*i  Jo  crois  devoir,  à celle  occasion,  rap|ieler  que  le  jeune  prince  de 
Wurtemberg,  allié  à la  famille  impériale  de  Russie,  le  bravo  de  I.a  Uoclie- 
jaipielcin,  ce  capitaine  balafré  do  la  garde  na(M)léonienne,  .'Vudoury,  mort 
depuis  colonel  d’artillerie,  Cagniot,  lieutenant  de  mineurs,  et  beaucoup 
d’autres  olliciers  obscurs,  que  je  ne  saurais  citer,  comme  moi  prisonniers 
de  guerre  à SaratolV,  n‘onl|ioint  cédé  à de  lelUst  sugge,«tions  de  l’égo'fsme 
|K)litique  ou  personnel. 
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«lisposer  pendant  les  deux  années  |)iesque  (‘nlièi'es  de 
celte  triste  captivité,  il  suffira  de  dire  qu’il  avait  été  coin- 
plétenient  dépouillé  de  ses  effets  les  plus  iudispensahles 
sur  le  clianip  de  bataille  de  Krasnoï,  d’oii  il  n’est  sorti 
vivant  que  par  une  faveur  spéciale  de  Dieu,  au  milieu  de 
ses  chefs,  de  ses  camarades  tués  ou  atteints  de  blessures, 
toutes  mortelles  dans  ce  pernicieux  climat  (' J.  Sans  vou- 
loir apitoyer  le  lecteur  sur  les  misères  et  les  périls  de  cette 
situation,  on  lui  permettra  d’ajouter  que  ce  ne  fut  pas  sans 
des  luttes  et  des  souffrances  faciles  à deviner,  (|ue  vêtu 
des  lambeaux  d’un  uniforme  fran<;ais,  mangeant  le  pain 
noir  des  paysans  russes,  il  parcourut  à pied  les  longues 
étapes  qui  séparetil  Krasnoi  de  SaratolT;  plaines  silen- 
cieuses et  glacées  où,  dans  ce  fatal  et  exceptionnel  hiver 
de  1812,  se  faisaient  souvent  sentir  des  froids  par  les- 
(juels  le  mercure  du  thermomètre  se  solidifiait  ! 

On  lui  pardonnera  encore  d’ajouter  que,  parvenu  en 
mars  181Ü  sur  les  rives  de  cet  immense  Volga,  non  loin 
des  steppes  désertes  du  gouvernement  d'Orenbourg. 
grâce  à l’énergie  physique  et  morale  dont  la  nature 
l’avait  beur«‘usement  doué  à vingt-quatre  ans,  énergie 
(|ui  avait  manqué  â beaucoup  d’autres,  il  paya  cepen- 
dant son  tribut  à tant  de  rudes  épreuves,  à tant  de  souf- 
frances, et  tomba  malade  en  atteignant  le  but,  c’est-â-dire 
en  arrivant  dans  la  ville  alors  peu  hospitalière  de  Saratofl’. 
Là,  comme  on  le  concevra  facilement  encore,  il  ne  trouva 
ni  secours  matériels,  ni  ressources  morales  ou  scientifi- 


(*)  De  ce  nombre  étaient  le  colonel  du  génie  Uouvier,  iHK|iicl  je  ser- 
vais d*uide  de  camp  depuis  Smolensk,  le  capitaine  du  génie  Lapipe,  etc., 
atleinis  par  la  mitraille  en  marchant  à la  baïonnette  sur  les  batteries 
russes,  en  tête  delà  colonne  de  droite,  formée  des  compagnies  do  sapeurs 
et  de  mineurs  fraîchement  arrivées  d'Kspagne,  dont  les  malheureux  sol- 
<lats  et  sous-officiers  disparurent  presrpie  entièrement  dans  ce  cataclysme, 
ou  jonchèrent  de  leurs  cada%ri‘s  les  roules  inlérieuns  de  la  Russie. 
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<|iies,  et  lorsque,  sous  la  hieiifaisanle  influence  du  splen- 
diile  soleil  d’avril,  il  recouvra  quelques  forces  et  voulut 
se  (lislraire  par  le  travail  de  l’esprit,  il  dut  refaire  pénible- 
iiKînt,  et  pour  ainsi  dire  un  à un,  les  éléments  indispensa- 
bles aux  études  mathéniaticjues,  privé  (|u’il  était  de  tout 
livre,  de  tout  instrument  de  précision,  difficiles  à se  pro- 
curer dans  cette  ville  de  Saratolï,  d’ailleurs  dépourvue 
alors  de  bibliotbi'ques  scientificjucs.  On  ne  doit  donc  [las 
s’attendre  à rencontrer  ici  comme  le  reflet  ou  l’éclio  loin- 
tain des  profonds  travaux  analytiques  des  lùiler,  des  Ber- 
noulli, des  lluygens,  des  Newton,  des  d’Alembert,  etc., 
ni  même  des  travaux  plus  récents  et  non  moins  admira- 
bles des  Lagranpe,  des  Legendre,  des  l.a place,  des  Monge 
et  de  leurs  disciples,  travaux  qui  n’avaient  laissé  aucune 
trace  dans  sa  mémoire  au  milieu  «b;s  périls  et  des  an- 
goisses d’un  aussi  malbeiireiix  défmt  dans  la  carrii're  <lcs 
armes. 

L’.Vuteur,  .sorti  en  novembre  1810  de  l’Kcole  poly- 
tecbnique,  parti  de  l’Kcole  d’.Vpplication  de  Metz  en 
mars  1812.  pour  coopérer  aux  travaux  défensifs  de  Rame- 
.kens  dans  l’ile  de  Walcheren,  d’où  il  rc'joignit  à la  bâte  la 
grande  armée  à Vitepsk,  ne  songeait  guère,  dans  une  vie 
aussi  agitée,  ’a  s’occuper  des  sciences  abstraites.  Béduità 
ses  souvenirs  du  lycée  de  Metz  et  de  l’Kcole  polytecb- 
ni(|ue,  011  il  avait  cultivé  avec,  prédilection  les  ouvrages 
de  .Monge,  <le  Carnot  et  de  Rriancbon,  on  doit  recon- 
naitre  (|u’il  n’a  rien  pu  emprunter  aux  derniers  écrits 
publiés  avant  .sa  rentrée  en  France,  en  septembre  i8i/j. 
Ces  circonstances  et  son  extrême  isolement  dans  la 
ville  de  Saratoff  expliquent  comment  il  fut  conduit  à 
reprendre,  une  à une,  les  matières  de  ses  anciennes 
études  matbématiques  (aritbméti(|iie,  algèbre,  géomé- 
trie, trigonométrie,  etc.},  propres  à servir  d’appui  .so- 
lide aux  recherches,  aujoui'd’hui  d’ailleurs  si  simples 
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l'u  appan;iu  t; , t|u'il  se  proposait  il’eiilrepi  endre  dans 
son  triste  exil. 

tk's  études  préliminaires  faisaient  l’oljjel  de  notes  ra- 
pides de  plusieurs  (laliiers  qui  n’entrent  pas  dans  le  pré- 
sent volume,  et  dont  il  a disposé,  pendant  son  séjour 
même  en  Russie,  en  faveur  de  eompaj'nons  d’infortune, 
d’anciens  officiers  désireux  de  s’instruire,  et  aux(|uels 
ils  ont  été  utiles  pour  compléter  une  éducation  compro- 
mise par  des  campagnes  actives  et  incessantes,  en 
Kpypte,  en  Allemagne,  en  Italie,  en  Rspagne 

Au  surplus,  il  n’est  peut-être  pas  sans  intérêt  |iour  le 
lecteur  de  faire  observer,  à cette  occasion,  (|ue  les  parties 
élémentaires  du  calcul  difféientiel  ou  intégral  et  de  l’al- 
gèbre  sont  celles  de  ses  études  qui  avaient  laissé  dans 
l’esprit  de  l’auteur  les  traces  les  plus  vives,  et  qui  lui 
ont  permis  de  retrouver  les  plus  importants  résultats, 
concernant  la  quadrature  des  aires,  la  cubature  des 
volumes,  etc.  Ces  résultats  étaient  presijue  entière- 
ment effacés  de  sa  mémoire,  ainsi  i|u’il  arrive  au  très- 
grand  nombre  des  élèves,  même  fraicbement  sortis  de 
l’Ecole  polyteclini(|ue,  qui  se  bâtent  d’oublier,  comme  su-, 
perflues,  les  ibéories  étrangères  au  but  matériel  de  leurs 
serv  ices  actifs,  [um  encouragés  qu’ils  sont  par  les  cliel’s 
placés  au  sommet  de  la  biérarcbie  dans  chaque  corps 
civil  ou  militaire. 

Les  premiers  éléments,  les  résultats  usuels  des  diverses 
branches  de  matliémati(|ues,  leurs  plus  faciles  applica- 
tions. en  y comprenant  même  celles  des  calculs  transcen- 


(,*)  L’m\  d’cnlre  oux,  M.  ('agiiiol,  liculominl  de  mineurs  plein  de  nié- 
rilp  et  distingué  par  d'excellents  services  de  guerre , a été  tué  malheu- 
reusement d’une  halle  au  front  . apres  son  relour  en  l'rance,  lors  d'une 
.sortie  de  la  garnison  de  Strashourg,  faite  l'endant  le  blocus,  dans  cette 
courte  Pt  à jamais  déplorable  eampagne  de  i8i5.  On  m'excusent  de  lui 
donner  ici  un  mol  de  souvenir  et  de  regret. 
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(l:inls,  voilii  l'ii  flTt'l  ce  (]ii'on  iroiii)li«-,  pour  ainsi  dire,  à 
aiicniu'  fpiujiK'  do  la  vie.  An  conlrairo,  les  inctlinilos  roin- 
pli(|nécs  mi  laborit'iisos  par  loni’s  dévoloppcinenis.  (jnols 
(|uVn  soiont  d’aillrurs  l'inlortM  ol  h*  inôrilf*  scientifnpio, 
les  généralisalions  , les  d•■nlonsl^ations  ahstrailos  et 
épineusos,  les  nlijeetions  scolastiques  et  trop  souvent 
pédantesqnes,  (|iii,  depnis  les  Reynaud  et  antr»‘s  exami- 
natenrs,  se  sont  introduites  dans  renseignement  desina- 
tliémati(ines,  mais  que  n’avaient  |)oint , à eonp  sûr,  re- 
eommamlees  l>agranji;e,  Laplae*-,  ni  Plonge,  dans  leurs 
admirahles  leçons  aux  primitives  Kcoles  normale  et  poly- 
leelmiqiie,  voilà  ce  (pii  s’cfTaee  tout  d’altord  de  l’esprit, 
et  c’est  là,  sans  aucun  doute,  la  cause  première  des  récla- 
mations incessantes  formulées  par  les  diverses  brandies 
des  services  [uiblics  en  France,  avant  l’époque  de  iH5o, 
où  s’opéra  la  refonte  des  anciens  pi’0|irammes  des  di- 
verses Ecoles  préparatoires  '"j. 

En  ce  qui  touclie  en  jiarticulier  les  sciences  mécani- 
ques, l’Auteur  de  ce  livre  doit  avouer  i|ue,  sauf  les 
théories  purement  géométri(|ues  sur  la  composition  des 
forces  a|>pliquées  à un  point  et  l(!s  tliéorèm(‘s  relatifs 
au  moment  de  la  résultante  de  ces  forces,  le  prisonnier 
de  Saratoff  n’avail  rien  conservé  de  ses  souvenirs  d’é- 
coles. Mais  la  composition  des  vitesses  ou  des  quanti- 
tés de  mouvement  déjà  connue  d’Aristote,  à fortiori 
celle  des  accélérations  ou  des  forces  accélératrices  dont 
l’expression  est  fondée  sur  la  notion  physique  tout  ex- 
périmentale de  la  masse  et  des  lois  de  la  eommuni«;a- 
tion  du  mouvement  découvertes  par  Galilée,  n’avaient 
laissé  absolument  aucune  trace  dans  son  esprit.  Aussi 


(*)  Voy.  le  liiijjinirl  .sur  dr  l'Erutr  eii 

un  volume  in-.4'',  «le  .j^o  |ia^e.<,  publié  p.ir  les  oi(lri«.s  du  MinisUme  de  la 
Guerre  (Paris,  imprimerie  iralionale,  i8âu). 


Digitized  by  Coogle 


Mj 

lil-il  (le  vhIiis  eflorls  pour  en  écrire  les  (‘(inalions  dilTé- 
rentielles  suiviiul  hïs  axes  coordoniu's,  e(  pour  retrouver 
les  lois  si  siiuides  du  luouvemeiil  paral)(di(|ue  des  points 
matériels  pesants;  lois  devinées,  démontrées  ex|»ériiueu- 
talement  par  le  mcine  Galilée  et  son  célèbre  disciple 
Torricelli,  tous  deux  avec  Képler,  scrulaul  de  près  la  na- 
ture (jue  üescartes  improvisait  à la  manière  d’Aristote, 
dont  pourtant  il  combattait  la  doctrine  pbilosopbi(|ue. 

r.ela  expliquera  d’ailbmrs  comment  plus  tard,  en  ittaS, 
iiS'27  et  iH  US,  cbarjté  de  créer  les  Cours  de  mécanique 
à l'École  (l’Application,  à l'indcl-de-ville  de  Metz  sa  ville 
natale,  et  à la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  il  se  fil 
novateur  par  conviction  et  rérorinal(Mir  par  tuVessité. 


En  publiant  aujourd’bui  le  texte  même  du  manuscrit  de 
Saratoir,  je  me  suis  fait  un  devoir  scrupuleux  de  n’y  ap- 
port(îr,  à l’impression,  aucun  cliangement,  aucun  perfec- 
tionnement (jui  eût  pu  en  altérer  le  sens,  en  modifier 
les  cons(ajuences  et  les  résultats  aljîébri(|ues,  j^éamiétri- 
(|ues,  etc.  Les  corrections,  cban;>ements  de  notations,  de 
litres  ou  d’énonc('*s  ()uelcon(|ues,  réclamés  |)ar  l’exéH'ulion 
typographique  de  l’ouvrage,  ont  été  exactement  indiqu(*s 
au  bas  des  pages,  dans  de  nombreuses  notes  bisloriqiies, 
critiques  et  pbilosophi(jues.  J’ai  saisi  volontiers  la  seule 
occasion  favorable  (|ui  se  soit  offerte  à moi,  depuis  trente 
ans.  de  revendiquer  des  points  de  doctrine  ou  de  tbeorie 
exposés  eu  1H9.2,  dans  le  Trailc  des  Propriétcs  projeclkes 
desjipurcs,  et  (|u’on  s’était  trop  babilué,  à partir  d’une 
épo(|uc  postérieure,  à attribuer  a d’autres,  sans  doute 
par  oubli,  calcid  ou  préventions  scienlifi(|ues. 

J’ose  espérer  (|uc  ces  dillérenles  considérations  appel- 
leront l’indulgence  du  lecleui'  sur  un  ouvrag(!  dont  la 
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publication  a clé  rctaidéc  de  près  d’un  deini-sicclc  par 
des  causes  morales  et  matérielles  <|u’il  serait  inutile  d’in- 
diqmu’à  j)ropos  de  ce  volume,  qui  contient  mes  premières 
tentatives  dans  une  voie  nouvtdle,  insolite  même  et  semée’ 
de  plus  d’un  écueil. 

Sans  l’oITrc  obligeante  qui  m’a  été  laite  par  des  savants 
aussi  distingués  que  MM.  Moutard  et  .Mannbeim,  de  re- 
voir les  calculs,  les  épreuves  et  les  figures  du  manuscrit 
de  Saralotî;  sans  la  certitude  d’être  mis  par  eux  au  cou- 
rant des  progrès  qu’ont  faits  les  éludes  géométrico-ana- 
lytiques  depuis  répo(|uc  de  mes  dernières  publications, 
a dater  desquelles  je  me  suis  très-peu  préoccupé  de  ces 
progri's,  afin  de  me  livrer  entièrement  à des  devoirs  plus 
impérieux  . à des  laln-urs  moins  agréables  sans  doute, 
mais  (|iii  avaient  un  but  d'utilité  plus  immédiat;  sans  ces 
offres  obligeantes,  dis-je,  et  sans  l’espoir  de  rencontrer 
un  concours  nou  moins  bienveillant  et  empres.sé  dans 
l’imprimerie  matbematique  de  M.  Mallel-Bacbelier,  si 
bien  dirigée  par  notre  célèbre  prote,  .M.  Bailleul,  ainsi 
que  dans  l’aide  de  .AI.  Claudel,  artiste  aussi  ingénieux 
qu’instruit,  inventeur  d’un  nouveau  système  de  gravure, 
et  auteur  d’ouvrages  fort  appréciés  sur  l’art  de  l’ingé- 
nieur; en  un  mot,  sans  la  perspective  de  pareils  stimu- 
lants et  d’une  coopération  soutenue  autant  qu’éclairée, 
à laquelle  est  venue  se  joindre  celle  d’une  amitié  active  et 
bien  chère,  je  n’eusse  jamais  osé.  dans  l’état  de  santé  on 
je  me  trouvais  encore  au  commencement  de  r86i , affron- 
ter les  fatigues,  les  soucis  et  les  périls  d’une  aussi  tar- 
dive et  laborieuse  publication, 

J.-V.  PONCELET. 

l’.ins,  Ir  ao  avril  iWiv. 
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APPLICATIONS' 


D’ANALYSE  ET  DE  GÉOMÉTRIE. 


PREMIER  C4HIER. 

LEMMES  DE  GÉOMÉTRIE  SYNTHÉTIQUE: 

SUR  LES  SYSTÈMES  DE  CERCLES  SITUÉS  DANS  UN  MÊME  PLAN  (*). 


r.nmmrnr*  S«ralotr,  sur  l«  Voli;a.  »n  arrll  IA!S. 

Les  cerrlcs,  combinés  entre  eux  on  avec  des  lignes  droites, 
donnent  lieu  à de  nombreuses  propositions  qui  fournissent 
des  moyens  simples  et  élégants  pour  la  solution  d’une  classe 
dé  problèmes  intéressants  par  eux-mêmes,  et  surtout  par  l’ap- 
plication et  l’extension  (jii’on  en  peut  faire  aux  courbes  dii 
second  degré.  Ce  sont  quelques-unes  de  ces  propositions  que 
j’ai  pour  objet  de  démontrer  ici,  par  des  considérations  pure- 
ment élémentaires. 


(')  Les  lecteurs  qui  ont  (iiielcinc  coanaissanre  du  Traité  dvs  Ti\>iiriéléx 
pmjrrtU’ex  rlrs  p"arcs,  comprendront  tout  de  suite,  qiioi<iuc  cela  ne  soit 
pas  dit  explicitement  dans  le  texte,  qu'il  s’agit  ici  de  propriétés,  de  pro- 
imsitions  susceptibles,  en  général,  tic  s’étendre,  par  voie  de  perspective 
ou  projection  centrale,  à des  systèmes  de  sections  coniques  quelconques 
ayant  une  mvim  sécante  ou  cori/e  tomnmnc,  réelle  ou  idéale;  ce  dont,  au 
surplus,  les  V'  et  \T  Cahiers  oITreiit  quehpies  exemples  spéciaux,  très- 
remarquables. 

(’ette  noU',  et  généralement  toutes  celles  qui  accompagnent  ce  volume 
■au  bas  des  fiages,  datent  de  i8üi.  Lirs  notes  anciennes,  en  très-petit 
nombre,  seront  acconqiagnées  d'un  avertissement. 

I.  I 
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Proposition  I. 

La  droite  RR'  qui  joint  les  extrémités  R et  R'  de  deux  rayons 
parallèles  et  dirigés  dans  le  mé.me  sens,  appartenant  respecti- 
vement à deux  cercles  (C)  et  (C'),  passe  par  un  point  O qui  ne 
varie  pas  quand  on  fait  tourner  ces  rayons  autour  des  centres 
C et  C'.  Ce  point  invariable  est  situé  sur  le  prolongement  de  la 
ligne  des  centres. 

Fig.  I. 


En  effet,  puisque  les  rnjons  CR,  C'  R'  sont  parallèles,  on  a 
la  proportion 

CR  011  R;  (7  R'  ou  R':;  OC:  0(7, 

et,  dividendo, 

H— R':  R'::CC':OC'; 

par  où  l’on  voit  que  la  dislance  OC'  est  constante. 

Pareillement,  si  l’on  joint  les  extrémités  de  deux  rayons  pa- 
rallèles et  dirigés  en  sens  rontrairc  CR  et  C'R,  par  une  droite 
RR, , cette  droite  passe  toujours  par  un  autre  point  0'  situé 
entre  les  deux  centres  sur  la  droite  CC';  car  les  deux  trian- 
gles semblables  CRO'  et  C'R, O'  donnent  la  proportion 

R : R'  : ; CO'  ; C'  O',  d’où  R -t-  R'  : R : ; CC'  : CO'. 

Cette  dernière  proportion  montre  encore  que  la  distance  CO' 
est  constante,  et  qu’ainsi  le* point  0'  est  fixe. 

Corollaire.  — On  conclut  de  là  que,  quand  il  est  possible  de 
mener  une  tangente  extérieure  TT',  commune  à deux  cercles 
(C)  et(C'),  cette  tangente  passe  nécessairement  par  le  point  0. 
En  effet,  les  rayons  CT  et  CT',  étant  alors  perpendiculaires  à 
une  même  droite  TT',  sont  parallèles  entre  eux.  Pareillement, 
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s’il  est  possible  de  mener  une  tangente  intérieure  tl'  commune 
aux  deux  cercles,  elle  passera  nécessairement  par  le  point  O', 
car  les  rayons  C/et  t',  correspondants  aux  deux  points  de  con- 
tact t et  t',  sont  parallèles  entre  eux  comme  perpendiculaires 
à une  même  droite  tt',  et  dirigés  en  sens  contraire.  Par  suite, 
les  deux  points  O et  O'  sont  les  points  de  concours  respectifs 
des  tangentes  extérieures  ou  intérieures  communes  aux  cer- 
cles (C)  et  (C'),  quand  ces  tangentes  sont  possibles. 

Scolie.  — ün  doit  remarquer  que  les  points  O et  O'  existent 
quelle  que  soit  la  position  relative  des  deux  cercles  (C),  (C'), 
et  que  ces  points  seront  toujours  donnés  par  la  construction 
indiqtiée  ci-dessus  (*). 

Lf.m)ie  gAnêral. 

Deux  triangles  ABC  et  abc  à côtes  respectivement  panillèles 
sont  tels,  que  si  l’on  joint  deux  à deux  les  sommets  homolo- 
gues A et  a,  h et  b,  C et  c par  des  lignes  droites,  ces  droites  se 
coupent  toutes  trois  en  un  m^me  point. 

Fifi.  5.  Fig.  3. 

A ( 


En  effbt,  les  deux  triangles  ABC  et  abc,  ayant  leurs  cêtés  lio- 
mologiics  parallèles,  sont  semblables,  et  l’on  a la  proportion 

-AB  ; rtè  C : BC  \bc‘.'.  AC  : ac. 

Mais  la  droite  BC  étant  parallèle  à bc,  on  a aussi 
BO:èO:;  BC:Ac:;  AB:rtè, 

{*)  A l'exemple  d'Euler  et  de  Monge, *on  aurait  pu,  dans  ce  Cahier, 
appeler  les  points  fixes  O et  0'  centres  de  simititude  des  deux  cercles, 
dénomination  indépendante  des  conditions  de  réalité  des  tangentes  com- 
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d'où,  par  la  lliéoiie  des  proporlions, 

BO qp /<0  : BO  ;;  VB : AB  ou  B/»  :BO  ::  ABqzrt/»  ; AB. 


De  plus,  si  l’on  appelle  O'  le  point  inconnu  où  la  troisième 
droite  Au  rencontre  Bft,  on  aura  également 

B()':/>0'::  AB:u/>. 

et,  par  conséquent, 

^ BI)'q=èO';  BO' ABq=u/>;  AB 

où 

BèiBO' ::  ABqzuè:  AB. 

En  comparant  cette  dernière  proportion  avec  celle  déjà  ob- 
tenue, on  en  conclut  qite  BO'  = BO,  et  qu’ainsi  les  trois  droites 
en  question  passent  par  le  même  point  O.  Il  est  inutile  sans 
doute  de  faire  observer  que  le  signe  supérieur  est  relatif  à la  ' 
Jîg.  1,  et  le  signe  inférieur  à la  ftg.  3. 

% 

Propositios  II.  ■ ' i 

Étant  donnés  sur  un  plan  trois  cercles  (C),  (C'j  et  (€"); 
soient  menées  à ces  cercles,  en  les  considérant  deux  à deux, 
les  tangentes  extérieures  et  intérieures  qui  leur  sont  communes, 
elles  détermineront  par  leurs  rencontres  respecliees,  les  s(x 
points  O,  O, , O',  0’|,  ü",  O'i  : ou  bien,  ce  qui  est  plus  général, 
soient  déterminés  pour  chaque  couple  de  cercles  en  particulier, 
les  deux  points  où  se  coupent  les  droites  menées  aux  extré- 
mités de  deux  rayons  parallèles  quelconques,  dirigés  dans  te 
même  sens  ou  en  sens  contraire  ; on  obtiendra  de  la  sorte  six 
points,  qui  sont  les  mêmes  que  les  précédents,  lorsque  les  tan- 
gentes communes  sont  possibles. 

Cela  posé,  les  trois  points  O,  O',  O"  seront  situés  sur  une 


mimes  à ces  cercles  ; mais  une  telle  généralisation,  ici  sans  motifs  oWi- 
gés,  inconnue  aux  anciensyet  à leurs  sévères  cl  logiques  imilatcurs  Viète, 
Pascal,  Fermât,  etc.,  n'èntrait  nullement  dans  le.s  idées  elles  intentions 
do  l'auteur,  attendu  qu’elle  cjfeso  d’ètro  exacte  pour  le  cas  des  sections 
coniques  et  de  toute  figure  qui  peut  être  considérée  comme  la  projection 
centrale  ou  jierspeclivo,  plane,  tl  un  système  de  cercles  quelconque. 
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même  li^ne  droite  ; pareille  chose  aura  lieu  pour  le  système  des  ! 
trois  points  (^,  ü’,  et  O',  pour  celui  des  points  ()',  Ü|  et  O",  et 
enfin  pour  celui  des  points  O",  O,  et  O',.  • 


Kig. 


L’oiisiih*rons  d'ahord  le  système  des  points  O,  O'  et  0".  Si 
l’on  mène  les  trois  rayons  parallèles  CR,  ('/  R'  et  t^'R",  et  qn’on 
joigne  leurs  extrémités  deux  à deux  j)ar  des  lignes  droites,  l'a 
droite  R' R"  passera  par  le-jioint  O,  la  droite  R"  R par  le  point  ü', 
et  la  droite  RR'  par  le  point  O".  Soit  menée  de  plus,  par  le  cen- 
tre (7,  la  droite  (7\  parallèle  à (]C',  et  par  le  point  R"  la  droite 
R"\  parallèle  à RR';  ces  deux  droites  se  rencontreront  en  un 
certain  point  X. 

Cela  posé,  puisque  les  triangles  CRU"  et  ('"  R"  X ont  leurs 
côtés  respectivement  parallèles,  les  trois  droites  (X7,  RR"  et 
0"X,  qui  joignent  deux  à deux  les  sommets  homologues,  con- 
courent en  un  point  0'.  l'areillement,  les  deux  triangles  C/R'O" 
et  C"R"X  ayant  leurs  côtés  respectivement  parallèles,  les  trois 
droites  C'  C",  R'  R"  et  O"  X convergeront  en  nn  même  point  O. 
Donc  0 et  0'  sont  à la  lois  situés  sur  la  droite  0"X  ; donc  les 
trois  points  O,  O'  et  O"  sont  sur  une  même  ligne  droite;  comme 
il  s’agissait  de  le  démontrer. 

On  peut  pron>er  tout  aussi  facilement  que  les  points  O,  0', 
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elÜ'  sont  en  ligne  droite.  En  effet,  les  rayons  CK,  C'  R',  et  C'R' 
ayant  été  menés  parallèlement,  et  leurs  extrémités  respectives 
ayant  clé  jointes  par  les  droites  K', If*»  K et  RK',,  qui  déter- 

minent les  points  O,  O',  et  O',  si  l’on  mène  par  R'  une  paral- 
lèle à RR',,  elle  coupera  la  droite  xC"X,  menée  par  le  centre 
C"  parallèlement  à CC',  en  un  point  x,  et  le  triangle  C'R'x 
aura  ses  côtés  respectivement  parallèles  à ceux  des  triangles 
C'R',  O'  et  CRO'. 

De  là  on  conclut  : i“,  que  les  trois  droites  R', R',,  C'C"  et  0',^: 
passent  par  un  même  point  O,  et  a“,  ([ue  les  trois  autres  droites 
RR'] , CC"  et  O",  X,  dont  la  dernière  passe  déjà  par  0,  se  coupent 
toutes  trois  en  un  même  point  0',;  donc  la  droite  O' x renfer- 
mant à la  fois  le  point  O et  le  point  0',,  les  trois  points  O,  (y, 
et  ü'  sont  situés  sur  une  même  ligne  droite. 

On  prouverait,  de  la  même  manière,  que  les  trois  points  O', 
O,  et  O]  sont  situés  en  ligne  droite,  aussi  bien  que  les  trois 
points  O",  O,  et  0‘, . 

Sculie.  — La  proposition  précédente  subsiste  quelle  que 
soit  lu  position  relative  des  cercles  (C),  (C'j  et  (C"). 

On  peut  remarquer,  de  plus,  que  les  côtés  opposés  des  deux 
triangles  CC'C"  et  0,0',  O'  se  coupant  respectivement  en  trois 
points  O,  O'  et  0"  situés  en  ligne  droite,  les  trois  droites  CO, , 
C'O',  elC"0",  qui  joignent  leurs  sommets  opposés  passent  par 
un  même  point  1. 

Celle  proposition  pourrait  être  directement  établie,  mais, 
comme  elle  est  étrangère  au  sujet  qui  nous  occupe  ici,  je 
n'en  donnerai  pas  la  démonstration. 

PROI’OSITIO.X  111. 

ÉUinl  donnas  deux  cercles  (C)  et  (C'j  et  les  deux  points  O 
et  O',  déterminés  comme  ci-dessus  : 

i“  Si  par  le  point  O {Jif;.  5)  on  mène  deux  sécantes  quel- 
conques OR  et  OR',  lesquelles  rencontrent  en  huit  points  les 
deux  circonférences,  les  quatre  points  intérieurs  R,  R',  r,,  r[ 
seront  situés  sur  un  même  cercle,  et  il  en  sera  ainsi  des  quatre 
points  extérieurs  R, , R',,  r,  r'. 

2"  Si  par  le  point  Ci'  [ fia.  G)  on  mène  éa>dement  deux  sé- 
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canles  O'  R et  O' R',  coupant  en  huit  points  les  cercles  donnés, 
les  quatre  points  R,  R',  r,,  r\ , dont  deux  sont  intérieurs  et  deux 
extérieurs,  seront  sur  un  même  cercle.  Il  en  est  de  même  des 
quatre  autres  points  R',,  r,  r' . 

Considérons  d’abord  le  premier  cas.  Puisque  le  point  0 est 
celui  où  passent  toutes  les  droites  menées  aux  extrémités  de 
deux  rayons  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens,  les 
rayons  CR,  CR',  CR, , CR',  sont  respectivement  parallèles  aux 
rayons  C'r,  C'r',  C'r,  et  C'r, , et  par  conséquent  les  arcs  RR', 
RR,,  interceptés  par  les  premiers  rayons  sur  la  circonférence  (C), 


Fig.  5. 


sont  d’un  même  nombre  de  degrés  que  les  arcs  rr',  rr,,  inter- 
ceptés sur  la  circonférence  (C')  par  les  rayons  parallèles  aux 
premieis. 

De  là  on  peut  conclure  que  les  deux  triangles  Ür,r’,  etÜRR' 
sont  semblables;  car  ils  ont  d’abord  un  angle  commun  en  O; 
de  plus,  l’angle  en  R',  qui  a pour  mesure  la  moitié  de  l’arc 
RR' R’,,  est  égal  à l’angle  en  r,,  qui  a pour  mesure  la  moitié 
de  l’arc  rr' r,.  Par  suite,  en  comparant  les  côtés  homologues, 
on  aura  la  proportion 

OR' :OR  ::()/•,:  Or',; 

d’où  l’on  tire 

OR'  xOr’,  =ÜR  XOr,. 

Donc  si  par  les  trois  points  r,,  r', , R'  on  faisait  passer  une  cir- 
conférence de  cercle,  elle  passerait  nécessairement  aussi  par  le 
quatrième  R. 

Si,  au  lieu  des  deux  triangles  ORR'  et  Or,/',,  on  avait  consi- 
déré les  deux  triangles  OR,  R',  et  O/r’,  on  eût  démontré,  de  la 
même  manière,  que  ces  triangles  sont  semblables;  d’où  l’on 
aurait  conclu  que  OR,  x Or  = OR’,  X Or',  et  par  conséquent 
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que  les  quatre -points  K,,  R',,  r,  r'  sont  comme  les  premiers, 
sur  une  même  circonférence  de  cercle. 

Considérons  maintenant  le  second  cas,  où  il  s’agit  du  point 

Fig.  (i. 


()'.  On  démontrerait,  comme  tout  à l’iieure,  que  les  arcs  RR', 
RR,,  etc.,  sont  respectivement  d’un  même  nombre  de  degrés 
que  les  arcs  r/-',  rr,,  etc.;  de  là  on  conclurait  encore  que  les 
triangles  O' RR'  et  <)'/■,/•', , opposés  par  le  sommet  O',  sont  sem- 
blables et  (pi’ainsi  on  a la  proportion 

U'R:0'R'::ü'r',  :0'/  ,, 

d’oil  l’on  lire 

O'RxO'c.  = 0'R'XO'/',. 

Un  voit  par  là  (jue  les  quatre  points  R,  R',  r,,  et  r,  sont  tous 
sur  une  même  circonférence  de  cercle,  et  l’on  démontrerait  la 
même  chose  et  de  la  même  manière  à l’égard  des  quatre  autres 
points  R,,  R'i,  /•,  r'. 

('orollnive  /.  — On  conclut  de  fe  qui  précède,  <iue  tout 
cercle  qui  touche  les  cercles  ((;)  et  (17)  à la  fois  intérieure- 
ment, ou  à la  fois  extérieurement,  a ses  deux  points  de  con- 
tact situés  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  O 5); 
car  si  l’on  imagine  que  les  deux  sécantes  OR  et  OH'  se  con- 
fondent, il  est  clair  (jue  le  cercle  qui  jiassait  par  les  points 
R,  R',  r,,  r'i  touche  les  cercles  ((J)  et  ((7)  aux  doubles  points 
RR'  et  et  r,  »•', . 

Pareille  chose  a lieu  encore  par  rapjrort  au  second  cercle  (|ui 
passe  par  les  quatre  points  R,,  R',,  r,  r'. 

Corollaire  II.  — l>e  même  {^g.  6),  tout  cercle  qui  louche 
les  deux  cercles  (C)  cl  (C'),  l’un  intérieurement  et  l’autre 
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exlérieurenipiH,  a ses  deux  poinls  de  conlaci  situés  sur  une 
droite  unique  passant  par  le  point  O'. 

Scolie  f.  — On  peut  reinar(|uer  5)  fpie  les  cordes  U,  K', 
et  r,r'^,  lUt'  et  ;/•'  sont  respectivement  parallèles,  et  que  pareil- 
lement i/ig.  G),  les  cordes  RU'  et  ir’,  R, R',  et sont  aussi 
parallèles  rime  à l'autre. 

Scolie  II.  — On  peut  remarquer  encore  ([ue  les  tangentes 
en  R et  /•,  R,  et  r,  de  la  Ji‘^.  5,  sont  jiarallèles  cliacune  à cha- 
cune, aussi  bien  que  les  tangentes  menées  respectivement  aux 
points  R et  r,  R,  et  de  la  G. 

Scolie  ///.  — Quand  il  sera  possible  de  mener  des  tan- 
gentes communes  O/T  extérieures  aux  deux  cercles  (C)  et 
(G')  \Ji(;.  5),  on  aura,  jioiir  une  même  sécante  OR, 

ORxO/-.  = OTxO/,  OR,xO;=OTXO/, 
et,  par  suite, 

ORxOn  = ORXO/. 

Pareillement  {Jig.  6),  quand  il  sera  possible  de  mener  deux 
tangentes  communes  /O'T,  intérieures  aux  deux  cercles  (C) 
et  (C'),  on  aura  , 

O'  R X O'  /•,  = O'  T X O'  / , O'  R . X O'  /•  = O'  T X O'  / , 
et,  par  suite, 

O'R  X 0'r,  = 0'R.X  O'r. 

Proposition  IV. 

Soient  (C)  et  (GJ)  deux  cercles  auxquels  il  est  possible  Je 
mener  les  tangentes  communes  extérieures  O tT  et  O /'T',  et 


les  deux  tangentes  communes  intérieures  «O' 9 et  e'0'6': 
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les  parties  \x  et  \'.r'  interceptées  sur  les  tangentes  intérieures 
par  les  tangentes  extérieures,  seront  égales  aux  parties  1 1 et 
T'/',  comprises  entre  les  points  de  contact  extérieurs.  Pareil- 
lement, les  parties  \x'  et  \'x,  interceptées  sur  les  tangentes 
extérieures  par  les  deux  tangentes  intérieures,  seront  aussi 
égales  entre  elles  et  aux  parties  06,  e'6'  comprises  entre  les 
points  de  contact  intérieurs. 

E!ii  effet,  on  a évidemment 


et 


X X = X0  + &x  XT  T'x 

Xjr=X6-4-9.r=Xt  + t'  x\ 

«loue  si  l’un  ajoute  ces  dcuv  valeurs  de  \x,  on  aura 


■>.\x  — XT  -h  X / -h  T' J-  -H  t' X = aT/, 


donc  aussi 


\x=\'x'  = T/  = Tl'  : 


premier  point  qu’il  s’agissait  de  démontrer. 

On  a évidemment  aussi 

X,i'  = T/ - TX  — /.r'  et  T/  = X'.r'=  0'r/-f- X'0'-t-.i'6'. 
ou,  puisque 

X'0'=  Xh  = TX,  1’/  = 0'6'  -f-  TX  4-  tx'. 

Substituant  dans  la  première  équation  pour  T/  sa  valeur,  on 
aura  enlin 

Xx'  = e'6'; 

et.  par  conséquent. 


\.v'=\'x  = 0'G'  = 05. 


Corollaire.  — On  peut  conclure  de  là  que  toutes’ les  |»jtrtics 
XT,  X0,  .r'  t,  .r'O',  etc.,  sont  égales  entre  elles  ; car,  par  exem- 
ple, on  a 

X9  = X0-|-05  et  \t  =\x' ->rx' t. 
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Donc,  puisque  efl  = Xx'  el  X 9 ^ X /,  on  a aussi 

\e  — x't.' 

PaoPosiTiox  V. 

Soient  deux  cercles  quelconques  (C)  et  (C');  si  par  le  point 
O déterminé  comme  ci-dessus,  on  tire  une  sécante  O /T,  qui 
coupe  {Jif'.  8)  ces  cercles  en  quatre  points,  et  qu'on  mène  aux 
deux  points  extérieurs  deux  tangentes  la.  et  ta,  celles-ci  se 
couperont  en  un  point  a,  qui  sera  à égale  distance  des  points  T 
et  t.  Pareillement,  si  par  les  deux  points  intérieurs  T'  et  /'  on 
mène  les  tangentes  T'a'  et  t' a'  se  coupant  en  a',  les  distances 
a'T'  et  a' t'  seront  égales  entre  elles. 

Si  de  même,  par  le  second  point  (T  [fig.  ç|),  on  mène  une 
autre  sécante,  et  qu’on  exécute  les  opérations  correspondantes, 
/es  lieux  couples  de  tangentes  menées  par  les  points  intérieurs- 
extérieurs  se  couperont  en  des  points  a et  a'  situés  à égale 
distance  des  points  de  contact  correspondants. 


VlB-  «• 


En  effei,  il  résulte  du  Coroll.  I de  la  Proposition  III,  que  l’on 
peut  mener  par  les  points  T et  t un  cercle  qui  touche  à la  fois 
les  deux  cercles  (C)  cl  (C');  donc  les  deux  taiiftenles  To  et  ta, 
qui  appaiTiennenl  à ce  cercle,  sont  égales  entre  elles.  Pareille 
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clu)se  U lieu  à l’égard  des  puinlji  iiUérieursT'  cl  /';  car  un  peiil 
mener  par  res  deux  puiiils  uii  cercle  qui  luuclie  à la  lois  les 
cercles  (C)  ei  (C'). 

E‘C-  9 

|i. 


De  même,  si  par  le  poiiil  U'  on  mène  une  sécanle  qiielcon- 
i|ue  O'T,  qui  coupe  les  deux  cercles  [(I)  cl  ((^')  en  (lualre 
points  T,  T',  t,  i,  il  est  clair  (t^oroll.  H,  Prop.  III)  que  l’on 
peut  mener  par  les  deux  points  T et  t un  cercle  tangcnl  à la 
lois  aux  deux  cercles  (C)  cl  (C'),  cl  qu’ainsi  les  deux  langenles 
’l’a  cl  ta,  (|ui  apparliennenl  en  mcMiio  Icinps  à ce  cercle  et  aux 
cercles  (t;)  el  (C'),  seronl  égales.  Pareille  chose  encore  a lieu 
à l’égard  des  tangentes  T'a'  cl  t’a'. 

Scolie.—  On  peut  remaniner  ( //jif.  H)  que  si  l’on  prolonge 
les  quatre  langenles  Ta  el  T'a',  ta  el  /'a',  jus(|u’à  leurs  ren- 
contres resp(“Cli  ves  en  p et  p',  la  droite  qui  joint  ces  deux  points 
passera  par  le  point  O.  En  effet,  il  est  visible  que,  si  l’on  Joint 
ces  points  respectivement  aux  centres  (]  el  ('/,  les  droites  Cp 
et  C'p'  sont  jtaralléles,  et  qu’ainsi  les  deux  triangles  (-'pT  et 
(]'p'/'  ont  leurs  côtés  homologues  parallèles;  d’où  l’on  peut 
conclure  {Lentme  ^énéntl)  <]ue  les  trois  droites  pp',  Tl'  cl  ('.C 
concourent  en  un  même  point  O. 

On  démontrerait  pareillement  que  la  droite  pp'  (//ÿ.  g)  passe 
par  le  point  O'. 

Propositio.x  \1. 

Le  tien  de  tous  les  points  a,  tels  (fite  les  (fitatre  tangentes  a’V , 
*T',  at,  a/',  menées  par  l'an  quelconque  d’entre  eux  d deux 
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cercles  ((;)  et  (C/),  sont  égales  eiilie  elles,  est  une  droite  LM  per- 
pendiculaire à la  ligne  des  centres  CC',  et  qui  est  la  corde  com- 
mune à ces  cercles  quand  ils  se  coupent  (*). 

Fin. 


Kn  pffcl,  si  l’on  joint  le  point  a,  ronsidéré  dans  une  de  ses 
positions,  aux  centres  C et  C',  par  les  droites  Ca,  T.'a,  il  est 
clair  fjii’on  aura 

• (]a  =:  (IT  + T * , C'a  = at  -+-('//  et  Ta  = /a, 

on,  si  l’on  appelle  le  rajon  CT,  R,  et  le  rayon  C'/,  r, 

Ca  = R’  -t-  Ta  , C'a  = r’  4-  Ta  . 

(àda  posé,  si  l’on  abaisse  du  point  a'  sur  CC',  la  perpendirn- 
laire  al),  on  aura  évideinincnt  dans  le  triangle  CaC', 

t 

ÎW  = CÎT' V (TI’  — a ( ;C'  X C'  I ) . 

Substituant  pour  Ca  et  C'a  leurs  valeurs  dans  celte  dernière 
e\|)ression,  il  viendra 

R»  = r’  -H  CC’’  — a CC'  X C'  I) . 


(*)  Cette  proposition,  on  elle-mèine  fort  remarquable,  a été  rangée 
dans  ces  dernières  années,  gratuitement  peut-être,  au  nombre  des  po- 
mmc.ïd’Eurlidc,  dont  on  trouvera  dans  le  second  vülnmede  cet  écrit,  quel- 
ques données  traduites  do  divers  ouvrages  anciens  et  commentées,  par 
l'auteur,  au  milieu  des  loisirs  que  lui  avait  faits  la  paix  <lo  i8i5.  Ici  en- 
core, en  vue  de  généraliser,  on  aurait  pu  nommer  la  droite  I.M,  n.tr  de 
.ï(w/V//w/e_des_deux  cercles,  ujee  iPf-'^ides  uingenies,  ml  lui  !t})pli(pier 
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Tüiiie.s  les  longueurs  qui  enlrenl  dans  celle  é(|ualion  élanl 
constanlcs,  à l'exreplion  de  (;'I)  qui  esl  inconnue,  un  voit  que 
celle  ligne  doit  être  aussi  constante;  ainsi,  quel  que  soit  le 
point  a que  l’on  considère,  ce  point  sera  toujours  situé  sur  la 
perpendiculaire  élevée  au  point  D. 

Il  n’est  pas  difficile  de  voir  que,  quand  les  deux  cercles  se 
coupent,  la  perpendiculaire  Dae.st  la  corde  commune  à ces  cer- 
cles. Car,  si  par  un  de  leurs  points  de  rencontre  on  mène  une 
tangente  au  cercle  C et  une  tangente  au  cercle  C',  leur  inter- 
section se  confondra  avec  le  point  commun  de  contact,  et 
par  conséquent  les  distances  «T  et  al  seront  égales  en  ce 
point,  comme  milles  toutes  deux.  Il  en  est  de  même  pour 
le  deuxième  point  d’intersection  des  cercles  (C),  (C');  donc 
ces  points  appartiennent  au  //>«  des  points  a. 


Fi(T.  1 1. 


.Au  reste,  on  peut  le  démontrer  directement. 

En  effet,  si  l’on  joint  le  point  I d’intersection  des  deux  cercles 
aux  centres  C et  C'  par  les  droites  CI  et  C'I,  et  qu’on  abaisse  sur 
CC'  la  perpendiculaire  H),  qui  sera  la  corde  commune,  on  aura 
évidemment  dans  le  triangle  CIC' 

ci’  = œ’  (ÿl’  — acc'  X c'  n 

ou 

R>=r>-|-œ’-  aCC'XC'D. 


telle  autre  dènominalion , française,  grerque  ou  latine,  ayant  ou  non  fait 
fortune  plus  lard.  Mais,  |>ar  les  motifs  déjà  indiqués  dans  une  précédente 
note,  l’auteur,  voulant  des  lors  admettre  explicitement  la  loi,  le  prinri/>r  ite 
conliniiil<‘,  sauf  à l’approfondir,  le  justifier  ultérieurement,  a dû  s'abstenir 
d'employer  des  épilliètes  susceptibles  de  devenir  complètement  faus.sesmi 
illusoires  pour  le#  .systèmes  de  sections  coniques. 
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Celle  dernière  èqualioii  donnanl  pour  la  distance  C'D  la 
même  expression  que  celle  oblenue  précédeinnienl  pour  un 
poiiil  quelconque  a de  taiiftenles  égales,  le  lieu  des  points  a 
passe  par  les  points  I et  1',  et  se  confond  par  suite,  avec  la  corde  ~ 
commune  aux  deux  cercles. 

Corollaire.  — Quand  les  cercles  (C),  (C')  se  coupent,  la 
droite  LM  est  très-facile  à construire,  puisqu'elle  csi  leur 
corde  commune;  mais  quand  ils  ne  se  coupent  pas,  la  même 
construction  n’est  plus  possible;  cependant  la  droite  LM  existe 
toujours.  Pour  la  construire,  on  se  servira  de  la  propriélé  géné- 
rale dont  elle  jouit  indépendamment  de  la  position  relative 
des  deux  cercles. 

Fig.  lï. 


Pour  cela,  on  élèvera  aux  deux  points  R et  R',  sur  la  ligne  des 
centres  C('.',  doux  perpendiculaires  RF  et  U'F',  qui  seront  en 
même  temps  tangentes  aux  cercles  respectifs  (C)  et  ((7);  on 
prendra  sur  ces  perpendiculaires  des  distances  égales  RF  et 
R'F',  et  des  points  C et  C'  comme  centres  avec  CF  et  C'F'  pour 
rayons  on  décrira  deux  circonférences  qui  se  couperont  aux 
points  L et  M situés  sur  la  droite  cherchée;  car,  par  exemple, 
il  est  évident  que  les  tangentes  LT  et  LT'  partant  du  point  L, 
sont  respectivement  égales  aux  tangentes  R'F  et  RF',  et  par 
conséquent  égales  entre  elles. 

Scolie  /.  — On  peut  regarder  la  droite  LM  comme  la  corde 
commune  aux  deux  cercles  (>  et  C',  même  quand  ils  ne  se  cou- 
pent pas,  car  cette  droite  jouit,  à l'égard  de  ces  cercles,  des 
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mêmes  propriétés  générales,  soit  que  les  deux  rerrles  se  cou- 
pent ou  qu'ils  ne  se  coupent  pas. 

Scolie  //.  — D’après  lu  l’rupos.  \ [fig.  8 ei  9),  les  droiies  T l 
el  T'/'  passent  clans  toutes  leurs  positions  par  un  même 
point  0;  pareillement,  les  droites  Tr'  et  Tl  passent  aussi  dans 
toutes  leurs  positions  par  un  même  point  0'.  De  tout  eela  on 
peut  eonelure  la  proposition  suivantè"; 

I’ropositios  au. 

Soient  (C)  el  (C')  [Jig.  8 et  9),  deux  cercles  de  position  ar- 
bitraire; ()  et  O'  les  deux  points  déterminés  comme  ci-dessus  ; 
OT  une  sécante,  quelconque  menée  par  le  point  ü et  qui  coupe 
les  deux  cercles  (C)  et  (C')  au.r  quatre  points  T,  T',  t,  t'  : les 
tangentes  menées  aux  cercles  en  ces  points  formeront  parleurs  ' 
intersections,  le  parallélogramme  Cela  posé,  si  l'on  fait 

tourner  la  sécante  OT  autour  du  point  O [fg-^).  les  deux 
points  a et  a'  parcourront  dans  leur  mouvement , chacun  en 
particulier,  une  même  droite  a a'  ou  LM  perpendiculaire  à t^C', 
et  qui  pourra  être  considérée  oomme  la  corde  commune  à ces 
deux  cercles,  soit  qu'ils  se  coupent  ou  ne  se  coupent  pas. 

Pareillement,  si  par  le  point  0'  [fig.  9)  on  mène  une  sé- 
cante O'T  qui  coupe  le  .système  des  deux  cercles  en  quatre 
points  T,  T',  t et  et  qu'on  exécute  à l’égard  de  ces  points  la 
même  construction  que  précédemment,  ce  qui  donnera  un  pa- 
rallélogramme apa'jî',  les  deux  points  1 et  3.'  parcourront  en- 
core cette  unique  droite  I,M  quand  on  fera  tourner  la  sécante 
O'T  autour  du  point  O'. 

.Scolie  I.  — Ces  deux  propricnés  fournissent  le  moyen  de 
construire,  dans  tous  les  cas  possibles,  la  droite  LM  au  moyen 
des  points  O et  O'. 

Scolie  //.  — On  se  rappellera  aussi  (Scolies  de  la  Proposi- 
tion V)  que  les  droites  desigmies  par  (î^',  dans  les  fig.  8 cl  9, 
passent,  dans  toutes  leurs  positions,  l’une  par  le  point  O,  l’autre 
par  le  point  O'. 
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Proposition  Mil. 

Soient  trois  cercles  quelconques  (C),  (C')  et  (C"),  qui  se  cou- 
pent (Jig.  i3),  o«  ne  se  coupent  pas  [fi g.  i4)>  Icois  cordes 
LM,  L'M',  1/M",  communes  à ces  cercles  considérés  deux  à 
deux,  passent  par  un  même  point  K (*  ). 

Ki|j.  l3 


Considérons  d’abord  lo  cas  où  les  trois  cercles  se  coupent,  et 
faisons  pour  un  moment  abstraction  du  cercle  ( C"),  en  conser- 
vant cependant  la  corde  LM.  Appelons  K le  point  où  cette 
corde  rencontre  la  corde  L"M",  on  aura  évidemment  [fig.  i3) 

KM  X KL  = KM"x  KL". 

Si,  par  le  même  point  K e.t  par  le  point  M',  on  mène  une  sé- 
cante KM'  dans  le  cercle  (C),  elle  coupera  ce  cercle  en  un  autre 
point  que  j'appelle  L',  et  l’on  aura  évidemment,  puisque  les 
droites  KM"  et  KM'  sont  sécantes  d’un  même  cercle  (C), 

KM'  X KL'  = KM"  X KL"  ; 

donc 

KM'xKL'=KMxKl.. 

Cette  dernière  équation  fait  voir  que  les  points  M,  L,  M’  et  L' 


(*)  Il  est  peu  nécessaire,  sans  doute,  de  rappeler  ici  qne  ce  remar- 
quable théorème  et  celui  do  la  Prop.  XI  ont  été  déduits,  par  Monge, 
de  considérations  fort  élégantes  de  géométrie  intuitive  dans  l'espace, 
dont  la  généralité  et  la  rigueur  furent  contestées  par  des  esprits  difficiles 
dès  l’époque  de  1808. 

I.  -i 
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sont  siuios  sur  une  inêinc  cirronfércnce  de  cercle.  Donc,  |>uis- 
(|ue  le  cercle  (C")  p.isse  par  les  trois  points  L,  M et  M',  il  passera 
aussi  par  le  (lualrième  point  L';  d’où  l’on  peut  conclure  réci- 
proquement que  si  ce  cercle  est  tracé,  les  trois  cordes  LAI, 
L'M'  Pt  L"M'  passent  par  un  inètnc  point. 

Fie  l'i 


Supposons  en  second  lieu  14)  que  les  trois  cercles  ne 
se  coupent  pas,  et  soient  L"M"  et  L'M'  les  cordes  imaginaires 
communes  aux  deux  cercles  (G)  et  (G'  i,  et  aux  deux  cercles 
(C)  et  (C")  ; soit  K le  point  où  elles  se  rencontrent,  il  est  clair 
que  si  par  ce  point  on  mène  une  tangente  à chacun  des  trois 
cercles,  les  deux  tangentes  KT  et  KT' seront  égales,  comme  ap- 
partenant à la  droite  L^M";  pareillement  les  deux  tangentes 
KT  et  KT'  sont  égales,  commé  appartenant  à la  droite  L'M'; 
donc  la  tangente  KT'  est  égale  à la  tangente  KT",  et  par  suite 
le  point  K,  commun  aux  deux  droites  L'M'  et  L"M",  appar- 
tient aussi  à la  droite  LM.  Os  trois  droites  se  coupent  donc  en 
un  même  point  K. 

Scolie  J.  — On  voit  par  là  que  les  droites  LM,  L'M'  et  L"M" 
se  comjjortent  de  la  même  manière,  soit  que  les  cercles  se 
coupent  ou  qu’ils  ne  se  coupent  pas.  La  même  chose  aura  lieu 
toutes  les  fois  qu’il  ne  s’agira  que  de  propriétés  qui,  ainsi 
que  la  précédente,  ne  sont  relatives  qu’à  la  position  des  trois 
droites;  la  raison  de  ce  fait  consiste  en  ce  que  ces  droites  sont 
liées  aux  cercles  (C),  (C'J  et  {C')  par  une  condition  indépen- 
dante de  la  valeur  absolue  de  leurs  r.iyons  et  de  leurs  posi- 
tions relatives  (Prop.  VU). 
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Scolie  H.  — La  proposilion  prêci‘tlciUe  subsiste  quand  deux 
ou  trois  des  cercles  (C),  (C")  se  touclieni  : les  cordes 

communes  deviennentalors  les  tangentes  auv  points  communs. 

I’ropositio.s  IX.  • 

Le  /ieu  de  tous  les  points  a pour  lesquels  la  distance  aC'  à un 
point  Jixe  C'  est  égale  à la  tangente  a T menée  à an  cercle  C,  * 
est  une  droite  LM,  perpendiculaire  à celle  qui  passe  par  le 
centre  C et  par  le  point  I'.'. 


Fig.  i5. 

;L 


iv 


Leite  proposition  n’est  (|u'une  conséquence  de  la  Proposi- 
tion VI;  car  si  l’on  imagine  [Jig.  10),  que  le  cercle  (C')  dont  il 
s’agissait  alors,  se  réduise  à un  point,  il  est  clair  que  la  tan- 
gente a / à ce  cercle  deviendra  simplement  une  droite  aC',  pas- 
sant par  son  centre  <>'.  Mais  on  peut  la  démontrer  directement 
de  la  même  manière  que  la  Prop.  VI. 

En  effet,  le  triangle  CaC'  donne 

fÿï’  -t-  (iC’’—  ?CC'  X C'I); 
or,  H étant  le.rajou  de  (<^), 

-H  Tv’ = R’-4-C^’ ; 

donc  on  a simplement 

IP=  tX'’  — 2CC'  X C'D. 

D’où  l’on  voit  (|ue  C'  I)  est  constant,  cl  que.  par  conséquent. 
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tous  les  |(oiiils  a sont  pinces  sur  une  mi^nie  perpendiculaire  à 
In  droite  C(7,  élevée  par  le  point  I)  (*). 

Proposition  X. 

Étant  donnés  un  cercie  ((])  et  une  droite  LM  quelconques 
( fig.  1 6),  soient  menées  au  cercle  par  un  point  a de  cette  droite 
deux  tangentes  aT  et  aT,  ce  qui  déterminera  une  corde  de 
contact  TT';  si  ion  fait  parcourir  la  droite  LM  par  le  point  a, 
la  corde  TT'  passera  dans  toutes  ses  positions  par  un  même 
point  1. 

Fig.  ifi. 


En  effet,  si  du  point  a comme  centre,  avec  la  tan;»ente  aT 
comme  rayon,  on  décrit  une  circonférence  de  cercle,  elle  cou- 
pera la  droite  (’.D  perpendiculaire  à LM,  en  deux  points  C'  et  c' 
qui  seront  les  mêmes,  quel  que  soit  le  point  a qu’on  ait  choisi. 
Car,  si  l’on  considère  un  autre  point  o,  et  que  de  ce  point  on 


(*)  Celle  proposition  et  quelques-unes  de  celles  qui  suivent  ou  qui  pré- 
cèdent, ont  dû  aussi  être  connues  des  anciens,  d'Euclide  nolaijiment, 
sous  le  nom  de  Purismes,  dont  le  sens,  aujourd'hui  controversé  encore, 
est  si  singulièrement  obscurci , tronqué  peut-être  et  amoindri  dans  les 
énoncés  des  171  Théorèmes  et  des  38  Irmmcs  principaux  ilu  livre  pré- 
cieux de  Pappus,  tant  et  si  souvent  interprété  ou  commenté.  Vraisembla- 
blement aussi,  c'est  le  ras  de  quelques  autres  propositions  ou  théorèma* 
concernant  le  contact  et  l’intersection  des  cercles,  connus  d’.//w//o«/«.v 
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mène  deux  nouvelles xangenles  a.' t cl  a'/'  au  ceicle  (C),  il  est 
clair  que  ces  tangentes  seront  égales  à la  distance  a'C',  puisque 
la  droite  LM  perpendiculaire  à ('G'  contient  déjà  un  point  a 
pour  lc(|uel  la  distance  a (7  est  égale  à la  tangente  aT,  et  que 
par  conséquent  elle  est,  à l’égard  du  cercle  (C)  et  du  point  C', 
la  droite  analogue  à LM  dont  il  est  parlé  dans  la  proposition 
précédente.  Mais  la  distance  a'(7  étant  égale  aux  tangentes  a' < 
et  a'/',  si  l’on  décrit  du  point  «'  comuie  centre,  avec  a! t pour 
rayorf,  une  circonl'érence  de  cercle,  elle  passera  par  les  points 
t,-f , C'  et  c';  par  suite,  si  l’on  mène  les  cordes  coinimines  aux 
trois  cercles  (C),. (a)  ei(a’),  à savoir  TT',  II'  et  C'c',  elles  pas- 
seront toutes  trois  par  un  même  point  1 (Prop.  VUl). 

Donc  tous  les  points  de  la  droite  LM  jouissent  de  la  propriété 
<iuc  les  cordes  de  conlatq  TT',  qui  leur  correspondent,  passent 
par  un  même  point  1,  situé  sur  la  perpendiculaire  (jD,  abais- 
sée du  centre  C sur  la  droite  LM. 

Scolie.  — La  réciproque  est  également  vraie  cl  se  démon- 
trerait d’une  manière  analogue.  Ainsi,  que  d’un  point  1 quel- 
conque, on  mène  des  sécantes  arbitraires  TT',  //',  dont  chacune 
coupe  le  cercle  ((])  en  deux  points,  et  qu’en  ces  deux 
on  mène  des  tangentes  à ce  cercle,  celles-ci  se  couperont  en 
un  point  a qui  sera  toujours  situé  sur  une  même  droite  LM 
perpendiculaire  à celle  qui  passe  par  le  point  I et  par  le 
centre  Cr 

Proposition  XK 

Soient  C et  C'  [fig.  17)  deiux  points  arbitraires,  te  lieu  des 
centres  x de  tons  les  cercles  pour  lesquels  les  tangentes  CT, 
menées  par  le  point  C,  sont  égales  à une  longueur  constante  T, 


ttc  Prrgc,  et  reslaurés,  étendus,  comme  on  dit,  par  (livimiiion,  dans 
V ,'lpothnius  Calliu  de  Viète,  etc.  Or,  ces  rapprochements,  ces  divina- 
tions d’une  critique  philosophique  et  historique  transcendante,  épineuse, 
délicate  et  parfois  mémo  fort  subtile,  intéressent  spécialement  les  érudits 
de  profession,  dont  le  siège  est  à l’Académie  des  Inscriptions  et  Belles- 
Lettres;  mais  Irès-peii,  je  crois,  les  lecteurs  du  présent  ouvrage,  qui  a 
fort  couru  le  risque  de  demeurer  à jamais  ignoré  du  public,  du  moins 
sous  la  forme  rudimentaire  qu'on  lui  a conservée  ici. 
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et  les  tangentes  C'T'  menées  par  le  point  C'  sont  égales  à une 

autre  longueur  constante  T',  ce  lieu  est  une  droite  LM  per- 


Fin-  17. 


pendiculaire  à CC',  corde  commune  aux  deux  cercles  décrits 
des  points  et  C'  avec  les  distances  T et  T'  pour  myons. 

De  plus,  tous  les  cercles(x)  ont  la  droite  (X'  pour  corde  com- 
mune, et  par  conséquent  ils  passent  par  deux  mêmes  points  I 
et  K,  quand  ils  rencontrent  la  droite  CAV. 

Eli  effet,  considérons  le  cercle  (x)  dans  une  de  ses  positions; 
puisque  CT  est  une  taii;;ente  à ce  cercle,  il  est  clair  iiue  le  ravon 
a:T  est  perpendiculaire  sur  CT,  et  par  conséquent,  si  du  point 
C comme  centre,  avec  la  distance  constante  CT  ou  T comme 
rayon,  on  décrit  un  cercle,  cette  droite  xT  lui  sera  tangente  au 
point  T : on  prouverait  pareillement  que  le  rayon  xT  du  cercle 
(x)  est  tangent  au  cercle  décrit  du  point  C'  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à T';  donc  puisque  les  rayons  jtT  et  xT'  sont 
égaux  entre  eux,  le  centre  x est  un  des  points  de  la  corde  LM 
commune  aux  deux  cercles  (.(2)  et  (C'),  et  par  conséquent  cette 
corde  est  le  lieu  de  tous  les  centres  x ; ainsi  qu’il  s’agissait  de  le 
prouver  (l*rop.  VI). 

Je  dis,  de  plus,  que  tous  les  cercles  {;c)  passeront  par  les 
deux  points  1 et  K,  où  l’un  d'entre  eux  rencontre  la  droite  (X', 
et  que  par  conséquent  çctte  droite  sera  la  corde  réelle  ou  ima- 
ginaire commune  à tous. 

En  effet,  si  l’on  considère  le  point  K cl  qu’on  joigne  ce  point 
au  centre  x,  il  est  clair  que  la  distance  Kx  et  la  tangente  j:T 
sont  égales  comme  rayons  du  cercle  (x)  ; donc  la  droite  LM 
(l'rop.  I\)  qui  passe  par  le  point  x et  qui  est  perpendicu- 
laire à KC,  est  telle  que  si  d’un  autre  point  quelconque  x'  on 
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mène  au  poinl  K la  droile  x'K,  el  au  cercle  (C)  la  tangente  x'O, 
ces  deux  lignes  seront  égales  entre  elles.  D'où  l'on  voit  que  le 
cercle  qui  aurait  pour  centre  x',  et  qui  passerait  par  le  point  9, 
passerait  aussi  par  le  point  K.  et  |)ar  suite  |ku-  le  point  I,  ipii  est 
également  éloigné  de  la  perpendiculaire  I.M;  or  ce  cercle  (x') 
est  un  des  cercles  [x)  pour  lesquels  .rT  est  égal  à xV;  donc 
tous  ces  cercles  passeront  par  les  deux  points  1 et  K.  ' 

ün  aurait  pu  démontrer  celle  dernière  propriété  d'une  ma- 
nière plus  simple;  car  si  l'on  considère  le  cercle  (x)  dans  deux  ' 
de  ses  positions  x elx',  il  est  clair  que  les  deux  points  C et  C' 
étant  tels  que  les  tangentes  menées  par  chacun  de  ces  points 
aux  cercles  (x)  el  (x'),  sont  respectivement  égales,  la  droile 
i'XV  est  la  corde  commune  à ces  cercles,  el,  par  suite,  com- 
mune à tous  les  cercles  décrits  de  la  même  manière. 

I 

Proposition  \II. 

Le  lieu  des  centres  x,  des  cercles  tels  (jue  tes  tangentes  CT 
f/«i  leur  sont  menées  par  un  même  point  ti,  sont  égales  à une 
constante  T,  et  que  les  cordes  RR'  menées  par  uh  autre  point  C' 
sont  divisées  en  ce  point  en  deux  parties  C'R  et  C'R'  dont  le 


Fig  |8. 


produit  est  égal  à la  constante  T'%  ce  lieu,  dis-je,  est  une  per- 
pendiculaire à CC';  et  tous  les  cercles  (x)  ont  pour  corde  com- 
mune réelle  la  droite  CC',  en  sorte  que  si  l'un  d’eux  passe  par 
les  points  \ et  K de  CC',  ils  y passeront  totts. 

En  effet,  si  du  point  C comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à 
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la  longueur  conslaïuc  T,  un  décrit  une  circonl'érence,  il  est 
clair  que  le  i-ajon  arT  sera  perpendiculaire  à CT,  et  par  consé- 
quent tangent  an  cercle  (ti).  Pareillement,  si  du  point  C' 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à l'autre  quantité  con- 
stante r,  on  décrit  une  circonférence  de  cercle,  elle  passera 
par  les  extrémités  R et  R'  de  la  corde  RR'  menée  par  le  point 
C',  perpendiculairement  à la  droite  C'x;  car  le  cercle  [x)  est 
tel,  t|ue  C'RxC'R'  = T'’  ou  que  C'R  est  égal  au  rayon  T' 
du  cercle  (C'). 

Cela  posé,  si  l’on  mène  le  rayon  .rR  et  la  droite  Cx,  et  que 
du  point  X,  on  abaisse  la  perpendiculaire  a:l)  sur  CC',  on  aura 
dans  le  triangle  CarC', 

C^'=  œ ’ -H  Cx  — a CC  ' X C'  1). 

Or  les  triangles  rectangles  x(iT  et  a.‘C'R  donnent 

ïïï’=  P-+- t7’,  CCÏ'’=ÏÏJ’--(Fr’==t7’— T'’; 
donc,  substituant,  on  aura  ' • 

1 ' = — T'î  _ , CC'  X C'  D . 

On  voit,  i>ar  cette  dernière  équation,  que  la  distance  CD  est 
constante.  Par  conséiiuent,  quel  que  soit  le  centre  x,  si  l’on 
abaisse  de  ce  point  une  perpendiculaire  sur  la  droite  CC',  elle 
passera  toujours  par  le  point  I);  tous  les  |)oints  analogues  se- 
ront donc  situés  sur  une  même  droite  élevée  par  le  point  D 
perpendiculairement  à 07. 

Je  dis,  de  plus,  que  la  droite  CC'  est  la  corde  commune  à 
tous  les  cercles  (ar)  : d’abord,  cette  droite  étant  perpendicu- 
laire à la  ligne  LM  des  centres  x,  il  suffit  de  démontrer  qu’un 
de  ses  points  Jouit  de  la  propriété  qui  appartient  à tous  les 
points  de  la  corde  commune.  Or,  si  l’on  considère  le  cercle  (x) 
dans  une  autre  position  (a:'),  il  est  clair  que  la  tangente  CT  au 
cercle  (a/),  menée  parle  point  C,  est  égale  à CT;  donc  (Prop.  VI) 
le  point  C appartient  à la  corde  commune  aux  deux  cercles  (x) 
et  (x"),  et,  par  la  même  raison,  à la  Cbrde  commune  à tous  les 
cercles  déterminés  de  la  même  manière  que  le  cercle  (ar).  Donc 
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enfin  la  droite  CC'  est  une  corde  commune  à tous  ces  cercles, 
et,  par  suite,  si  l’un  d'eux  passe  par  les  points  I et  K situés  sur 
cette  droite,  ils  y passeront  tous. 

Scolîe.  — Il  est  facile  de  voir  que  le  cercle  (.r)  rencontre 
nécessairement  la  droite  C(7. 

Pbopositios  XIII. 

Z.C  lieu  (lu  centre  x,  d’un  cercle  tel,  ({u'en  menant  par  le  point 
C une  sécante  quelconque  dans  ce  cercle,  le  produit  des  seg- 
ments formés  pur  le  point  C soit  égal  <i  une  quantité  constante 
T’,  et  qu’en  menant  par  un  autre  point  C'  une  sécante  quelcon- 
que dans  le  cercle  (jt),  le  produit  des  deux  segments  formés  en 
ce  point  soit  égal  à une  seconde  quantité  constante  T'S  ce  lieu 
est  une  droite  perpendiculaire  à lu  direction  de  (1(7;  en  outre, 
la  droite  C(7  peut  être  considérée  comme  une  corde  commune 
à tous  les  cercles  [x].. 


. Vie-  'i)- 


En  effet,  puisque  le  point  C est  tel,  que  le  produit  des  deux 
segments  formés  en  ce  point,  dans  le  cercle  (x),  est  égal  à T% 
il  est  clair  que  la  ))erpendiciilaire  CR,  élevée  au  point  C sur  la 
droite  Cx,  est  égale  à T.  Pareillement,  la  perpendiculaire  C'U’ 
élevée  par  le  point  C'  sur  la  droite  C'x,  est  égale  à T';  donc  si 
l’on  mène  les  rayons  x R et  x R'  aux  points  H et  R',  on  aura 

Cx’=ÏÏ^’—  CÎt’  =ÏÏi’-  T-, 

17^’=  iü^' — ciû’ = lÜx’ - T ’. 
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Si,  (le  plus,  ou  abaiss(;  du  centre  x,  la  perpendiculaire  æ-1), 
sur  la  droite CC',  le  triaiij^le  CxC  donnera 

— ?i:c  xc'i). 

Siihstitiiant  les  valeurs  de  C.r  ‘et  C'æ-  dans  celle  i*r|ualion,  il 
viendra,  à cause  «je  .rR'=  ;rl{, 

— T’  = — T"  + CÎÿ’—  ■}.  (X'  X < I). 

D’où  l’on  voit  (jue  la  dislance  tl'l)  est  con.sianlc  pour  tous  les 
cercles  [x],  cl  que,  par  consiiquenl,  leurs  centres  sont  situés 
sur  une  même  droite  perpendiculaire  à CC'  : premier  point 
qu'il  s’agissait  do  démontrer. 

Je  (lis,  de  plus,  que  si  le  cercle  (.r)  passe  par  les  deux 
points  I et  K de  la  droite  CC',  tous  les  cercles  analogues  passe- 
ront également  par  ces  points.  Kn  cflel,  il  est  clair  que  l'on  a 

RC’='P  = IC  X Ck  = ( 11)  - CD)  (11)  -+■  CD)  =Ïd’  — CÏÏ 

d’où  il  résulte  quy  la  distance  II)  sera  constante  quel  que  soit  le 
cercle  (j:),  et  que,  par  conséquent,  tous  les  cercles  décrits  de 
la  même  manière  passeront  par  le  point  I,  et,  par  suite  aussi, 
jiar  le  point  K'. 

Donc  la  droite  CC'  est  la  corde  commune  à tous  les  cer- 
cles (æ:)  : elle  conserve  celte  propriété,  même  quand  ces 
cercles  ne  se  coupent  pas,  quoi(iuc  le  raisonnement  précédent 
ne  subsiste  plus  alors;  mais  il  n’est  pas  dil'licile  de  voir  que 
celle  circonstance  ne  saurait  jamais  se  présenter  quand  les 
points  C et  C'  seront  situés  dans  l’inlérieiir  du  cercle  (x). 
Quant  au  cas  oii  les  jioinls  C et  C'  devront  être  situés  en 
dehors  de  ce  cercle,  il  est  clair  qu’il  rentrera  dans  celui  de  la 
Proposition  \I. 

Scolie  /.  — 11  est  facile  d’apercevoir  (|ue  la  propriété  dont 
il  s’agit  ici  renferme  les  deux  propositions  précédentes,  et 
que,  par  conséquent,  on  eût  pu  les  considérer  comme  ses  co- 
rollaires; mais  nous  avons  préféré  les  démontrer  à part,  afin 
(le  les  distinguer  mieux  les  unes  des  autres. 
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ScoHe  II.  — On  doit  remarquer  aussi  que  la  lign»;  des  cen- 
ircs  j:D  n’est  la  corde  comimine  aux  deux  cercles  (C)  et  (C') 
que  quand  les  deux  points  C et  C'  sont  situés  en  dehors  du 
cercle  (x).  Pour  déterminer  cette  droite  dans  le  dernier  cas  par 
exemple,  on  imaf’inêra  (|ue  le  point  x soit  situé  sur  la  droite 
CC',  alors  il  est  clair  <jue  les  cordes  lUt,  et  H' K',  seront,  pour 
celte  position  particulière,  perpendiculaires  à la  droite  1^0';  ce 
qui  donnera,  par  conséquent,  ciuatre  points  H,  K,,  U',  H',,  par 
lesquels  devra  passer  le  cercle  (x),  puisque  OR  doit  toujours 
être  éf.'al  à T et  C'U'  à T'.  Donc  si  l’on  fait  passer  une  circonfé- 
rence de  cercle  par  ces  quatre  points,  son  centre  x détermi- 
nera le  point  D,  et  ses  int<‘rseciions  avec  la  droite  OC'  donne- 
ront les  points  I et  k. 

L'ne  construction  tout  aussi  simple  donnerait,  comme  nous 
le  verrons  plus  tard,  la  position  de  la  droite  xD  et  des  points  I 
et  K pour  le  cas  de  la  Proposition  \11. 

Proposition  XIN’. 

Soient  (0)  et  (1^),  deux  cercles  de  position  arbitraire 
[f'S‘  ART' OH  \BT  an  cercle  qui  les  touche  de  manière  à les 
envelopper  tous  deux,  ou  à les  laisser  en  dehors  de  sa  circon- 
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férencc,  auquel  cas  (Prop.  1)  la  droite  t joignant  les  points  de 
contact  passe  par  le. point  défini  0;  si  par  O on  mène  dans 
ce  cercle  tangent,  une  sécante  quelconque  OB,  qui  le  coupe  en 
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deux  points  A et  B,  et  que  pur  ces  deux  points  on  fusse  passer 
une  circonférence  de  cercle  arbitraire  R rAB,  elle  coupera  les 
deux  cercles  (C)  et  (C')  en  quatre  points  R,  r,  R',  /•'  tels  que  la 
conte  qui  joint  les  points  supérieurs  ^ et  r et  celte  qui  joint 
les  deux  points  inférieurs  R'  et  r',  passent  l'une  et  l'autre  parle 
point  ci-dessus  nommé  (K 

De  plus,  si  l'on  considère  {fg.  21)  un  autre  cercle  ATBf 
tangent  à la  fois  aux  deux  cercles  [C)  et  (C'),  de  manière  qu’en 
enceloppunt  l'un  de  ces  cercles,  il  laisse  l'autre  en  dehors,  au- 
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quel  cas  la  droite  'Y  t qui  joint  les  points  de  contact,  passe  par 
le  point  nommé  O',  et  qu'on  exécute  à l'égard  de  ce  cercle  et 
de  O'  la  même  construction  que  précédemment,  les  deux  cordes 
R /•  e/  R'/’'  passeront  l'une  et  l’autre  par  ce  point  O'. 

En  elTel,  soil  menée  par  le  poim  O ei  par  le  point  r[Jig.  20) 
la  sécante  Or  si  elle  ne  se  confondait  pas  avec  la  corde  R r,  elle 
couperait  (l^)  en  un  certain  point  R,  différent  de  R,  et  l’on  au- 
rait alors,  puisque  les  sécantes  ;-R,  et  T<  passent  par  le  point  0 
(l‘rop.  111), 

OR,  X Or=OÏX  0<. 

Mais  puisque  OT  et  OB  sont  sécantes  du  même  cercle  BA<T, 
on  a aussi 

OT  X 0 / = OB  X OA  ; 

donc 

OR,xOr  = OBXOA; 

d’où  l’on  voit  que  les  quatre  points  B,  A,  r et  R,  sont  nécessai- 
rement situés  sur  une  même  circonférence  de  cercle;  mais  la 
circonférence  BArR  passe  d<*jà  par  les  trois  premiers  points 
B,  V,  r,  donc  elle  passe  aussi  par  le  (piatriéine  R,  d’où  il  ré- 
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sulle  que  la  corde  Kr  passe  par  le  point  O,  ainsi  qu'il  fallait  le 
prouver.  Par  la  même  raison,  les  deux  autres  points  R'  et  r' 
sont  aussi  situés  sur  une  droite  iiassanl  par  le  point  O. 

En  répétant  le  raisonncmeul  qui  précède  sur  la  Jig.  21,  et 
cliangeant  seulement  la  dénomination  du  point  O en  celle 
de  O',  on  aura  la  démonstration  du  second  cas  indiqué  dans 
l’énoncé. 

Scolie  /. — Il  existe  deux  cercles  qui,  passant  par  les  points  A 
et  B,  sont  tangents  à la  fois  aux  deux  cercles  (C)  et  (C'j  (fig.  20 
et  21],  car  si  l’on  imagine  que  le  cercle  arbitraire  ABRr  vienne 
à changer  de  grandeur,  il  est  clair  que  la  distance  RH'  variera 
aussi,  et  qu’elle  pourra  devenir,  nulle  en  deux  cas  différents. 
En  effet,  si  l’on  sujipose  que  ce  cercle  diminue  de  graqdeur, 
les  points  R,  H’  se  rapprochent  de  plus  en  plus  et  arrivent  à se 
confondre  en  un  seul  T;  supposant  au  contraire,  que  le  cercle 
vienne  à augmenter,  la  distance  RR'  commencera  par  augmen- 
ter aussi,  mais  elle  diminuera  indéfiniment  ensuite  et  devien- 
dra nulle  au  point  T'. 

Scolie  II.  — Il  est  clair  que  les  centres  x,  x'  et  » des  cercles 
qui  passent  par  les  deux  points  A et  B,  sont  tous  situés  sur 
une  droite  perpendiculaire  à AB,  en  son  milieu. 


Nous  allons  faire  maintenant  l’application  de  ces  proposi- 
tions aux  problèmes  qui  concernent  le  contact  des  cercles  et. 
des  lignes  droites. 

Problème  I. 

Par  deux  points  donnés  A et  B,  mener  un  cercle  tangent  à 
un  cercle  [C)  également  donné.  • 

Soit  ABT  {Jig.  22)  le  cercle  cherché,  et  soit,  par  les  points  A 
et  B,  mené  un  cercle  quelconque  qui  coupe  le  cercle  (C)  en  deux 
points  m et  n,  il  est  évident,  d’après  la  Proposition  VIII,  que  la 
tangente  au  point  de  contact  inconnu  T et  les  deux  cordes  mn 
et  AB  passent  toutes  trois  par  un  même  point  p;  donc,  a\anl 
déterminé  les  points  m et  n au  moyen  de  la  circonférence 
quelconque  ABwn,  on  tracera  la  corde  mn.  et  par  le  point  p. 
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où  elle  renconire  la  droite  AB,  on  mènera  une  tangente  au 
cercle  (C)  ; le  point  de  contact  T,  sera  le  point  où  la  circonfé- 

Fi»;.  3i. 
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rence  cherchée  touche  ce  nièine  cercle.  Pour  en  trouver  le 
rentre  x,  on  tracera  le  rayon  ('.T  et  la  perpendiculaire  élevée 
sur  le  milieu  de  AB;  le  point  d'intersection  de  ces  deux  droites 
sera  le  centre  demandé. 

Le  problème  est  susceptible  de  deux  solutions,  car  du  point 
P on  peut  mener  deux  tangentes  pT  et  ^T'  au  cercle  (G). 

Scolie.  — .Si  les  deux  points  donnés  A,  B étaient  confondus 
en  un  seul  I),  c’est-à-dire  si  le  cercle  tangent  cherché  devait 
toucher  en  ce  pr)int,  une  ligne  droite  donnée  pli,  la  construc- 
tion s’exécuterait  de  la  même  manière;  seulement  la  circon- 
férence arbitraire  AB/n/i,  au  lieu  de  couper  la  droite  AB  aux 
points  A et  B,  serait  tangente  à celte  droite  au  point  I). 


ProblI-:me  11. 

Mener  un  cercle  lancent  à Ut  fois  à trois  cercles  donnés. 

Z"  Solution. — 11  est  facile  de  voir  que  ce  problème  est,  en 
général,  susceptible  de  huit  solutions  distinctes;  ce  nombre 
pourra  se  réduire  pour  des  positions  particulières  des  trois 
cercles  donnés,  et  cela  sera  toujours  très-aisé  à reconnaître 
dès  le  premier  abord  : ainsi,  par  exemple,  si  deux  de  ces  trois 
cercles  se  coupaient,  il  est  clair  qu’il  n'y  aurait  plus  que  quatre 
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solutions  (le  possibles;  nous  supposerons  en  eons(*quence  que 
les  trois  cercles  soient  isolés,  et  ce  que  nous  dirons  dans  ce 
cas  pourra  s’appliquer  facilcmeni  à toute  autre  disposition. 

Soient  donc  (C),  (G')  et  (G")  les  trois  cercles  auxquels  on 
demande  de  mener  un  cercle  tangent.  Supposons  d’abord  que 
parmi  les  huit  cercles  qui  peuvent  en  général  être  tangents  à 
ces  trois  cercles,  on  choisisse  celui  (pii  doit  les  laisser  tous  en 
dehors  de  sa  circonférence. 

Soit  (a:)  ce  cercle  et  T,  T',  T"  ses  trois  points  de  contact 
avec  les  cercles  respectifs  {(i',  (G')  et  (G"),  il  est  clair  que  les 
trois  droites  T' T",  T" T et  TT'  passeront  respectivement  par  les 
points  connus  O,  O'  et  O"  (Prop.  111,  Goroll.  1 et  II),  qui,  dans 
le  cas  que  nous  considérons,  sont  les  points  de  concours  des 
tangentes  communes  extérieures  aux  trois  cercles  donnés. 

I 
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Donc,  quoique  les  points  T'  et  T"  soient  inconnus,  comme  la 
direction  de  la  droite  qui  les  joint  passe  par  le  point  0,  le  pro- 
duit des  segments  OT'  et  OT"  est  égal  au  produit  connu  des 
segments  similaires  OR'  et  OR",  obtenus  par  une  sécante  quel- 
conque issue  du  point  O ; représentant  ce  produit  par  T’,  on  a 

OT'X  OT"=T=. 

Pareillement,  le  produit  des  deux  segments  O'T,  O'T"  devant 
être  égal  à une  quantité  connue  T'%  on  a donc  aussi 

O'Tx0'T"=T". 
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Cela  posé,  si  par  le  point  O on  mène  une  tangenle  au  eerelc 
inconnu  [x),  il  est  clair  (pi’elle  sera  ét;ale  à T;  et  pareilleineiu, 
si  par  le  point  O'  on  mène  une  tanpcnle  à ce  même  cercle,  elle 
sera  égale  à T'.  Le  problème  revient  donc  à celui-ci  : Tracer 
un  cercle  tangent  au  cercle  donné  (C"),  de  telle  manière  que 
les  tangentes  menées  à ce  cercle,  par  deux  points  0 et  ()', 
soient  respecticement  égales  à T et  T'. 

En  effet,  soit  un  cercle  (|uelconque  louchant  (C")  en  T"  et 
qui  remplisse  les  deux  conditions  précédentes;  si  l’on  joint  le 
point  T"  au  point  O par  une  ligne  droite,  celle-ci  coupera  le 
cercle  (C')  en  un  point  T'  (|ui  appartiendra  au  cercle  (ar);  car 
le  produit  OT'xOT"  étant  égal  au  carré  T’  de  la  tangente 
menée  par  le  point  O au  cercle  (.r),  et  le  point  1'"  appartenant 
déjà  à ce  cercle,  le  point  T'  lui  appartiendra  aussi.  De  plus,  ce 
cercle  sera  évidemment  tangent  en  ce  même  point  au  cercle  (C'), 
car  il  se  confondra  avec  celui  qui  toucherait  les  deux  cercles 
(C')  cl  (C")  aux  points  T'  cl  T",  comme  ayant  avec  lui  trois 
points  en  commun  r savoir  le  point  T'  et  le  point  T"  de  contact 
qui  équivaut  à deux  points. 

On  démontrerait,  de  la  même  manière,  qu'un  cercle  remplis- 
sant les  conditions  précédentes  serait  aussi  tangent  à (C.)  ; donc 
il  serait  à la  fois  tangent  aux  trois  cercles  donnés,  et  par  consé- 
(luenl  ce  serait  le,  cercle  cherché  lui-même. 

La  question  se  trouvant  ainsi  finalement  ramenée  à celle  de 
tracer  un  cercle  tangent  au  cercle  (C"),  pour  lequel  la  tangente 
menée  par  le  point  O,  soit  égale  à T,  et  celle  'menée  par  le 
point  O',  égale  à T',  il  n’est  plus  diiricile  d’en  trouver  la  solu- 
tion. En  effet,  nous  avons  vu  (Drop.  XI)  que  le  centre  d’un 
tel  cercle  doit  être  situé  sur  la  corde  commune  aux  deux 
cercles  décrits  des  points  O et  O'  comme  centres  avec  des 
rayons  respectivement  égaux  à T et  à T',  et  que  ce  cercle 
doit  passer  par  deux  points  de  la  droite  00'  faciles  à déter- 
miner. Donc  si  par  ces  deux  points  on  mène  une  circonfé- 
rence tangente  au  cercle  (L"),  ce  sera  la  circonférence  même 
demandée. 

La  construction  s’exécutera  ainsi  qu’il  suit  : On  conmien- 
cera  par  déterminer  T et  T';  pour  cela,  on  fera  passer  par  les 
deux  points  A et  B de  {(])  et  (C')  (fg.  a4),  appartenant  à la 
ligne  des  centres  une  circonférence  quelconque  à laquelle 
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on  mènera  par  le  poinl  O une  langente  O/,  qui  sera  égale  à T, 
|niis(|ue  = O VxOB  = 'P.  On  opérera  de.  même  à l'égard 
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des  cerrles  (C"),  ((7)  ei  de  O',  ce  qui  donnera  la  langcnie  ()'<' 
égale  à T'  ; des  points  O et  O',  avec  les  tangentes  O t,  O'  I’  pour 
rayons,  on  décrira  deux  nouvelles  circonférences  dont  on  dé- 
terminera la  corde  commune  LM  comme  il  a été  dit  (Prop.  VI); 
d’un  point  quelconque  a de  cette  corde,  avec  un  rayon  xO  égal 
à la  tangente  menée  de  ce  point  au  cercle  (O)  de  rayon  T,  on 
décrira  une  circonférence  qui  coupera  (C")  aux  points  m et  n; 
on  tracera  la  corde  indéfinie  mn,  laquelle  coupera  la  corde  OCV 
commune  à tous  les  cercles  [x]  au  point  p;  enfin,  parce  point 
on  mènera  une  tangente  .à  (C"),  et  le  point  de  contact  T"  sera 
un  des  points  du  cercle  cherché  (^)  (Probl.  1)  : son  centre  de- 
vant être  sur  la  droite  LM,  il  sera  facile  de  le  déterminer.  On 
voit,  de  plus,  que  le  point  p donnant  deux  tangentes  pi'"- 
et  pT”,  on  obtiendra  généralement  deux  positions  distinctes 
pour  le  centre  x. 

Par  conséquent  aussi,  cette  même  construction  donnera 
deux  cercles  tangents  aux  proposés  (C),  (C')  et  (C");  or  il  n'est 
pas  difficile  de  voir  que  le  dernier  correspondant  à plT,,  sera 
celui  d’entre  eux  qui  touchera  ces  trois  cercles  en  les  enve- 
loppant dans  sa  circonférence. 

I. 
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La  solution  plus  pmliculiiMenu'iil  in(lii|ii(‘(*  sur  la 
pour  le  cas  oii  le  cercle  cherche  iloil  èlri*  enveloppé  par  les 
cercles  (L),  (C')  et  (C"),  celle  solution  (]ui  comprernl  iniplici- 
lemenl  le  cas  où  le  cercle  tangent  doit  envelopper  ces  trois 
cercles  donnés,  pourra,  en  suhsliluant  les  Prnp.  VII  et  \lll 
à la  Prop.  XI,  s’appliquer  quelle  que  soit  la  disposition  îles 
ecrclesdonnés  {(]),  {C/}  et  (C"),  et  quelle  que  soit  la  position  du 
cercle  tangent  (|u’il  s’agit  de  mener  à ces  trois  cercles,  (lar. 
celle  position  étant  désignée,  on  connaîtra  les  points  lixes  pai' 
où  doivent  passer  les  cordes  qui  joignent  deux  à deux  les  ti'ois 
points  inconnus  où  ce  même  cercle  touche  les  ecrclesdonnés, 
aussi  bien  que  le  produit  des  deux  segments  formés  sur  cha- 
cune de  ces  trois  cordes. 
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Supposons,  par  exemple,  que  les  cercles  donnés  (C),  ((7)  et 
(G")  soient  placés  comme  l’indique  la  ^/ig.  a5,  et  qu’il  s’agisse 
de  mener  un  cercle,  (x)  tangent  à ces  trois  cercles,  de  manière 
qu’il  touche  le  cercle  (C'j  extérieurement  en  T'  et  le  cercle  (G") 
intérieurement  en  T";  il  est  clair  que  la  corde  T'T"  qui  Joint 
les  deux  points  de  contact  Inconnus  T'  cl  T",  doit  passer  par 
je  point  O dont  la  position  sur  la  droite  GG'  est  donnée,  et  que 
le  produit  OT'  X OT"  est  aussi  égal  .à  une  quantité  T’  connue; 
donc  si  l’on  mène  par  le  point  extérieur  O une  tangente  à ce 
cercle  (or),  elle  sera  égale  à T.  Pareillement,  la  corde  ÏT"  pas- 
sera par  un  point  donné  O'  situé  sur  la  droite  GG",  cl  le  produit 
des  segments  O'Tx  O'T"  sera  égal  ,i  une  autre  quantité  con- 
nue T'';  en  sorte  que  le  problème  revient  à celui-ci  : 

« Tracer  un  cercle  (x),  tangent  à (G"l,  tel,  que  la  tangente 
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» menée  par  le  point  O à ce  eercte,  soit  égale  à T,  et  qu’en 
» inenanl  par  0'  une  corde  flans  ce  cercle,  elle  soit  coupée 
» en  oe  point  en  deux  segments  dont  le  produit  soit  égal 
» à T'*.  » 

Or  nous  avons  vu  (Prop.  \1I}  qu’un  pareil  cercle  doit  avoir 
son  centre  x sur  une  droite  xl),  perpendiculaire  à 00',  et  qu’il 
doit  rencontrer  00'  en  deux  points  qui  appartiennent  en 
même  temps  à tous  les  cércles  remplissant  ces  deux  dernières 
conditions.  Donc,  ajant  déterminé  l’un  quelconque  de  ces 
cercles,  qui  coupe  le  cercle  (C")  aux  points  in  et  n,  je  suppose, 
il  ne  s’agira  plu.s(Probl.  1)  que  de  mener  par  le  point  p,  où 
la  droite  nm  rencontrera  00',  une  tangente  au  cercle  (C"),  la- 
quelle déterminera  le  point  T"  demandé. 

Cette  solution  ne  diffère,  comme  on  voit,  de  la  précédente 
qu’en  ce  que  le  cercle  que  nous  avions  appelé  (a)  doit  être 
fléterminé  d’une  manière  différenie. 

Fijî.  3^. 


Pour  construire  un  pareil  cercle  dans  le  cas  actuel  {Jig.  afi), 
soient  décrits  de  O et  0'  comme  centres,  avec  des  rayons  égaux 
à T et  T',  deux  circonférences  (O)  et  (0').  Soient  x'  le  centre 
de  ce  cercle  et  OT  la  tangente  (|u’on  peut  lui  mener  du  point  0 ; 
il  est  clair  que,  la  direction  de  OT  une  fois  choisie,  la  recliei^ 
che  du  cercle  (x'j  revient  à trouver  une  circonférence  qui 
soit  tangente  en  T à la  droite  donnée  OT,  et  qui  rencontre 
la  circonférence  0'  en  deux  points  H et  H’  situés  sur  un  même 
diamètre  RO' R'.  Or  cette  question  est  très-facile  à résoudre. 

3. 
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('.ar,  sii|i|)Osuns  le  cercle  (.r'j  Iroiivé,  el  soit  ’ïiuii  une  autre 
circonférence  quelconiiue , qui  louche  OT  en  T,  el  qui  coupe  . 
le  cercle  (O')  en  deux  points  m et  « ; il  est  évident,  d’après  la 
l'rop.  A’III,  que  la  langeiile  OT  el  les  deux  cordes  lUl'  et  mn, 
dont  la  première  est  inconnue,  iront  toutes  trois  concourir  en 
un  même  point  p.  Donc  si  par  ce  point,  lequel  se  trouve  déier- 
ininé  pur  la  rencontre  de  la  corde  nin  cl  <le  la  droite  OT,  on 
mène  une  droite  pO'  ipii  passe  par  le  point  O',  elle  coupera 
le  cercle  (0')  en  deux  points  II  el  11'  qui  sen)iil  situés  sur  le 
cercle  (ar'),  el  par  conséquent  il  sera  facile  de  décrire  ce  der- 
nier cercle  qui  contient  en  même  temps  le  point  T'. 

On  peut  voir  à posteriori,  que  le  cercle  ainsi  trouvé  jouit  en 
effet  des  deux  propriétés  ci-dessus  ; car  d’ahord,  la  langenic 
OT  menée  par  le  point  0 à ce  cercle,  est  égale  à T ; de  plus,  il 
est  évident  que  si  parle  point  O' on  mène  une  corde  quclcon- 
(|ue  dans  ce  cercle,  le  produit  des  deux  segments  formés  sur 
celle  corde  par  le  j^oinl  O'  sera  égal  à 

0'Hx0'Il'=T". 

Scolie  I.  — On  voit,  par  ce  <|ui  précède,  que  chacune  des 
droites  OO'O",  00’,  0",  O'O.O',  (rO.O"  (/g.  j,  Prop.  Il) 
donne  lieu  à deux  solutions  particulières  du  problème  'qui 
consiste  à mener  un  cercle  langmu  aux  trois  cercles 
et  (0”),  et  qu’ainsi  ces  (pialre  droites  considérC(*s  séparément, 
donneront  les  huit  solutions  dont  ce  problème  est  susceptible 
en  général. 

Scolie  II. — On  peut  xemarquer  aussi  (pie  le  problème  pré- 
cédemment résolu  revient  à celui-ci  {fip;.  5-3,  Predd.  II)  : 
Tracer  un  cercle  [x)  qui  soit  tel,  que  les  tan"entes  menées  ii  ce 
cercle  par  trois  points  donnés  O,  O'  et  ()''  situés  en  ligne  droite, 
soient  respectivement  égales  li  trois  longueurs  données  T,  T' 
et  T".  Car,  si  l’on  joint  notamment  les  points  de  contact  T,  T' 
par  une  droite,  il  est  clair  qu’elle  devra  passer  par  le  point  O", 

(>i  qu’on  aura  0"T  X 0"T'  = T"’;  d’oii  l’on  conclut  (|ue,  si  du 
point  O*,  on  mène  une  tangente  an  cercle  (x) , elle  sera  préci- 
sément égale  à T". 

Scolie  ///.  — Si  les  trois  points  donnés  0,  O'  et  O",  au  lieu 
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d’élre  en  Iif;ne  dmiie,  él;iieiil  tl-])  siliiés  d’une  inanièie 
<|uelcuii(|ue,  la  solution  du  piotilèine  étionré  dans  le  Seul.  Il, 
deviondrail  encore  |)lus  simple  ; H sufliiail,  en  effet,  de  elier- 
elier  le  lieu  des  centres  x,  relatif  au\  points  O et  O',  puis  celui 
ipii  est  relatif  aux  deux  points  O f.t  Ü",  leur  rencontre  ipii  s'ob- 
tiendrait par  l'yiterseetion  (It!  deux  lignes  droites,  donnerait  la 
position  uniipie  ilii  centre  x cberelié. 

Fig.  37. 


Pour  achever  la  eonstriiction  de  ce  dernier  problème,  on 
ilécrira,  des  points  donnés  O,  0'  et  U"  comim‘  centres,  avec  les 
distances  T,  T'  et  T"  respectives  pour  rajons,  trois  circonfé- 
rences de  cercles,  et  on  déterminera  les  cordes  communes  à 
ces  trois  cercles  considérés  deux  à deux  : celles-ci  donneront 
par  leur  rencontre  nnii|uc  an  point  x,  le  centre  du  cercle  de- 
mandé. Pour  en  avoir  le  ravon,  on  mènera  du  centre  x,  une 
tangenteà  l’un  des  trois  cercles  (O),  (O')  et  (()"),  et  la  longueur 
•le  celte  tangent»'  sera  celle  du  rayon  cherché.  Olte  construction 
lionne  la  solution  de  cet  autre  problème  : Trouver  un  point  x 
tel,  que  les  taiiffent  es  menées  de  ce  point  à trois  cerdes[{)),  (O'j 
et  (O")  soient  toutes  épaules  entre  elles. 

Scolie  //'.  — La  solution  précédente  pourrait  s'applii|uer 
emx>re  an  problème  suivant,  en  la  inodiliant  d’une  manière 
convenable  : 

Trouver  un  cercle  tel,  (lu’en  menunt  de  trois  points  xlonnés 
0,0'  et  O"  des  sévuntes  dons  ce  cercle,  tes  trois  produits  des 
deux  scf;nients  formés  respectivement  pur  cluirun  des  trois 
points  (.),  O'  et  O",  soient  respectivement  éj^aux  ou.r  trois 
quantités  données  T',  T'’  et  I’"'. 
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//*  Solution.  — Le  problème  de  mener  un  cen  le  langonla 
Iroi.s  cercles  doimés  (Cj,  (C')  (H  (C"),  peut  se  résoudre  d'une 
autre  manière  bien  simple  au  moven  des  considérations  sui- 
vantt!s{*). 

Ouand'Ia  position  des  trois  cercles  ((!),  (L')  et  ((7')  sera 
assignée,  il  sera  très-facile  de  reconnaître  le  nombre  de  cer- 
cles qui  peuvent  résoudre  la  (luestion  et  la  nature,  intérieure 
ou  extérieure,  de  leurs  contacts  avec  les  cercles  donnés.  Cela 
posé,  si  l’on  imagine  que  le  rayon  du  cercle  inconnu  [x)  soit  • 
diminué  ou  augmenté  du  rayon  du  plus  petit  des  trois  cer- 
cles (C),  ((7),  (C"),  selon  qu’il  doit  toucher  ce  petit  cercle 
intérieurement  ou  exléi'ieurement,  et  que  l'on  diminue  ou  • 
augmente  de  la  même  quantité  les  rayons  des  trois  cercles 
donnés,  selon  la  nature  «lu  contact  de  ce  cercle  avec  le  cercle 
tangent  (.r) , il  est  clair  (|iie  le  |»etit  cercle  que  nous  supposons 
être  (C"),  se  réduira  à un  point,  et  <|ue  le  cercle  clierché  de- 
viendra un  cercle  passant  parce  point,  et  tangent  aux  cercles 
(C)  et  (C')  transformés  comme  nous  venons  de  le  dire.  Ainsi 
le  problème  sera  ramené  à celui-ci  : Par  un  point  donné 
mener  un  cercle  tangent  à deux  cercles  donnés. 

Avant  de  nous  occuper  de  la  solution  de  ce  dernier  pro- 
blème, nous  ferons  remarquer  que,  quoiqu’il  y ail  en  général 
huit  cercles  tangents  à tiois  cercles  donnés  (L),  (C')  et  (€"), 
le  nombre  des  transformations  précédentes  se  réduira  cepen- 
dant à (juatre,  et  que  chacune  d’elles  appartiendra  à deux  cer- 
cles tangents.  Le  nombre  des  solutions  se  réduira  donc  aussi 
à (]ualre  distinctes,  dont  chacune  donnera  denx  positions 
du  cercle  cherché.  Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  les 
trois  cercles  (C),  (C')  et  (C")  soient  entièrement  isolés,  on 
verra  facilement  comment  on  devra  modifier  h's  constructions 
relatives  à ce  cas  général,  lorsiiue  les  cercles  donnés  se  cou- 


(*)  Cf  mode  de  solution  est  analogue  u celui  dont  je  m’étais  servi  dans 
une  note  insérée  au  tome  II  de  la  Vorrcspmulumr  sur  l'Jimle  pnlytcrh- 
milite,  et  qu’on  trouvera  a la  suite  dore  I"  volume,  avec  la  solution  cor- 
lespnndanle  du  pmldeme  de  la  sphère  tangente  à quatre  autres. 
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lioriml  ou  s’ctivolopperoiil  cl  que,  par  suite,  une  ou  plusieurs 
des  solutions  deviendront  impossibles  péométri(|uenient. 

Cela  posé,  il  est  clair  que  les  réductions  dont  il  a été  ques- 
tion sont  les  (|ualre  suivantes  : 

i“  Lors(|ue  le  cercle  langeiil  enveloppera  à la  luis  les  trois 
cercles  ((;),  ((7)  et  (C"),  ou  qu’il  sera  enveloppé  partons  les 
trois,  il  snflira  de  diminuer  le  rayon  de  chaque  cercle  du  rayon 
du  plus  petit  d’entre  eux  (C"). 

Lorsque  le  cercle  lan{çenl  enveloppera  les  deux  cercles 
[(])  et  (C'j  à la  fois,  en  laissant  C"  au  dehors,  ou  i|ue  laissant 
en  dehors  ((])  et((y  ) il  enveloppera  (C") , il  l'audra  au{'i'nenl<*r 
les  rayons  de  ces  deux  cercles  du  rayon  du  plus  petit  ((>"). 

3“  Lorsque  le  cercle  tangent  louchant  extérieurement  (C) 
• et  (C")  enveloppera  (C'),  ou  que  touchant  inli*rieuremenl  les 
mêmes  cercles  (C)  cl  {C,"),  il  laissera  (C')  en  dehors,  il  l’atidra 
diminuer  le  rayon  du  cercle  (C)  et  augmenter  celui  de  (C')  du 
rayon  du  plus  petit  cercle  (C"). 

î"  Knlin  lorsi|iie  le  cercle  langent  louclu*  cxiérieurement  (<’’) 
et  ((;")  en  enveloppant  (C),  ou  (|iie,  louchant  intérieurement 
les  memes  cercles,  il  laissera  L'  en  dehors,  il  faudra  augmenter 
le  rayon  du  cercle  ((-’)  et  diminuer  celui  du  cercle  (C')  du 
rayon  du  plus  pcîtil  cercle  (('"). 

\u  moyen  de  ces  quatre  transformations,  le  cercle  (C"  ) se  ré- 
<luii  à un  point.  On  résoudra  les  quatre  questions  relatives  aux 
deux  premières  iransforinalions  en  menant  dans  l’un  et  l’autre 
cas,  par  ce  point  donné,  un  cercle  langent  qui  enveloppe  à la 
fois  les  deux  cercles  transformés  ou  soit  enveloppé  par  eux  : 
dans  ce  cas,  la  droite  (lui  joint  les  deux  points  de  contact  pas- 
sera par  le  point  (|uc  nous  avons  appelé  O.  Quant  aux  quatre 
solutions  relatives  aux  deux  dernières  transformations,  elles 
s'obtiendront  en  menant  par  un  point  donné,  aux  deux  cercles 
transformés,  un  cercle  langent  cpii  touche  l’un  d’eux  intérieu- 
rement et  l’autre  extérieurement;  dans  ces  deux  cas,  la  droite 
qui  joint  les  points  de  contact  passera  par  le  point  (|ue  nous 
avons  appelé  O'. 

’l’ous  ces  préliminaires  posés,  il  ne  s’agit  plus  «pie  de  ré- 
soudre le  problème  mentionné  plus  haut  : par  un  point  donné 
mener  un  cercle  tangent  à deux  cercles  donnés. 
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Il  (*sl  facile  lie  voir  qti’oii  [leiii,  en  général,  par  nn  point  A 
(/iff.  28),  mener  iinatre  cercles  langenls  à denv  cercles  (y) 
et  (y');  savoir  : deux  iiui  loucheront  à la  fois  ces  cercles  inté- 
rieurement ou  exlérieuremeni,  et  deux  touchant  intérieure- 


Kiij.  vS 


ment  run  de  ces  cercles  et  extérieurement  l'anlre.  Dans  les 
deux  premiers  cas,  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de 
contqci  T et  T',  passera  par  le  point  ipie  nous  avons  appelé  () 
( Prop.  III,  Coroll.  I).  Proposons-nous  donc  d’abord  de  résou- 
dre le  problème  itour  cette  dernière  circonstance,  cl  soit  ABT 
le  cercle  (j^)  cherché. 

Par  le  point  O,  on  mènera  unC  séiranle  arbitraire  <>K,  qui 
coupera  les  cercles  (y)  et  (y'  ) intérieurement,  aux  points  K et  K'; 
on  fera  passer  j)ar  les  trois  points  U,  R'  et  .A  une  circonférimce 
de  cercle  RR'A,  qui  coupera  la  droite  menée  par  le  point  A et 
le  point  O en  un  second  point  B,  par  oii  passera  aussi  le  cercle 
tangent  cherché  (Prop.  \l\,Jig.  r).  La  (|ueslion  se  trouvera 
ramenée  à celle  de  mener  par  deux  points  A et  B un  cercle 
tangent  à un  cercle  donné  (y)  ou  (y').  On  achèvera  la  solution 
ainsi  tiu’il  a été  dit  ci-dessus  ( Prob.  I),  et  l’on  obtiendra 
en  même  temps,  les  deux  cercles  (^)  et  [x’],  langenls  à la 
fois  intérieurement  ou  extérieurement  aux  deux  cercles  don- 
nés (y)  Cl  (?'). 

8i  l'on  exécute  la  même  construction  à l’égard  du  .second 


Digilized  by  Google 


I*E  GÉUMÉTltlE  SYNTHÉTIQUE.  4i 

poinl  Ü',  on  aura  les  deux  autres  cercles  langeiils  à (7)  et  {7') 
dont  il  a été  question  plus  haut. 

Le  pi'oblènn;  actuel  a donc  iiualre  .solutions  : deux  relatives 
au  point  O et  deux  relatives  au  point  O',  lesquelles  fourniront 
les  huit  solutions  du  problème  général. 

Scolie.  — Un  ou  ]»lusicurs  des  trois  cercles  (C),  (C')  et  (U"; 
peuvent  se  réduire  à des  points  ou  à des  lignes  droites,  et  ces 
différentes  inodilications  donnent  lieu  à autant  de  pt(d)lènies, 
dont  nous  allons  déduire  la  solution,  de  la  solution  générale 
qui  précédé. 

.\ppclons  1‘  un  point,  ('  un  cercle  et  L une  ligne  droite 
donnés,  il  est  clair  qu'en  combinant  ces  données  de  toutes  les 
manières  possibles,  on  aura  les  dix  combinaisons  suivantes, 
’(|ui  correspondront  à autant  de  problèmes  particuliers  : 

LLL,  CGC,  PPC,  CCP,  PPL,  LLC,  I.LP,  CCL,  PCL. 

La  première  correspond  au  problème  de  mener  un  cercle 
par  trois  points  donnés,  la  seconde  à celle  d’inscrire  un  cercle 
dans  un  triangle  donné,  bu,  j)lus  généralement,  de  mener  un 
cercle  tangent  à trois  droites  données.  Ces  deux  problèmes 
sont  résolus  par  les  éléments  ; la  troisième  combinaison  CCC 
correspond  à la  (juestion  : mener  un  cercle  tangent  à trois 
cercles  donnés,  déjà  résolue  précédemment  aussi  bien  que 
celles  relatives  aux  deux  combinaisons  PPt'  et  CCP,  dont  runc 
répond  au  problème  de  mener,  par  deux  points  donnés,  un 
cercle  tangent  à un  cercle  également  donné,  et  l'autre  à celui 
(le  mener  par  un  point  quelconque  un  cercle  tangent  à deux 
cercles  donnés. 

Quant  aux  problèmes  relatifs  aux  cim]  dernières  combinai- 
sons, nous  ne  les  avons  pas  encore  résolus,  et  c’est  de  leurs 
solutions  qm;  nous  allons  nous  occuper  maintenant. 

Phoblëme  III. 

J*nr  deux  points  \ et  II  {Jif'.  ag),  mener  un  cercle  lancent  à 
une  droite  donnée  MN. 

^ l’ar  les  deux  points  donnés  A et  B,  on  fera  passer  une  circon- 
(érencc  de  cercle  (|uelcoii(iue  ABT;  par  le  poinl  />,  oii  la  droite 
.YB,  prolongée,  rencontre  MN,  on  mènent  une  tangente  y>Tà  ce 
cercle,  on  rapportera  ensuiU?,  par  un  arc  de  cercle,  la  ilisiance 
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jt'V  sur  la  ilroiK'  M.\,  de  [lart  et  d’aulio  du  |i(>inl  p,  et  les  |»oiiils 
f)  et  0'  ainsi  oblemis,  seront  les  points  de  eontaci  des  deux 
eercles  fliercln'“s;  eai’  il  est  visible  (|ue  tons  les  cercles  [las- 

Fic.  V). 


\i  r 

! 


saut  par  les  points  \ et  B sont  tels,  tpie  les  tangentes  (piiletir 
sont  inçnées  par  le  point  p sont  louU-s  égales  entre  elles, 
eoinine  parUini  d’un  nième  point  de  leur  corde  coinimine  \B 
(l’rop.  VI). 

l'ROBLtiMK  IV. 

un  cercle  tiiiiffeiil  ù deux  droites  MN,  nui  et  ù un 
cercle  (C)  donnés. 

On  ra|)procbera  ou  l’on  écartera  les  deux  ilroilos  M.N  et 
nui  d’une  longueur  égale  au  l'ayon  du  cercle  (!'),  selon  la  na- 
ture de  leurs  contacts  avec  le  cercle  eberebe  : dans  l'un  et 
l’antre  cas,  le  cercle  (11)  se  réduira  à un  point,  et  la  i|in;stion 
sera  ainsi  ramenée,  à la  suivante,  par  laquelle  on  verra  (|ue  la 
solution  de  ce  problème  est  quadruple. 

PnooLfeHE  V. 

Par  un  point  donné.  A [Ji^.  3o),  mener  un  cercle  tmip^ent  <t 
lieux  droites  M\  et  nui  é-'ulenient  données. 

On  considérera  les  droites  données  MN  et  nui  comme  deux 
cercles  de  rayons  inlinis.  ()i*la  posé,  tout  crucle  tangent  aux 
ilroitesMN  et  nui  ayant  ses  points  de  contact  B et  II'  situés  à 
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éfîale  (lislaiicc  de  l'iiUorseclion  K de  ees  droites,  il  est  clair  (juc 
si  l’on  prend  sur  ces  droites,  h partir  de  K,  deux  distances  égales 


Fie-  3ü. 


KH  et  KH',  la  droite  KH'  pourra  être  considérée  comme  une 
sécante  passant  (l’rop.  111)  par  le  point  O',  situé  dans  ce  cas  à 
l’iririni;  donc  la  droite  qui  joint  le  point  donné  A au  point  O 
est  une  iiarallèle  à HH',;  donc  si  par  les  points  \,  H et  H'  on 
mène  une  circonférence  do  cercle,  celle-ci  coupera  la  droite 
AO  parallèle  à HH',  en  un  second  point  H,  par  oit  devra  passer 
aussi  la  circonférence  cherchée  (l’rop.  \1V):  le  problème  se 
trouve  ainsi  ramené  à mener  par  deux  points  A et  H une  cir- 
conférence tangente  à une  droite  MN  (l’rob.  III). 

I’roblèihe  VI. 

/’«;■  un  point  donné  A {Ji};-  3i),  mener  un  cercle  lanpenl 
à une  droite  M.\  et  à un  cercle  (C)  donnés. 

Fii;,  îi. 


O 


m'  r ii  s 

Kn  regardant  la  droite  MN  comme  un  cercle  de  ra\on  infini. 
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<111  VIM  I-.I  fuciloineiil  ((iio  les  poiiils  O el  O',  relaiifs  à ce  cerelc 
el  au  cercle  (C),  oui  ici  la  pusilion  intlicpiée  sur  la  ligure; 
on  applii|uera  ilonc  à celle  ipiesiion  la  deuxième  solulioii  du 
Prol).  11;  c'esi-à-dire  ipie,  pour  construire  lesilcux  cercles  lan- 
geiils  relalifs  au  poiiil  O,  par  exemple,  oii  mènera  par  ce  poiiil 
une  sécanle  arbilraire  OU  el  une  ilroile  O V passant  par  le  point 
donné  A ; par  ce  point  A el  par  l(;s  deux  points  U el  11',  de,  la  sc- 
ranle  OU,  on  fera  passer  une  cirronf(‘rence  de  cercle  ipii  ren- 
contrera la  droite  \0  en  un  sec.onil  point  U,  par  leipiel  devront 
passer  les  deux  cercles  clierchés:  en  soriftipi’il  ne  s'agira  plus 
(]uede  mener  par  les  deux  points  A el  B,  deux  cercles  tangents 
à la  droite  AIN  ou  au  cercle  ((!),  ce  qui  s’exécutera  comme  il 
a été  dit  au  l’roli.  I ou  111. 

I.e  point  O'  donitanl  deux  aiitri's  cercles  tangents,  le  pro- 
Méme  est  susceptible  de  quatre  solutions  distinctes. 

l*HUHI.f:ME  vil. 

Mener  un  cercle  Ittiij'cnl  à deux  cercles  {K],  ((T)  cl  à une 
lifrite  droite  lionnes  sur  lin  i>lnn. 

En  examinant  celle  (jucstion,  on  verra  (|ue  le  cercle,  chercln'" 

■ peut  avoir,  en  général,  (piatre  positions  dilTérenles.  l’our  trou- 
ver la  construction  rtdative  à rtinc  de  ces  positions,  on  rajipro- 
chera  ou  écartera  la  droite  MN  du  centre  A du  plus  p(*lil  des 
deux  c<îrcl(‘s  donnés,  d'une  longueur  égale  au  rayon  <le  ce 
cercle,  et  l’am  diminuera  on  augmentera  en  nu'nne  temps  le 
rayon  de  l’autre  cercle  (11)  île  la  même  (|uanlilé,  selon  la, na- 
ture des  contacts  avec  le  ceride  inconnu  : dans  tous  les  cas,  le 
cercle  ( A)  se  réduira  à un  point  el  la  question  scia  ramenée  a 
la  précédente. 

11  n'est  pas  dilTicile  de  voir  que,  (tarmi  les  quatre  solutions 
fournies  par  celte  dernière  question,  il  y en  a deux  qui  don- 
neront cluicunc  deux  solutions  du  problème  actuel. 

Scolie.  — (Juand  le  cercle  langent  cherché  se  trouve  être 
assujetti  à une  condition  parliculière  différente  de  celles  iptc 
nous  nous  sommes  imposées  dans  les  problèmes  préc<-(lenls, 
l'elle  nouvelle  condition  éi|uivalant  à l'une  des  trois  données 
1‘,  1.,  E,  on  ne  pourra  plus  assujetiii'  le  cercle  tangent  qu’à 
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(leux  (le  ces  Irois  e(^ii(lilioiis,  ('l  cela  dnniiera  lifîu  à (liff('‘rcnls 
probhYiues  particulieis,  doiil  nous  allons  dire  un  mot,  (m»  choi- 
sissant ceux  qm'  peuvent  offrir  le  plus  (rintén'M. 

Probi-ëme  VJ  il. 

Trouver  un  cercle  qui  soit  tangent  à une  courbe  en  un  point 
donné,  et  (fui  louche  en  même  temps  une  droite  ou  un  cercle 
donné,  ou  encoie passe  par  un  point  donfu':. 

On  mènera  à la  courhe  propos(';e  uii((  tang(-ntc  par  lo  poini 
donm'î  sur  son  contour  ; il  est  iH  idcnl  (|ue  le  cercle  clu^rclu* 
qui  doit  être  tangent  à la  courbe  en  ce  point,  sera  aussi  tan- 
gent au  même  point  à la  droite  tracée;  or  celte  dernière  con- 
dition équivaut  à celle  que  le  cercle  cherché  passe  par  deux 
points  réunis  en  un  seul  donné,  et  par  consé(iuenl  les  ques- 
tions dont  il  s'agit  ici  se  résoudront  de  la  même  manière  que 
les  Proh.  I et  III. 

Ouand  la  dernière  donnée  est  un  point,  le  prohlème  S(>  réduit 
par  la  nn'me  ohservation,  à un  prohlème  élémentaire. 

PllOBI.fcME  1\. 

Trouver  un  cercle  tangent  à un  cercle  (C),  qui  passe  par 
un  point  donné  A,  et  dont  le  centre  soit  situé  sur  une  droite 
également  donnée  MN  [,fig-  27). 

Puisque  le  centre  x du  cercle  cherché  doit  se  trouver  sur  la 
droite  >IN,  ce  cercle  passant  par  le  point  V,  doit  aussi  passer 
par  le  point  B situé  sur  la  perpendiculaire  AI),  ahaissée  du 
point  A sur  M\,  à une  distance  HI)=:I)A.  Donc  le  problème 
se  trouvera,  par  celle  construction  simple,  ramené  à conduire 
par  deux  points  A et  B un  cercle  tangent  au  c(>rcle  (C),  et  il 
se  résoudra  par  conséquent  comme  le  Proh.  I. 

PROIII.fdR  \. 

.4  une  droite  donnée  MN  [fig.  79),  mener  un  cercle  tan- 
gent qui  passe  par  un  point  A et  dont  le  centre  soit,  de  plus, 
sur  une  autre  droite  donnée  PO. 

Le  cercle  cherché  devra  passer  par  le  point  B,  situé  sur  la 
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porpi'iHlioulairo  VD  à MN,  à une  dislaiicn  HP  île  roilo  droite 
égale  à U);  et  par  oonséqueiil  le  iiroblèine  se  trouvant  ramené 
au  Prob.  III,  se  résoudi-a  de  mêiiie. 

PROBI.feMK  XI. 

Meni'r  un  cervie  tangent  à deux  cercles  donnâs  (T.)  et  (('.’) 
et  dont  le  centre  soit  situé  sur  une  droite  donnée  AIN  {*). 

On  augmentera  ou  diminuera  le  ravon  du  cercle  ((])  d'une 
longueur  égale  au  ravon  du  plus  petit  cercle  (0'],  selon  la  na- 
ture de  son  contact  avec  le  cercle  cherché  et  de  manière  que 
le  cercle  {(7)  se  réduise  à un  point  C'  ; le  problème  se  trouve 
ainsi  ramené  au  Prob.  IX,  et  chacune  des  deux  solutions 
ainsi  obtenues,  fournira  deux  solutions  de  la  (|uestion  même 
dont  il  s’agit. 

PaoBi.r.ME  XII. 

.1  une  droite  PQ  et  à un  cercle  (lj),  mener  un  cercle  tan- 
gent dont  te  centre  soit  situé  sur  une  droite  MN. 

On  rapprochera  ou  écartera  la  droite  PO  du  centre  C,  d’une, 
longueur  égale  au  ravon  du  cercle  donné,  selon  la  nature  du 
contact  avec  le  cercle  cherché,  et  de  manière  que  le  cer- 
cle (C)  se  réduise  à un  point.  Le  problème  sera  ramené  par 
cette  construction  au  Prob.  X et  se  résoudra  de  même. 

Scolie.  — Le  cercle  tangent  cherché  peut  être  aussi  assujetti 
à une  condition  de  grandeur  : on  pourrait  demander,  par  exem- 
ple, que  son  ravon  fût  d’une  longueur  donnée  ou  d’un  rap- 
port donné  avec  une  droite  de  grandeur  indéterminée  dans  la 
ligure,  etc.  Il  peut  encore  être  assujetti  à la  condition  que  scs 
tangentes  menées  par  un  ou  deux  points  donnés,  soient  égales 
à des  lignes  données;  ce  dont  on  a vu  un  exemple  (Proh.  II, 
première  solution).  Tous  les  problèmes  de  cette  espèce  pour- 
ront se  résoudre  au  moyen  des  Prop.  XI,  XII  et  XIII,  et  en 
se  servant  des  solutions  indiquées  pour  les  précédents. 


(*)  Lc.«  ligures  do  re  problème  et  du  i^uivant  aussi  bien  que  celles  du 
Prob.  IV,  ont  été  supprimées,  à cause  de  leur  simplicité. 
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N'oici  encore  nn  problème  île  ce  genre,  iloni  lu  solntion  est 
fort  simple. 

l*ROBLtME  \in. 

Etant  donnés  nn  cercle  (C)  et  deux  tangentes  OT  et  OT'  à 
ce  cercle  [Jig.  3i),  mener  entre  ces  tangentes  une  droite  \x 
de  grandeur  donnée  AB  et  qui  touche  le  cercle  ((]). 

Fie 


i <r  II 


On  portera  VBile  T en  I,  sur  la  tangente  OT  et  de  T'  en 
sur  la  tangente  OT';  on  fera  passer  ensuite  par  les  deux  |>oints 
t et  /'  ainsi  déterminés,  une  circonférence  de  cercle,  tangente 
à TO  et  qui  sera  en  même  temps  tangente  à T'O.  Cela  fait,  on 
mènera  les  deux  tangentes  communes  et  X'.r'  aux  cer- 
cles (C)  et  (€'),  et  ces  tangentes  seront  les  droites  deman- 
dées; car  ( Prop.  IV'),  dans  une  telle  rigure  X .r  = X' x'  = T / = 
par  conséquent  AB. 

Si,  au  liemde  porter  AB  de  T vers  O,  on  l’eût  porté  en  sens  con- 
traire, et  qu’on  eût  agi  de  même  à l’égard  de  T',  on  eût  obtenu 
de  ce  côté  un  nouveau  cercle  qui  aurait  donné,  comme  (C'), 
deux  solutions  du  [iroblème.  Ainsi  ce  problème  est  suscep- 
tible en  général  de  quatre  solutions.  Ce  nombre  pourra  se  ré- 
duire dans  certains  cas,  et  même  la  solution  pourra  alors  de- 
venir impossible. 


Nous  allons  maintenant  faire  l’application  de  ce  (|ui  précède 
au  problème  qui  a pour  objet  île  trouver  l’intersection  d’une 
droite  donnée  avec  une  section  conique  dont  on  connaîtrait  les 
axes  ainsi  que  les  foyers. 
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Proi'ositikn  XA'.  - 

l 'ne  section  conique  quelconque  peut  être  considérée  comme 
lu  courbe  parcourue  pur  le  centre  d'un  cercle  variable  de 
p;randeur,  assujetti  à être  continuellement  tannent  à deux 
cercles  donnes,  ou  A passer  par  un  point  et  t’t  toucher  un 
cercle  égal  ment  iloni.é. 

r.omiiKMiçoiis  pnr  rci'lierrlier  la  naliirc  <Ie  la  roHrbi»  qui  sera 
on  gonéral  ongiMidn-c  de  roue  nianièro. 

Los  deux  ccrrles  donnés  pcuvcnl  avoir  trois  positions  dis- 
tinotes  l’un  à ré}?ard  de  l’autre  : i"  ils  peuvent  être  entièrement 
isolés;  9!“  ils  p('uvcnt  être  renfermés  l’un  dans  l’autre;  3“  ils 
peuvent  se  toucher  ou  se  couper  en  deux  points. 

Considérons  le  premier  cas  [Jiff-  33),  oii  les  cercles  (C) 


l iR.  :t.t. 


et  (C')  sont  isolés  : le  cercle  fiénéi-ateur  (ar)  peut  avoir  deux 
séries  de  positions  (ar)  et  [x')  différentes,  et  par  conséquent 
son  centre  décrit  alors  deux  courbes  distinctes. 

Quand  le  cercle  (a:)  touche  extérieurement  (L)  et  (C'),  on  a 
évidemment,  (pielle  que  soit  la  position  du  centre  x, 

Car  — C'ar  = CK  — C/r, 

et,  par  suite,  le  centre  ar  parcourt  une  hyperbole  dont  C et  C' 
sont  les  foyers,  et  dont  la  différence  des  i-ayons  vecteurs  ou 
l’axe  transverse  est  é{;al  à (iK  — (i'c. 

Quand  le  cercle  {x')  touche  les  cercles  donnés  (C)  et  (C'), 
l'un  intérieurement  et  l’autre  extérieurement,  on  a 

C.r'  — C'  r'  = CR'  -f-  R' x'  — x'r  + rC'  = CR  + C'  c. 
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Le  eenlre  .r'  dccril  donc  aussi  une  lijperbole  qui  a mômes 
fojers  que  la  première,  mais  dont  Taxe  transversc  est  èf{al  à 
CR  4-  C/r. 

l'iB.  3^. 


Considérons  à présent  le  cas  [Jig.  34)  oii  le  cercle  (('/)  est 
renfermé  dans  (C).  Il  est  clair  que  le  cercle  langent  peut  en- 
core avoir  deux  séries  de  positions  distinctes  (x)  et  (x'). 

Quand  il  a la  position  (æt),  on  a 

£x  + C'x=  CR  — Rx  -I-  C'r  + rx  — CR  -l-C'r; 

ainsi  la  courbe  que  parcourt  le  point  x est,  dans  ce  cas,  une 
ellipse  dont  C et  C'  sont  les  foyers,  et  qui  a pour  grand  axe  la 
somme  CR -t- C'r  des  rayons  des  deux  cercles  donnés. 

Pour  l'autre  centre  x',  on  a pareillement 

Cx' -h  Cx'  = CR'  — R' a:'  4-  rx'  — C'  r = CR'  — C'  r ; 

ainsi  la  courbe  que  parcourt  le  centre  x',  est  aussi  une  ellipse 
qui  a mêmes  foyers  que  la  première,  mais  dont  le  grand  axe. 
est  égal  à la  différence  des  rayons  des  cercles  donnés. 


Fig.  35. 


Si  le  cercle  (C)  avait  un  rayon  infini  et  qu’il  se  réduisit  par 
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conséquenl  à une  ligne  droite  CU  [ftg.  35),  le  rerole  langent 
pourrait  encore  avoir  deux  séries  de  positions  (x)  et  (x'). 
Quand  (x)  touche  extérienretnent  le  cercle  (C'),  on  a 

C'x  — Rx  = C'r; 

ce  qui  prouve  que  la  courbe  parcourue  par  le  p<dnt  x (‘sl  une 
parabole.  En  effet,  supposons  qu'on  écarte  du  centre  C'  en 
KM,  la  droite  CR  d'une  quantité  pq  = C'r,  il  est  évident  qu’on 
aura  pour  tons  les  points  x, 

xR,  = C'x; 

ce  qui  montre  en  outre  que  le  centre  C'  est  le  foyer  de  la  para- 
bole, et  que  KM  en  est  la  directrice. 

Pour  la  même  raison , le  centre  x'  parcourt  une  parabole 
dont  C'  est  le  foyer  et  dont  une  autre  parallèle  à CR,  />'R',  est 
la  directrice.  Car  on  a évidemment 

R'x' -C'x'  = C'/ 

cl  par  conséquent,  en  supposant  p'q  =C'r, 

C'x'  = R',x'. 

Considérons  maintenant  les  cas  où  les  cercles  (C)  et  (C')  se 
coupent  ou  se  touchent.  Lorsque  les  deux  cer^le.s  se  coupent 
{Jif'.  36),  le  cercle  langent  peut  avoir  les  deux  positions  (x)  et 


Fig.  3G. 


(x').  Le  centre  x parcourt  une  hyperbole  dont  C et  C'  soûl  les 
foyers  et  dont  l’axe  transverse  est  égal  à CR  — C'c.  Le  centre  x' 
décrit  une  ellipse  dont  (i  et  C'  sont  aussi  les  foyers  et  qui  a pour 
grand  axe  CR  + G'r  : chacune  de  ces  deux  courbes  passe  évi- 
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(lenimeiil  par  les  deux-  points  K ei  L,  où  sc  rcnconirenl  les 
cercles  (C)  et  (C').  ; 

On  voit  que,  dans  tous  les  cas  précedenls,  il  j a deux  courbes 
distinctes  engendrées  pour  les  deux  mêmes  cercles  (C)  et  (C'), 
soit  qu’ils  se  coupent  oti  qu’ils  ne  se  coupent  pas.  Mais  la 
même  chose  n’a  plus  lieu  (juand  ils  se  touchent. 

Si  les  deux  cercles  (<'.)  et  (C')  se  touchent  extérieurement 


Fil!.  37. 


[fis-  évident  que  le  cercle  (jr)  n’a  ])hts  qu’une  seule 

position  elle-même  extérieure  à ces  cercles,  et  comme  on  a 

Cx— C'x  = CR— C'r, 

le  centre  décrit  une  hyperbole  dont  et  ('/  sont  les  foyers,  et 
qui  a OR  — C'r  pour  axe  transverse. 

Quand  les  cercles  ((^)  et  (0’>  se  touchent  intérieurement 
S.f'S-  IC'ftuitre  X décrit  une  ellipse  qui  a pour  foyers  les 


Fin  38. 

H 


centres  C et  C'  et  pour  grand  axe  la  somme  CR  C'r  des  rayons 

de  ces  cercles.  Dans  l’un  et  l'autre  de  ces  deux  derniers  ras,  la 
courbe  parcourue  touche  à la  fois  les  cercles  (C)  et  {(7)  au  point 
de  contact  T. 

J Si  le  cercle  (C)  {fi^-  3g)  était  une  ligue  droite  CT  tangente 
au  cercle  (C'),  la  courbe  unique,  parcourue  par  le  centre  du 
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cercle  niuhile  [x],  seruil  une  parabohe  donl  C'  sérail  le  foyer, 

MK  la  (lirecirice,  de. 

Enfin,  si  les  cercles  (C)  et  (C')  se  réduisaieni  à deux  lignes 


Fie  Js 


droites,  il  esl  clair  iiue  la  courbe  parcourue  par  le  centrer:  se- 
rait elle-même  un  système  de  deux  lignes  droites. 

On  conclut  de  cet  examen,  qu’une  section  conique  quel- 
conque, courbe  ou  droite,  peut  être  engendrée  par  le  centre 
d’un  cercle  qui  serait,  dans  toutes  ses  positions,  constamment 
tangent  à deux  cercles  donnés,  en  ayant  soin  d’observer  que 
ces  cercles  peuvent  avoir  des  rayons  infinis  et  par  conséquent 
devenir  de  simples  droites. 

Si  l’on  suppose,  dans  tous  les  cas  précédents,  que  le  cercle  {(7) 
se  réduise  à un  point,  le  centre  de  (.c)  ne  décrira  qu’une  seule 
courbe,  qui  sera  une  hyperbole  quand  il  sera  situé  en  de- 
hors du  cercle  (C),  une  droite  quand  ce  point  sera  situé  sur  la 
circonférence  de  ce  même  cerclé,  une  ellipse  quand  il  sera 
situé  au  dedans,  enfin  une  parabole  quand  le  cercle  (C) 
deviendra  une  ligne  droite  (*). 


Nous  pouvons  maintenant  nous  proposer  de  trouver  l’inter- 
section d’une  courbe  du  second  degré  et  d’une  ligne  droite. 


(*)  Cette  discussion,  pour  être  complète,  aurait  besoin  do  s’étendre  au 
cas  où,  de  deux  cercles  fixes  donnés  sur  un  même  plan,  l’un  envclop|M> 
le  cercle  mobile,  et  l’aulro  en  est  enveloppé  extérieurement,  etc.  Mais 
celle  discussion  n’oITre  aucune  difTicullé,  et  n’a  qu’un  bien  faible  intérêt 
pour  la  solution  du  problème  ci-après. 
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Problëhe  XI \ . 

Uélerminer  tes  deux  points  (t intersection  d'une  ligne  droite 
et  d'une  section  conique. 

Quelle  que  suit  la  courbe  donnée,  elle  peut  élre  considérée, 
coinnie  engendrée  par  le  cenlre  d’un  cercle  de  ravon  variable, 
assujeui  il  passer  par  un  point  donné  et  à rester  tangent  à un 
cercle  donné.  Les  deux  points  d’intersection  eberebés  seront, 
donc  tels,  que  si  de  l’un  d’entre  eux  coininc  centre,  avec  sa 
distance  au  pointdonné  pour  rayon,  on  décrit  une  circonférence, 
de  cercie,  celie-ci  sera  tangente  au  cercle  donné.  Par  suite,  le  ’ 
pridilèine  proposé  est  ramené  au  Probl.  IX  résolu  plus  haut. 

Si  la  courbe  donnée  est  une  parabole,  la  question  revient  à 
celle  du  Probl.  \.  Considérons  ce  dernier  cas  pour  premier 
exemple. 

Soit  A 4®)  I®  foyer  de  la  parabole;  PQ  sa  directrice;  • 
MN  la  droite  dont  on  vent  déterminer  les  interseeiions  x et  x' 
avec  la  parabole  : la  question  revient,  comme  nous  l’avons  dit, 
à mener  par  le  foyer  un  cercle  tangent  à la  directrice  PQ, 
dont  le  centre  soit  situé  sur  la  droite  MN,  On  abaissera  donc 
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(Prob.  X)  du  point  A,  une  perpendiculaire  AD  sur  MN  ; on  por- 
tera AD  sur  cette  droite,  de  D en  B ; par  les  deux  points  A et  B 
on  fera  passer  une  circonférence  de  cercle  (|uelconque  ABT; 
par  le  point  p où  AB  prolongée  rencontre  PQ,  on  mènera  la 
tangente  p't  à ce  cercle;  on  rapportera  ensuite  celte  tangente 
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sur  la  dirorlrirp  Py,  (U*  pari  ol  d'aulr*'  du  ptiiiil  p,  eu  0 el  ft'; 

enfin  aux  points  0 cl  6'  on  élèvera  sur  celte  diieclrioe,  des 

perpendiculaires  (jui  couperont  la  droite  MN  aux  jtoinls  x et  x' 

demandés. 

Scolie.  — Il  résulte  de  là  que  la  parabole  jouit  de  celle  pro- 
priété ; Soit  MN  4ol  une  droite  quelconque  rencontrant  la 
courbe  en  x et  .x’;  si  l’on  abaisse  du  foyer  sur  celte  droite, 
•une  perpendiculaire  Al)  qui  coupe  la  directrice  au  point  p, 
el  que  des  points  x el  x',  on  mène  à l’axe  de  la  courbe  les  pa- 
rallèles x'9'  cl  xfl  qui  rtMiconlreront  la  directrice  aux  points  6' 
et  9,  la  distance  00'  sera  divisée  en  deux  parties  égales  par  le 
point  p,  et  la  distance  pB  sera  égale  à \pA.  (/>  A -H  7.  Al)  j. 

Si  la  droite  MN  passait  par  le  foyer  A 'Jig.  4 ■).  la  construction 
précédente  aurait  encore  lieu  ; seulement  le  cercle  ABT  serait 


Fig  .41. 


tangent  à la  droite  p\  élevée  perpendiculairement  sur  M.N 
au  point  .\,  cl  alors  on  aurait  pO  = pb’  = pS..  11  est  aisé  de  voir 
aussi  que  le  point  p serait  celui  où  se  coupent  les  tangentes  à 
la  parabole  menées  par  les  points  x'  et  x;  car  les  deux  trian- 
gles pkx'  et  /;9'x' relatifs  à l'intersection  x',  par  exemple, 
étant  alors  rectangles  et  égaux,  l'angle  px' \ = ang.  px’b'  : pa- 
reille chose  a lieu  pour  le  point  x ; donc  les  tangentes  eti  x el  x' 
passent  par  le  même  point  p.  On  peut  remarquer,  en  outre, 
que  l’angle  xpx'  de  ces  deux  tangentes  est  un  angle  droit  (*). 


(*)  K«y.,  à la  suite  do  ce  1"  volume,  sous  le  titre  de  Soiurnin  <lc 
rjico/r  poljirr/inirpie,  (piclqucs  autres  propo.«ilions  relatives  à la  pura- 
hnU-,  démontrées  par  voie  de  synthèse;  notamment  In  drtennination  des 
thinnalcs,  dc.t  nniins  de  cnurimiv  et  de  Ut  dêeeUtppéc  <tc  eette  eourbe. 
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Supposons,  pour  second  exemple,  qu’il  s’agisse  de  trouver 
l’inierseciion  d’une  ellipse  avec  une  droite  MN  [Jig.  4a). 

Soient  C et  C'  les  foyers  de  l’ellipse;  du  point  comme 
centre,  avec  le  grand  axe  pour  rayon,  on.  décrira  une  circonfé- 
rence (C),  et  l’ellipse  pourra  être  considérée  comme  engendrée 
par  le  centre  d’un  cercle  qui  passerait  par  le  point  C',  et  (jui 
serait  dans  toutes  ses  positions,  tangent  au  cercle  (C).  On  abais- 

Fi(j,  4î.  . . 


sera  donc  (l'rob.  IX)  du  foyer  C',  une  perpendiculaire  C'H  sur 
la  droite  donnée  MN  ; puis  on  fer.i  DB=C'I);  par  les  points 
B et  C'  on  fera  passer  une  circonférence  quelconque  BC'/im 
qui  coupera  le  cercle  (C)  aux  points  m et  « ; on  tracehi  la 
corde  WH,  laquelle  coupera  C' B au  point  p‘,  de  ce  point,  on 
mènera  les  tangentes  pj  et  pl'  au  cercle  (C);  on  joindra  les 
points  T et  ï'  avec  le  foyçr  V.  par  les  droites  CT  et  CT',  qui  cou- 
peront MN  aux  points  et  x'  demandés. 
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LEMMES  DE  GÉOMÉIKIE  ANALYTIQUE  : 

1>U0I*0S1TI0NS  FONDAMENTALES  TIRÉES  DU  SYSTÈME 
DES  COORDONNÉES  DE  DESCARTES. 


l.  ' 

si;r  l’iiiic>tit£  des  cüuhrks  di;  secumü  degrë  et  des  sections 

DU  CONE  DROIT  A BASE  CIRCULAIRE  (*). 

Les  divers  auleurs  qui,  jusqu’à  présenl  (i8i3),  nous  ont 
donné  des  Traités  élémentaires  sur  l'applirntion  de  l’algèbre 
A la  géométrie,  ajanl  mis  un  ordre  différent  dans  l’cnchalne- 
menl  des  pi'oposilions , il  est  nécessaire,  avant  d’aborder  la 
question  dont  il  s'agit  ici,  d’indiquer  la  marche  que  je  sup- 
pose adoptée  à ce  sujet,  (xda  permettra  de  donner  à cet  essai 
de  démonstration  le  degré  de  clarté  et  de  rigueur  indispen- 
sable, tout  en  faisant  éviter  jusqu’à  l’apparence  de  cercles  vi- 
cieux. 

Transformation  et  discussion  préalables  de  l’équation  générale 
des  lignes  du  second  degié. 

Je  suppose  qu’on  ait  commencé  par  déterminer  les  équa- 
tions du  point  et  de  la  ligne  droite,  soit  que  l’on  considère  ce 
point  ou  cette  droite  d'une  manière  isolée,  soit  <|u'on  les 
suppose  combinés  entre  eux  par  voie  géométrique  ou  par 
voie  anaivlique. 

Le  cercle  étant,  après  la  droite,  la  ligne  la  plus  élémen- 


(*)  Cette  Note  était  dcetinée  à un  ancien  camarade  de  promotion  d’École 
polytecliniqiic.  M.  Dufrayor,  ollicier  d'artillerie,  comme  moi  prisonnier  de  ' 
guerre  dans  le  gouvernement  de  SaratoIT,  et  cpii  se  proposait  d'en  faire 
usage  pour  l'ensrugnemciit  de  la  Géométrie  analytique  à de  jeunes  Russes  : 
cette  Note  ne  put  par\enir  à sa  destination  par  la  voie  rie  la  poste  ofli- 
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laire,  je  suppose  qu'on  passe  loulde  suite  à l’exiimen  tle  ses  di- 
verses propriétés,  de  celles  des  tanf;entcs,  des  sécantes,  etc. 
(lel  examen  pouvant'  exiger  <|u’oii  transforme  les  axes  coor- 
donnés, ce  sera  le  lieu  de  faire  connaître  les  différentes  for- 
mules au  moyen  desquelles  on  |)eut  y parvenir. 

Formules  de  Immformation  des  coordonnées  sur  le  plan.  — 
Gomme  nous  aurons  occasion  d'employer  ces  formules,  je  vais 
les  rappeler  d'une  manière  succincte  et  sans  en  donner  la  dé- 
monstration, extrêmement  facile  à trouver  par  cTes  considéra- 
lions  géomélritiues  de  projection. 

i“  Quand  on  voudra  clianger  les  axes  de  coordonnées  de 
manière  que  l'origine  soit  transportée  en  un  point  connu,  dont 
l'ordonnée  serait  zfc«  et  l'abscisse  ±m,  on  emploiera  les  deux 
formules 

'x  — x'±m,  y = r'zhn , 

x' et  y'  représentant  les  Jiouvelles  coordonnées,  x et  v les 
anciennes. 

2“  Pour  le  cas  où  il  s'agira  de  changer  les  axes  coordonnés 
de  manière  que,  l'origine  restant  la  même,  les  nouveaux  axes, 
censés  rectangulaires  comme  les  anciens,  aient  une  direction 
différente,  on  emploiera  les  formules  • 

x = x'vOs<x  — >-'sina,  = x' sin  it -1- /cosa, 

dans  les<]uelles  les  coordonnées  anciennes  et  nouvelles  con- 
servent les  mêmes  dénominations  que  ci-dessus,  et  où  » 
représente  l’angle  formé  par  le  nouvel  axe  des  x avec  l'an- 
cien. 

3°  Si  l'on  veut  à la  fois  changer  l'origine  et  la  direction  des 
axes  d’un  système  rectangulaire  en  un  autre  système  de  même 
nature,  on  prendra 

x — x'  cos  a — y'  sin  a ± >«,  /=  x'  sin  a cos  n. 


riclle.  On  la  conserve  ici  malgré  son  pou  d’imporlance  relative,  iion-scni- 
lenient  |K)ur  l’ordre  logique  dos  idées  et  l’encliainoment  méthodique  des 
démonstrations,  mais  aussi  pour  inotitior.-sans  réticence,  quelles  étaient  à 
cotte  époque,  les  idées  et  les  vues  do  l'milour  on  fait  d éléments  do  géo- 
métrie analytiipio. 


Digitized  by  Google 


58 


11'  CAHIER.  - CEMMES 

4“  l'oiir  piisser  d'uii  sjslènie  de  coordonnées  reciangnlaires 
a un  svsièinc  de  coordonnées  obliques,  l'origine  reslanl  la 
nièrne,  on  sc  servira  des  formules 

X = x'  cos  ^ + y'  cos  (a  f ),  y = x'  sin  « +,)"'  sin  (a  -t-  ») , 

où  a représenle  loujours  l'angle  que  le  nouvel  axe  des  x faif 
avec  l'ancien,  et  <f  l'angle  que  formenl  entre  eux  les  nou- 
veaux axes.  On  lire  de  ces  deux  formules,  par  l'élimina- 
tion, , ' , • 

, X sin  (a  -t- y)  — r cos  ( a -t-  y ) , TTOS  a — J-sill  a 

^ sin  y ’ ^ siny 

Ces  nouvelles  formules  serviront  récipnxpiemcnt  à repasser 
du  svstème  oblique  à un  svsièine  rectangulaire. 

5“  Enfin,  si  l'on  veut  passer  d'un  système  de  coordonnées 
obliques  à un  autre  système  de  même  nature  sans  changer 
l’origine,  on  aura  les  deux  formules 

x'  sin  f-i — a)  -f-  r'  sin  (vji  — 8)  a:’  sin  a r'  sin  3 

X—  : ; — j , Y~  r — ; 

sin^l»  sin-} 

dans  lesquelles  a et  p représentent  respectivement  les  angles 
des  deux  nouveaux  axes  x'  et  y'  avec  l'ancien  axe  dos  x,  cl-} 
l'angle  que  les  anciens  axes  formenl  entre  eux. 

Si  l'on  se  proposait  en  outre,  dans  les  deux  derniers  ras,  de 
changer  l'origine  des  axes  en  la  transportant  en  un  nouveau 
point  dont  les  coordonnées  seraient  ±/ii  et  diw,  il  faudrait. 
Comme  pour  les  formules  précédentes,  ajouter  ±w  à l’expres- 
sion de  X et  ±n  à celle  de  >•. 

Après  avoir  discuté  les  propriétés  du  cercle  relatives  à des 
axes  rectangulaires  ou  oblicpies,  je  suppose  que  l’on  passe  .i 
l'examen  des  coordonnées  rectangulaires  à trois  dimensions, 
en  déterminant  les  équations  du  point,  de  la  ligne  droite  et  du 
plan  situés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  et  résol- 
vant tontes  les  f|uestions  qui  y ont  rapport  comme  celles  de 
trouver  la  distance  entre  deux  points,  un  point  et  une  droiti' 
ou  un  plan,  l’angle  de  ileux  droites,  etc. 


/'raiisforninlioiis,  simplijivntioiis  dii'crses  r/e  l’éqiialion  pê- 


DK  (JKOMÉrrmK  ANALYTigii:.  5o 

nérate  des  Hf'nes  du  second  deffr/-.  — C<‘s  prt'Iiiniiiiiiros  éiaiil 
ctiiblis  et  hipii  connus,  je  jwsse  à rexamen  des  lignes,  droites 
ou  courbes,  représentées  par  l’équalion 

(i)  ar^-h  hxy-i-cx' -hdy-+-ex-i-f=:(), 

la  plus  générale  possible  du  second  degré.  Elle  comprend  évi-- 
deniment  toutes  celles  des  courbes  ouvertes  ou  fermées, 
réelles  ou  imagftaires,  du  même  degré. 

Pour  parvenir,  avec  rapidité  et  clarté,  à la  connaissance,  à 
la  classification  des  dilTérentes  espèces  de  lignes  qu’elle  peut  ■ 
représenter,  il  est  indispensable  de  la  ramener  à la  forme  la 
plus  simple  possible,  sans  altérer  cependant,  en  aucune  ma- 
»ière,  la  nature  des  courbes  qu’elle  représente.  Or  c’est  ce 
qui  aura  lieu  nécessairement  si  l’on  ne  fait  que  changer  la  posi- 
tion relative  des  axes  coordonnés  auxquels  ces  mêmes  courbes 
se  trouvent  rapportées. 

Disparition  du  lerrtie  en  xjr.  — On  change  seulement  la 
direction  de  ces  axes  supposi's  rectangulaires,  sans  en  dépla- 
cer l’origine  commune,  au  moyen  des  formules 

X — x'  cos  a —,r'  sin  3t,  r=x'  sin  a cos  ». 

On  introduira  ainsi  dans  l’équation  (i),  une  arbitraire  a qu’on 
pourra  choisir  à volonté,  et  dont  on  se  servira  pour  faire  dispa- 
raître l'un  des  te«*nes  de  cette  équation  en  anhulant  son  coef- 
ficient. Effectuant  cette  substitution,  on  trouvera 

/ >''’(ficos’a — 6 sin  a cos  a -1- c sin’a) 

J J J -i- x'y' {aosin  acosa — Asin’a -t-ficos’ a — acsinacosa] 

1 -4-  x’'{a  sin’a-t-  6 sin  a cosa  ■+■  c cos’a) 

1 -t- r'  (i/cos  a — e sin  a)  sin  a 4- e cos  a)  o; 

eu  prenant  a de  façon  ()ue  le  terme  x' y'  disjiaraisse,  on  aura, 
pour  déterminer  cette  inconnue , l’équation  en  elle-même 
fort  sim[ile, 

asinarosa(o  — c) — /<(ros’a  — siii’a)=o; 
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• IcUc  valeur  de  Uinp  aa,  eiaiil  essentiellcineni  réülle,  il  sera 
toujours  possible  de  cliaiigor  la  direction  des  axes  de  façon  tiue 
rér|uation  de  la  courbe:  reprêsenU’c  par  l’éipiation  (i),  ne  ren- 
ferme plus  le  terme  en  xy. 

Maintenant,  si  l’on  substitue  la  valeur  ainsi^blenue  pour  a. 
dans  les  divers  coefficients  de  l'étiuation  transformée  (a),  et 
qu’on  J remplace  x"  et  y'  par  x et  y,  elle  prendra  la  forme  par- 
ticulière 

( 3 ) rt  V’  -t-  bx’  -I-  CK  -t-  </x  -f-  e = O ; ' 

les  coefficients  a,  b,  c,...,  étant  distincts  de  ceux  de  l’éiiua- 
lion(i)d’où  l’on  est  parti,  et  avant  pour  valeurs  respectives 
ceux  de  l’équation  (a). 

Disparition  du  terme  tout  connu  et  dej’un  des  termes  x ou  ÿ. 
— On  peut  encore  simplifier  l’é(|uaiion  (3)  de  la  courbe  pro- 
posée, sans  en  altérer  d’aucune  façon  la  nature  et  les  propriétés, 
en  transportant  l’origine  des  axes  en  un  nouveau  point  arbi- 
traire, sans  changer  leur  direction;  on  a pour  cela 

x = x'-y  m , )•  = v'  ;i , 


cxjiressiotis  qui,  substituées  dans  l’é(|uation  (3\  donueni 

ry'’ -t-  bx’’ + y (c  + 7.nu) -h x' ^ -y  y.mb) 
un- -y  bm’  en  dm  -t-  e = o . 

Disposant  de  m et  de  n,  de  manière  à faire  disparaître  le  termè 
en  k'  et  le  terme  tout  connu,  on  posera  les  nouvelles  éiiuations  , 
de  condition 

^5)  c-l-anrt  = o,  an' -i- bm' -y- cn-y  dm e zzz  o . 

.Celle  dernière  transformation  sera  possible  si  les  valeurs  de 
m et  de  n sont  toutes  deux  réelles.  Or  on  tire  des  équations  (5) 

(fl)  n^-S-  et  /Il  - — i'K/"  + — I ■ 

^ah  ’ 
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la  valeur  de  n é<ant  esscnliellemcnl  réelle,  il  sera  efl'eeiivemem 
loujoiirs  |K)ssible  de  faire  dis|iarallre  le  terme  en  >■. 

à la  valeur  de  m,  elle  ne  sera  réelle  qu'aulant  que  la 
(juantité  a[ad^ ->r  b'"’' — ^nhe]  sera  positive.  Dans  le  cas  con- 
traire, m devenant  itnaginaire,  la  transformation  précédente 
ne  serait  plus  possible;  c’est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  on  ne 
pourrait  pas  faire  disparaître  à la  fois  le  terme  en  r'  et  le  terme 
tout  connu;  mais  alors  même  on  pourra  faire  disparaître  simul- 
tanément le  terme  tout  connu  et  le  terme  en  x' . 

En  effet,  il  vient  alors,  pour  déterminer  m et  n,  les  équa- 
tions de  condition 

J -h  — O,  nii‘  -H  Am’  -1-  en  -I-  dm  -(-  e = o ; 
d’où  l’on  tire  les  valeurs  particulières 

, , d — Ac  ±\Jb{iui^->rbf^  — 4 nbe  I 

(,)  m = -= 

Or  je  dis  que  les  deux  quantités  fi(ad'-hbc‘  — ^abe)  et 
b {ad^  + bc-  — ^etbe)  comprises  sous  les  deux  radicaux  (6)  et 

(7) ,  sont  nécessairement  de  signes  contraires  quand  l’ime  d’elles 
est  négative  et  que  l’équalion  (3)  ou  (1)  représente  une  courbe 
existante. 

En  effet,  on  peut  mettre  l'équation  (3)  sous  cette  forme 

(8)  A{9.rtr--f- c)’ Ajr -(- f/)'=  f/Vi-t- C’A  — 4«Ae; 

par  conséquent,  si  la  quantité  u{d'u->rc'b  — ^abe)  était  néga- 
tive, e’est-à-dire  si  a et  ad' bc‘‘ — \abe  avaient  des  signes 
contraires,  il  faudrait  que  A eût  un  signe  opposé  à celui  de  a, 
sans  quoi  en  passant  tous  les  termes  de  l’équation  (8)  dans  le 
premier  membre,  elle  se  trouverait  composée!  de  la  somme 
des  trois  quantités  de  même  signe  b['xar-{-eŸ,a[ibx  ^ d)', 
4rtAc  — ad' — Ac’,  et  ne  pourrait  être  satisfaite  par  aucune  des 
valeurs  réelles  attribuées  à ar  cl  à y.  Dans  ce  cas  donc,  la 
courbe  que  celle  même  éqtialion  représente  serait  essentiel- 
lement imaginaire. 

D’autre  part,  puisque  dans  le  cas  de  a(ad-  -(-  Ac’  — ^abe)  né- 
gatif, A est  nécessairement  de  signe  contraire  à a,  il  s’ensuit  que 
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la  (juaiiiiu>  b [aJ’  -h  bc' — 4'*^'’)  »i»“ute.lpinps  posiiive, 

et  (iii’ainsi  ruii  dos  radicaiiv  ci-dossiis  éiaiii  iiiiagiiiaire,  l’aulre 
sera  par  là  même  réel  ('). 

Forme  g/'nèrale  la  plus  simple  de  Véquation  des  lignes  du 
deuxième  degré.  — 11  suit  de  là  que  l'é(|ualion  (i)  ou  (3)  de  la 
courbe  considérée,  peui  toujours  être  ramenée,  sans  en  modi- 
fier la  nature  ni  les  propriétés  mais  en  déplaçant  seulement  les 
axes  coordonnés,  à l’une  ou  à l'antre  des  deux  formes 

( A >•’ -f- Ha'’ -1- (' j;  = O , 

( Aa^’-f- B)’ ü, 

dont  la  seconde 're|irésente  evidemnomt  la  même  courbe  que 
la  première. 

tiar,  en  y changeant  x en  r et  réciproipiement,  ce  qui  tend 
simplement  à échanger  les  axes  des  x et  des  >•  entre  eux,  sans 
altérer  non  plus  la  nature  de  la  courbe,  il  est  clair  que  cette 
sf'conde  équation  deviendra  identi(]ue  à la  première. 

Donc  l’équation  {9)  représente  effectivement  toutes  les 
courbes  possibles  ilu  second  degré,  et  par  consé(|uenl  sa  dis- 
cussion complète  fera  coimailre  les  diverses  propriétés  et 
espèces  particulières  de  courbes  (pie  peut  représenter  l’équa- 
tion la  plus  générale  du  même  degré. 

Le  terme  A »-’  pouvant  toujours  être  censé  positif  dans  l’éipia- 
tion  (y),  en  changeant  convenablement  tous  les  signes  de  cette 
éqiiation,  je  dis  de  plus  qu’il  est  permis  d'y  supposer  le  terme 
Car  négatif,  sans  altérer  en  rien  la  nature  delà  courbe  dont  il 
s’agit.  Car,  en  changeant  dans  celte  équation  x en  — x,  ce  qui 
revient  simplement  à transporter  tout  d’une  pièce,  la  courbe  du 
côté  des  X positifs,  le  terme  Bjc’  ne  changeant  pas  de  signe,  et 
le  terme  (’jr  devenant  seul  négatif;  l’équation  jirendra  ainsi  la 
.forme  toute  spéciale, 

Af-'-t-Bx’ — C.r=o. 


(*)  On  )>cul  roniaopicr  ipie  les  cœrdonnées  tu  et  n de  la  nouvelle  ori- 
gine, satisfaisant  à l'équalion  (3)  de  la  courbe,  cette  origine  est  l’un  des 
points  do  cette  courbe,  et  la  discus.sion  de  l’éipialion  (8)  apprend  que  ce 
point  est  le  sommet  même  de  la  courbe.  (Sotc  du  muuuscrit  de  i8i3.) 
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Classification  des  lignes  du  second  degré.  — Uo  là  on  doit 
coiiOlure  que  l’espèce  (H  les  propriéiés  de  la  courbe  en  ques- 
tion ne  dépendront  que  de  la  relation  existante  entre  les  signes 
et  les  Yaleurs  des  coefficient*  A et  B ; ce  qui  peut  offrir  trois  cas 
très-distincts,  savoir  ; le  cas  où  A et  B ont  tous  deux  même 
signe,  celui  où  ces  coefficients  ont  des  signes  contraires,  et 
enfin  celui  où  le  coefficient  B est  nul. 

Quant  aux  cas  dans  lesquels  les  coefficients  ou  C seraient 
séparément  nuis  dans  l’équation  ci-dessus,  ils  n’offriraient  que 
de  simples  particularités.  Car,  V étant  nul,  par  exemple,  et 
cette  équation  devenant  en  conséquence, 

B.r'  — Ujt  = o, 

on  petit  y satisfaire  en  posant  soit  x = o,  soit  Bx  — Cüro; 
l’a  première  est  évidemment  l’é(|uation  de  Taxe  des  _v,  la  sc-  - 
coude  celle  d’une  droite  parallèle  à ce  même  axe  à une  dis-  - 

. 

-tance  mesuis'e  parla  quanttte  5'  , 

Si  C est  nul  à son  tour,  l'équation  devenant 

Bj;’  = O, 

et  Bêlant  supposés  de  mêmes  signes , ne  pourra  évidem- 
ment être  satisfaite  que  par 

x = o et  _r=o, 

équations  d’iin^oint  isolé,  placé  à l’origine  mèmè  des  axes 
coordonnés. 

Enfin  si  et  B ont,  au  contraire,  îles  signes  différents,  l’é- 
quation 

Bar*  =0 

pourra  alors  être  satisfaite  par  l’une  ou  par  l’autre  des  deux 
relations  distinctes 

v=y/-”a:  et  = 

qui  représentent  deux  droites  symétriques  par  rapporta  l'axe 
des  X et  passant  par  l’origine  des  coordonnées,  droites  dont 
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l’i'iisembl**,  le  système  peut  en  effet  être  considéré  comme  mie 

ligne  du  deuxième  degré. 

On  voit,  d'après  cela,  que  l'équation  générale (i)  peut  repré- 
senter un  point  ou  le  système  de  deux  droites,  réelles  ou  ima- 
ginaires suivant  les  signes  de  A et  B,  mais  qu'elle  ne  repré- 
senterait qu'une  seule  ligne  droite  si  A et  B étaient  nuis  en 
tnème  temps*.  Ces  dernières  circonstances  correspondent 
évidemment  aux  divers  cas  oii  l'équation  (i)se  réduit  simple- 
ment ail  premier  degré,  ou  devient  naturellement  décom- 
posable  en  deux  facteurs  de  ce  degré,  ou  enlin  est  implicite- 
ment ou  explicitement  composée  de  la  somme  de  deux  carrés: 
ce  que  l’on  peut  toujours  reconnattre  à priori,  en  la  résolvant 
par  ra[)porl  à l’indéterminée  x ou  )•. 

La  discussion  à priori,  de  l'équation  (i)  des  courbes  du  se- 
cond degré,  sous  la  forme  générale  ou  particulière  où  elle  se 
trouve,  n'ayant  pas  trait  à l’objet  dont  il  s’agit  ici,  je  ne  m'en 
occuperai  point.  D’ailleurs,  ce  qui  précède  et  ce  qui  suit  rem- 
plit le  même  but  d’une  manière  différente. 

Enumération  des  espèces  distinctes. — On  vient  de  prouver 
(pi'il  existe,  en  général,  trois  espèces  distinctes  de  courbes  du 
deuxième  degré,  représentées  respectivement  par  les  équa- 
tions suivantes  : 

( .A  t"* -h  B .r’  — Cæ'  = o,  Ar’  — Bx’  — r,.r=o, 

("•l  iv.-Cx  = „, 

où  A et  B, sont  censés  des  constantes  absolue^ 

En  discutant  séparément  chacune  de  ces  équations,  on  voit 
que  la  première  représente  la  courbe  fermée  appelée  ellipse, 
la  seconde  la  courbe  à deux  branches  inlinies  appelée  hyper- 
bole, la  troisième  enfin  la  courbe  à une  seule  branche  inlinie 
et  ouverte  nommée  parabole,  toutes  trois  également  rappor- 
tées à un  sommet. 

Je  suppose  maintenant  que , prenant  chacune  des  équa- 
tions(io)  à part,  on  la  combine,  d’une  manière  convenable,  avec 
celles  de  la  ligne  droite  et  du  cercle;  on  en  tirera  les  divers  théo- 
rèmes relatifs  aux  axes,  aux  foyers,  aux  tangentes,  etc.  Il  est  clair 
que  la  nature,  les  propriétés  mêmes,  des  courbes  du  second 
degré  seront  ainsi  parfaitement  définies;  il  ne  s’agira  plus,  dès 
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lors,  que  de  prouver  l’idenlilé  de  ces  courbes  avec  les  sec- 
lions  coniques.  Mais,  avant  d’aborder  celle  question,  il  ne 
sera  peut  être  pas  inutile  de  rappeler  la  manière  dont  M.  Le- 
françois  trouve  et  définit,  en  particulier,  les  foyers  des  courbes 
du  second  degré  (*). 

Recherche  analytique  des  foyers.  — pn  sait  (jue,  dans  le 
cercle,  la  distance  du  centre  à un  point  quelconque  de  la  cir- 
conférence, est  fonction  rationnelle  de  l’abscisse  correspon- 
dante: dans  l’ellipse,  l’hyperbole  ou  la  parabole,  cela  n’a  évi- 
demment pas  lieu  à l’égard  du  centre  ou  du  sommet;  mais 
on  peut  se  demander  si  la  chose  est  possible  à l’égard  d’un 
autre  point  inconnu  de  leurs  axes  principaux. 

Soient  donc  a et  p les  coordonnées  de  ce  point,  sa  distance 
à un  point  quelconque  x,  y de  la  courbe  aura  en  général 
pour  expression 

D=  V*{.r  — ( J — P)'  = y/x’—  2aX4-«’-f-V’  — ? P.V-i-p'. 

• Posons,  afin  d’abréger  et  de  simplifier  les  calculs,  les  équa- 
tions 

, , , A’  2 . T.  . n 

fii)  Y’±  — x'‘ X = O,  ou  i’-(-Bx’  — Cx  = o, 

a^  a 

pour  représenter  la  courbe  en  question,  rapportée  à l’un  de 
ses  sommets  et  à l’axe  correspondant  ; Cette  courbe  étant  une 
ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  selon  que  le  coef- 


(*)  {EsSai  de  Géométrie  analytique,  a'"  édition,  1804).  — Cette  mé- 
thode, purement  analytique,  appartient,  jo  crois,  au  grand  Euler;  comme 
celle  d'Apollonius,  elle  est  indirecte,  peu  simple,  et  s’écarte  entièrement 
de  la  marche  de  l'invention.  La  notion  des  foyers  des  sections  coniques 
dérive  plus  naturellement,  peut-être,  de  la  considération  géométrique  de 
certaines  propriétés,  soit  du  cône  droit  à base  circulaire,  soit  de  la  théorie 
des  cercles  tangents  dont  il  est  question  à la  fin  du  précédent  Cahier. 
Mais  je  crois  utile  do  faire  remarquer  dés  à présent,  ce  qui  sera  encore 
mieux  établi  dans  le  tome  II  do  cet  ouvrage,  que  la  détermination  géné- 
rale du  foyer  des  coniques  appartient  véritablement  au  quatrième  degré, 
et  comporte  deux  systèmes  do  solutions  distincts,  relatifs  à chacun  des 
axes  principaux  de  ces  lignes  courbes. 

I.  5 
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licieni  B sera  pusilif.  iii'-golif  un  nul;  on  tirera  de  là  et  des 

é(|uations  ci-dessus  la  valeur 

v' Cæ-  — Bar’, 

qui,  substituée  dans  l’expression  de  D,  donne 

T)  = v(i  — B)  — 2a)  ,r-t-  »’  -H  p’  + a ? v'C:r  — Bar’  • 

Or  cette  expression  ne  saurait  évideninienl  devenir  ration- 
nelle tant  que  le  terme  rpalîv'Crp—  Bar*  subsistera  sous  |e 
radical î il  faut  donc  qu'on  ait  généralement  p = o,  et  alors 
eomine  elle  prend  la  forme 

1)  = V^(i  — B;  x’-4-  (O  — 2a)  ar  -H  ot’ , 

pour  qu’elle  soit  rationnelle  , indépendamment  de  toute,  va- 
leur particulière  attribuée  à x,  il  faut  (|ue  l’expression  sous 
le  radical  devienne  un  carré  parfait,  ce  qui  exige  que 

t;  — 2 a = ± 2 a 1 — B ; 

d’où  l’on  tire  pour  a les  dTïiix  \aleurs  suivantes 

C C 

a = —, -.■J-  et  a = r:  » 

2(i-f-^l  — B)  2.(i  — y^i  — b) 

réelles,  pourvu  que  B soit  <[  i. 

Donc  il  y a généralement  deux  points  distincts  qui  jouissent 
de  la  propriété  énoncée,  et,  jiuisque  p est  nul,  l’un  et  l’autre 
de  ces  points  se  trouvent  situés  sur  l’axe  même  des  x,  con- 
fondu en  direction  avec  l’axe  20  de  la  courbe,  qui  est  grand 
axe  à cause  deB<C«-  Si  B est  nul,  c’est-à-dire  quand  la 
courbe  se  réduit  à une  parabole,  les  valeurs  de  a devenant 

C C 

(X  — y et  a = — , 

4 " 

l’un  des  foyers  est  situé  à l’infini  sur  l’axe  de  la  courbe, 
l’autre  restant  voisin  du  sommet  et  à distance  finie. 

Il  n’csl  pas  difficile  de  reconnaître  que,  dans  les  deux  cas 
de  relli|)se  et  de  l’byperbole,  les  deux  foyers  sont  situés  à 
égale  distance  de  part  et  d’autre  du  centre  de  la  courbe;  car 
si  l’on  substitue  dans  les  expressions  de  a,  les  valeurs  de  B et 


UE  (iÉOMÉTlUK  ANALYTIQUE, 
de  (}  eu  lüiiciioit  de.s  paramètres  a et  i>,  c’est-à-dire 


«’  a 


il  viendra 


h’ 


a -t- 


et  a = 


<1  — Vfd  qp 


ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur. 


a = fl — v«’ — h-  et  a = n -p  v'rt' — /d,  pour  l'ellipse , 
a = — a+\/a'-hb’,  a=  — a — -t- è*,  pour  l’hjperbole. 

Dans  ces  expressions,  o et  — « étant  les  abscisses  mêmes 
lies  centres  de  rclli|)se  et  de  l’hyperbole,  on  voit  que,  pour 
obtenir  celles  des  deux  foyers,  il  faut  y ajouter  ou  en  re- 
trancher l’une  ou  l’autre  des  quantités  radicales  y'td  — b’’, 
v'fd  ■+■  b’,  etc. 

Les  foyers  tine  fois  trouvés,  on  démontre  facilement  que 
la  somme  ou  la  différence  des  deux  rayons  vecteurs  qui  y 
abouti.ssent,  est  égale  au  grand  axé  de  la  courbe.  Kécipro- 
quemenl  la  courbe  qui  jouit  de  la  propriété  que  la  somme 
, ou  la  différence  des  deux  distances  de  l’un  quelconque  de  ses 
points  à deux  points  connus  soit  une  longiteur  constante, 
est  une  courbe  du  second  degré. 

En  effet,  soient  / et/'  les  deux  points  en  question;  sup- 
posons que  l’on  place  l’origine  des  coordonnées  au  point  O, 
milieu  de  la  distance /T',  et  qu’on  prenne  la  droite  indéfinie 
ff  pour  l’axe  des  x\  soit  représentée  par  p la  demi-distance 
O/',  — P sera  l’abscisse  de  /.  Enfin  soit  an  la  somme  ou  la 
différence  des  distances  wf  et  nif  des  foyers/ et /'  à un 
point  quelconque  m de  la  courbe  cherchée,  on  aura 

\/y>  -I-  ( jc  — y) )’  d=  Vy*  -H  (ar-+-  p Y = 2 a. 

Laissant  l’un  des  radicaux  dans  le  premier  membre,  passant 
l’autre  dans  le  second  et  élevant  au  carré,  on  aura 


y-’-l-  ( a:  -+-/>)’=  ;j  rd  -l-.r’  -t-  (.r  —/>)’—  4 a 4-  (,r  — y>)’,  , 
ou  réduisant. 


(isj y'  -+-  (.r — pf  = a'  — pr. 


.a. 
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Kleviiiit  de  nouveau  les  deux  membres  de  celle  équaiioii  au 

carré  el  ordoimaiil,  il  vieillira  déniiilivemeiil 


ré/’  X-  — «’  (rt’  — /)’]  : 

équation  d’une  ellipse  ou  d’une  hvperbol.e,  selon  que  a sera 
pins  grand  ou  plus  petit  que  p. 

Snpcrposilion  d'une  limite  donnée  du  second  dejrré 
à un  cène  circularre  droit  aussi  donné. 

Les  propriétés  fondamentales  des  lignes  du  second  degré 
étant  connues  et  démontrées,  il  s’agit  de  faire  voir  que  ces 
lignes  sont  identiques  ou  superposables  à celles  que  l’on 
peut  obtenir  en  coupant  un  cône  droit  circulaire  donné,  par 
un  plan  convenablement  dirigé;  lignes  que,  pour  ce  motif, 
on  nomme  sections  coniq^tes  ou  simplemciU  coniques. 

La  question  ainsi  posée  revient  évidemment  à celle-ci  : 

(I  Etant  donnée  une  courbe  du  second  degré  représentée 
» généralement  par  l’équation  (i),  ou,  si  l’on  veut,  par  l’une  ou 
» l’autre  des  deux  équations  (9)  qui  appartiennent  à la  môme 
» courbe,  placer  cette  courbe  sur  un  cône  droit  circulaire 
M d’ouverture  donnée.  • 

Présenté  de  la  sorte,  le  problème  peut  se  résoudre  par  les  ' 
considérations  de  la  géométrie  descriptive  ou  dans  l’espace  à 
trois  dimensions;  mais  je  ne  le  traiterai  ici  que  sous  le  point 
de  vue  analytique , et,  pour  cela,  je  commence  par  rcchercber 
l’équation  générale  des  sections  du  cône. 

Équation  <Pun  cène  circulaire  droit  dont  l'axe  est  oblique 
sur  le  plan  des  xy.  — Soient  Ci  le  cosinus  de  l’angle  formé  par 
l’une  quelconque  des  génératrices  du  cône  avec  l’axe;  a,  p CI7 
les  coordonnées  de  son  sommet.  Cela  posé,  l’axe  et  la  génér.i- 
irice  dont  il  s’agit  passant  par  le  sommet  invariable  du  cône, 
leurs  équations  pour  des  positions  quelconques,  seront  évi- 
demmeni  de  la  forme  générale 


x—7.  = p{z  — q) 
)■— p = (/(s  — 7) 
X — J.  — Vi  (;  — 7) 

/-S  = H,(;-7) 


pour  la  génémirice , 


pour  l'axe  du  cône, 
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A,  ei  B,  éliiiil  (les  constanies,  />  el  7 des  varialdes  qui  nul  des 
signiticalions  bien  délcrmiru'es. 

l/e\pression  du  cosinus  de  l’angle  (lue  l'ornieni  en  general 
ces  deux  droites  (.'lanl  d’ailleurs,  Ciuuine  on  sait , 

* + P ~L~  B,  7 

v^r^A;  -E  b; 

il  en  résullera  ré(|ualion  de  condilion 

I + A.  /<  -h  B,  7 

/c  7*  V * "L  A î "L"  BJ 

= ) (h-Aî4-B;)  — (i-I-  A,/H-B,7)’=o, 

oii  la  quanliléOi,  censée  donnée,  fixe  1-a  grandeur  de  la  denii- 
ouverlure  du  cône  ; les  quantilés  A,  cl  B,  déierinineni  en  même 
temps  que  a,  p el  7 la  position  de  ce  cône  à l'égard  des  trois 
axes  de  coordonnées;  enfin  les  quantités  p et  7,  constantes 
pour  une  même  génératrice  cl  variables  d’une  génératrice  à 
l’autre,  en  fixent  l’inclinaison  par  rapport  aux  axes  : ces  quan- 
tités étant  liées  entre  elles  par  l’éijualion  de  condilion  ci- 
dessus,  de  telle  manière  que,  quand  l’une  d’elles  est  donnée, 
l’autre  s’ensuit  immédiatemeiu.  Doue  si  l’on  élimine  p et  7 
entre  l’é(|uaiion  (12)  cl  celles  de  la  génératrice,  on  obtiendra 
une  équation  entre  x,  r et  s,  (|ui,  ciani  indépendante  de  la 
position  particulière  attribuée  à la  génératrice  el  convenant 
par  conséquent  à toutes  celles  qui  rcnqdissenl  la  inéMiie  condi- 
lion, sera  l’équation  même  de  la  surl'ace  coni(|U(^  eberebée. 

Or  les  équations  ci-dessus  de  la  généralrici!,  donneul  rcs- 
peclivemenl 


Ces  valeurs'  substituées  dans  rétiualion  (la)  en  cbassanl  le 
dénominateur  z — 7,  conduisent  à la  suivante 

j (:;[(x-ap-t-(v-p)’-+-(5-7r](i4-A;-t-B;) 
j ■ — — 7 -H  Ar  (.c a)-t-Bi(^’ — 

Telle  est  l’équation  générale  de  la  surface  conique  cherchée. 


yi 


i c’est-à-dire 

(>?  f 1 -I- fl' 
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J oute  section  t/ucûne  circulaire  droit  est  du  second desré. — 
Si  l’on  considère  les  <|uanlilés  a,  ,8,  7,  A,  el  B,,  qui  eii  fixent  la 
position,  comme  indéterminées,  celle  siirlare  aura  la  situation 
la  plus  t'énérale  possible  par  rapport  aux  axes  rectangulaires 
des  coordonnées.  Donc,  en  y supposant  j = o,  ce  qui  donnera 
l’intersection  ilu  cône  avec  le  plan  des  xy\  on  obtiendra  fina- 
lement pourri-quation  générale  des  sections  conii|ues. 


c;  [ (X- a)> P)> -4- 7’]  [i -f- a; -4- BJ] 
— [— 7 + A,  (x  — a)  4-  B,(_V—  ?)]’=  O. 


(ieitc  équation  étant  du  second  degré  en  x et  y,  on  voit 
{|u’en  cfl'et  les  courbes  qu’elle  représente  sont  nécessaire- 
ment comprises  parmi  celles  de  l’équation  générale  (1)  d’a- 
bord examinées. 

Les  sections  coniques  ne  peuvent  donc  être  ainsi,  que  des 
ellipses,  des  hyperboles,  des  paraboles,  ou  les  modifications 
de  ces  courbes  ; c’est-à-dire  des  points  ou  des  lignes  droites. 
Mais  il  est  nécessaire,  en  outre,  de  prouver  réciproquement 
que  toute  courbe  représentée  jtar  l’équation  générale  (i)  est  une 
section  conique;  c’est-à-dire  qu’une  telle cotlrbe  peut  toujours 
être  considérée  comme  l’intersection  d’un  cône  droit  cir- 
culaire et  d’un  plan  inconnu,  mais  pouvant  être  déterminé 
quand  celte  courbe  et  ce  cône  sont  donnés  à priori. 


Proposition  n^ciproque  à démontrer  quand  la  courbe  est. 
arbitraire.  — Nous  avons  vu  précédemment  que,  quelle  que 
soit  la  courbe  représentée  par  l’équation  (1),  celle  équation 
pouvait  toujours  être  ramonée,  en  plaçant  les  axes  coor- 
donnés d’une  manière  convenable,  à l’une  ou  à l’autre  des 
deux  formes 


\y'  4-  Bx’ — r,x  = O,  A x’  -h  By’ — = o, 

ou,  en  substituant  pour  A,  B el  C leurs  valeurs  en  fonction 
des  longueurs  a el  h des  demi-axes  principaux  de  la  courbe, 

{'4)  o’j’drè’x’ — 2flé’x=o,  «’x’drô\>=  — 7.ab’y  = o. 

Supposons  d'alionl  i|ue  l’équation  générale  (1)  puisse  être 
ramenée  à la  première  de  ces  formes,  il  s’agira  de  démonlror 
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que  la  position  du  cône  ci-dessus  peut  toujours  être  choisie 
de  telle  sorte  que  son  intersection  avec  le  plan  des  xy  coïn- 
cide avec  la  courbe  correspondante,  en  déterminant,  à cet 
effet,  d’une  manière  convenable  les  quantités  a,  R,  7,  A, , B, 
qui  fixent  sa  position,  l’our  cela,  il  faudra  disposer  de  ces 
indéterminées  de  façon  que  l'équation  (i3)  de  cette  inter- 
section soit  identique  à celle  (i4)  de  la  courbe  donnée. 
Or,  celte  dernière  équation  ne  renfermant  point  de  terme 
relatif  à la  première  puissance  de  _>•,  il  faudra  d’abord  faire 
disparaître  le  terme  analogue  de  l’équation  (i3);  ce  qui  exige 
que  jî  et  B,  soient  simultanément  nuis. 

Celle  équation  devient  ainsi 

— + V, )-[■/- \,(x-u)Y  = U. 

Conditions  {générales  auxqueUes  le  cône  doit  satisfaire.  — 
Pour  découvrir  la  position  que  le  cône  d’ouverture  donnée 
doit  prendre  dans  les  hypothèses  d’abord  énoncées,  il  n’y  a 
qu’à  faire  p = o et  B,  = o dans  les  é(|uations  de  son  axe,  les- 
quelles deviendront  ainsi 

X — « = A,  (r  — 7),  _>-=o; 

ce  qui  montre,  tout  d'abord,  que  cet  axe  se  trouve  situé  dans 
le  plan  même  des  xz. 

En  développant  ensuite  l’éciualion  de  la  section  conique  cor- 
respondante à la  position  particulière  dont  il  s’agit,  elle 
devient 

-2[C:  (,-4-A;)a-  \.(A.a-4-7)].r 
+ c;  (i  Aî  ) (a’  + 7=)  — ( A,  X -+-  7)’  = O. 

Pour  la  ramener  à la  forme  de  ré(|uation  (i4)  de  la  courbe 
donnée,  il  restera  à en  faire  disparaître  le  terme  tout  connu; 
ce  qui  entraîne  la  nouvelle  équation  de  condition 

CÎ(H-An(*’-t-7’)-(V.*  + y)'  = o 
ou  bien  , en  développant. 
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(le  la(]uelle  oii  tire  iinincdiulcineiU 

_A,7±y^/7v’-H.  - c;  (,4-A;)i[c;(.+A;)-An 

“ C!(.+aî;-a; 

A,  7 ± C,  (i  -t-  A ; jv  — 

cî(.  + a;)-a; 

Lu  quaiiliK?  C„  (jui  est  un  cosinus,  élanl  nécessairement  moin- 
dre (]ue  l’unité,  le  radical  \ — CJ  sera,  dans  tous  les  cas, 
réel;  donc,  en  établissant  la  relation  précédente  entre  a et  7, 
qui  est  aussi  toujours  réelle,  la  position  du  cinie  sera  telle,  que 
son  intersection  avec  le  plan  des  a:/ aura  pour  équation 


+ a;)^--i-[cî(.  -had-a?]^' 

-2|[Cî  (h-A;)— An«— A,7|x  = o, 
ou,  en  J substituant  la  valeur  ci-dessus  de  a, 

, ( c;c  + An.r-H^^î(>+Aî)-Aî]^* 

l+aC,  (i+AJjyy/i — Cja-  = o. 


Cette  équation  ayant  précisément  la  forme  de  l’équation  (i4) 
de  la  courbe  donnée,  il  reste  simplement  à démontrer  qu’il 
est  possible,  en  général,  de  déterminer  les  quantités  7 et  A,  de 
manière  que  ces  deux  équations  soient  absolument  iden- 
tiques. Toutefois,  on  doit  observer  auparavant  que  la  courbe 
d’intersection  passant,  dans  la  supposition  précédente,  par 
l’origine  m(5me  des  coordonnées , puisque  son  équation 
est  satisfaite  en  y faisant  simultanément  x=o  et  y = o,  la 
position  du  ct'ine  devient  telle  alors,  que  l’une  de  ses  généra- 
trices, situées  dans  le  plan  des  xz,  passe  nécessairement  par 
cette  origine  des  coordonnées  ; le  cône  ayant  ainsi  l’une  des 
situations  indiquées  dans  la  figure  ci-après. 

On  peut  encore  observer  que  l’équation  de  condition 

A,±c,  (i-1-a;)  v^i— c; 
cî(i  + a;)-aî  . 


entre  « et  7,  est  l’équation  même  de  la  génératrice  dont  il 
s’agit,  relative  à ces  coordonnées,  toutes  deux  considérées 
comme  variables. 
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Positions  diverses  du  cône  qui  satisfont  à ces  conditions. 
— Revenons  maintenani  à noire  objet  principal. 

Puisque  les  équations  (i4)  et  (i5)  doivent  être  identiques, 
cela  exige  que  les  conditions 

cî(h-a!)-a;  _c,  (i  + A;)7vra;T  _ 

•c;1.-+-a;)  c;(.+A;j  «’ 


soient  satisfaites. 

La  première  donne  pour  A,  la  valeur 


A, 


±C, 


n‘ b' 

— c;)±6’c; 


expression  où  le  signe  supérieur  de  b'  correspond  au  cas  de 
l’ellipse  et  le  signe  inférieur  à celui  de  l’hvperbole. 

1.41  seconde  donne 


7=± 


C, 

« v'r-^î’ 


elle  radical  V — f'î  étant  loujonrsréel,  comme  on  l’arenianiué 
plus  haut,  7 l’est  pareillement.  De  plus,  le  double  signe  dont  il 
est  affecté  montre  que  le  sommet  du  cône  cherché  peut  être 
sur  l’une  ou  l’autre  des  deux  parallèles  à l’axe  des  abscisses, 
placées  à égales  distances  au-dessus  et  au-dessous  de  cet  axe 
dans  le  plan  desÆ-;;  et,  comme  la  quantité  .A,  qui  détermine 
l’inclinaison  de  l’axe  central  du  cône,  est  de  même  affectée  du 
double  signe  zh,  tandis  que  p nul,  en  est  indépendant,  on  en 
conclut  encore  que,  à une  même  valeur  de  7,  correspondent 
deux  valeurs  de  A, , ou  deux  positions  de  l’axe. 

Donc  le  cône  peut  prendre  les  quatre  positions  distinctes 
indiquées  dans  la  ligure  ci-après  (*),  où  les  deux  cônesà  som- 
mets — 7 et  — 7',  situés  au-dessous  du  plan  des  xy,  sont  les' 
symétriques  de  ceux  -|-  7 et  H-  7'  situés  à la  même  distance 


(*)  Celle  ligure  t-sl  une  projeclion  sur  le  plan  des  .ci;  le  plan  des  .ly 
est  censé  raballu  sur  ce  plan. 
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au-dessus;  les  a\es  A 7 et  Vy'  des  cônes  supérieurs  lormanl 
d’aülclirs  avec  l’axe  des  x positifs,  deux  angles  y \x  ci  y'  X'x 
hupplémciUaires  l’un  de  l’autre. 


Fie.  43- 


• D’autre  part,  l’ordonnée  y restant  toujours  réelle,  il  ne  s’agit 
plus  que  d’examiner  si  A,  l’est  constamment  aussi. 

Discussion  spéciale  relative  à diverses  hypolhéses  faites 
sur  la  forme  de  l’équation  de  la  courbe. 

Cas  de  l'ellipse.  — Dans  cette  hypothèse,  l’on  a 


a représentant,  je  suppose,  le  demi  grand  axe  de  la  courbe 
et  ô son  demi  petit  axe  ^*)  : la  fraction  numérique  étant  moin- 
dre que  l’unité,  et  par  conséquent  le  radical  étant  essentiel- 
lement réel. 

J)onc,  dans  ce  cas,  on  peut  toujours  placer  la  courbe  re- 
présentée par  l’équation  (i)  ou  (i4)>  sm’  le  cône  tlonné.  Donc 


[*)  La  raison,  comme  on  l’a  vu  (i4),  en  est  que  les  deux  axes  d’une  el- 
lipse rencontrant  à la  fois  la  courlic  en  deux  points,  sa  forme  générale 
peut  se  représenter  aussi  bien  |iar  l'équation  A’)’ +-n'.r’— = o, 
que  par  l'équation  t a«è’.rc=  o.  (.V"/c  >lc  i8i3.) 
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aussi,  loules  les  fois  (jue  celle  tviualion  apparlicndra  à une 
ellipse  réelle,  il  sera  permis  de  confondre  le  lieu  qu’elle  re- 
présenle  avec  une  véiiiablc  scclion  conique. 

A’ 

Cas  de  la  parabole.  — Quand  le  lerme  — x‘‘  manque  dans 

l'équalion  (i4)  enlre  les  coordonnées  x,  y du  lieu  considéré, 
auquel  cas  celle  équalion  représenle  une  parabole,  l’expres- 
sion de  A,  devenant 


A,=d: 


Vt-c; 


a toujours  une  valeur  réelle,  cl  par  conséquent  l’équation  (i) 
représente  encore  l’une  des  sections  du  cône  circulaire  donné. 

Cas  de  rinperbole.  — Supposons,  en  troisième  lieu,  que  la 
courbe  représentée  par  l’équation  (i)ou  (i-4),  soit  une  hyper- 
bole, alors  on  a 


A.  = dbC, 


le  numérateur  de  l’expression  sous  le  signe  radical,  est  tou- 
jours positif,  quelle  que  soit  la  valeur  du  rapport  de  b a a,  mais 
le  dénominateur  ne  peut  l’èlre  qu’autant  que 


> — C* 


r. 


ou  c;  <- 


i-(- 


Toutes  les  fois  donc  que  cette  dernière  condition  sera  rem- 
plie, riiyperbole  représentée  par  ré'quation  (i)  ou  (i4).  pourra 
être  placée  sur  le  cône  donné.  Dans  le  cas  contraire,  cela  ne 
sera  plus  possible;  maissi  l’on  suppose  que  l’angle  d’ouverture 
do  cône  et,  par  suite,  son  cosinus  C,  soient  arbitraires,  alors,  en 
choisissant  celle  ouverture  de  manière  (|ue  CJ  reste  au-des- 
sous de  la  fraction  numérique 

I 

P' 

> -1-  — 
a- 


l’idcntilc  précédemment  établie  entre  les  équations  (i 3)  et  (i4) 
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(Icv  iemli-d  possil)le,  ol  par  conséquent  la  courbe  représentée  par 
ré(|uatiun  {.,’énérale  (i)  pourra  encore  ètn^  considérée  comme 
une  véritable  section  conique.  Toutefois,  dans  ce  mémo  cas, 
le  cône  donne  cessera  d’être  entièrement  arbitraire. 


Inlerprélnlion  géométrique.  — Il  n’est  pas  dirTieilc  de  se 
rendre  raison  de  ce  qui  précède  d’uite  manière  pureinent  géo- 
métrique. En  effet,  considérons  une  section  byperboliriue  dans 
un  cône;  si  l’on  mène  par  le  sommet  de  ce  cône  un  plan 
parallèle  à celui  de  la  section,  il  le  coupera  suivant  deux  arêtes 
respectivement  parallèles  aux  asynqitotes  de  l’hyperbole,  et 
qui  formeront  entre  elles,  par  conséquent,  un  angle  égal  à 
celui  de  ces  asymptotes.  Or  l’angle  que  forment  entre  elles 
deux  arêtes  quelconques  du  cône,  ne  saurait  être  plus  grand 
que  l’angle  au  centre  de  ce  cône;  donc  aussi  l’angle  des  deux 
asymptotes  d’une  hyperbole  appartenant  à sa  surface  indéfinie 
et  à nappes  opposées  par  le  sommet,  ne  saurait  de  même  sur- 
passer l'angle  au  centre  de  ce  cône,  et  par  conséquent  le  rap- 
port h:a,  qui  représentela  tangente  trigonoinétrique de  la  moitié 
<le  cet  angle,  ne  saurait  non  plus  être  supérieur  à la  tangente 
de  l’angle  de  demi-ouverture  du  cône,  ou,  si  l’on  veut,  à celle 
de  l’angle  dont  nous  avons  appelé  le  cosinus  C,. 

Mais  cette  dernière  tangente  est  égale  à 


Donc  on  a effectivement 


comme  ci-dessus. 


<o<- 


I -I-  ■ 


b' 


Cas  du  point  isolé,  de  la  ligne  droite,  etc.  — Il  reste  à consi- 
dérer le  cas  dans  lequel  ré(|uation  (i),  ou  la  transformée  (14) 
qui  la  remplace  exactement,  représente  un  point,  une  droite 
isolée  ou  le  système  de  deux  lignes  droites  parallèles  ou  non 
parallèles. 

Or  il  est  facile  de  xoir,  sans  recourir  à l’analyse  des  coor- 
données, ipi’iin  point,  une  ligne  droite  ou  le  système  de  deux 
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droites  données,  |)onr\n  qu’elles  ne  soient  pas  parallèles,  peu- 
vent résulter  généralement  de  l’intersection  d'un  cône  quel- 
conque et  d’un  plan  passant  par  son  sommet;  plan  qui,  pour 
le  cas  particulier  du  point  isolé,  n’aurait  que  ce  sommet  en 
commun  avec  la  surface  conique;  (pii,  pour  le  cas  de  la 
droite  isolée  et  unique,  serait  tangent  à cotte  surface;  qui. 
enfin,  pour  le  système  de  deuv  droites  concourantes,  traver- 
serait de  part  en  part  la  surface,  en  la  coupant  suivant  deux 
arêtes  ou  génératrices  rectilignes. 

Quant  au  système  de  deux  droites  parallèles,  il  pourrait  en- 
core être  considéré,  au  point  de  vue  de  l’analyse  géométri- 
que de  Descartes,  perfectionnée  principalement  par  Euler  et 
par  Monge,  comme  l’intersection  d’un  plan  et  d’un  cône  dont 
l’angle  au  centre  serait  nul,  et  qui,  par  conséquent,  serait  réel- 
lement devenu  une  surface  cylindrique  circulaire. 

De  tout  cela  il  est  permis  de  conclure,  en  général,  que, 
quand  l’équation  (1)  peut  être  ramenée  à la  forme  de  l’équa- 
tior>  (i4),  et  appartient  à un  lieu  réel,  cette  équation  doit  être 
considérée  comme  représentant  une  section’de  cône  droit  dans 
toutes  les  conditions  possibles. 

Si  l’équation  (i)  de  la  ligne  du  deuxième  degré  proposée  ne 
pouvait  être  ramenée  qu’à  la  seconde  des  formes  (i4),  alors, 
pour  la  rapprocher  de  l’éqiiation  générale  (i3)  des  sections 
effectives  du  cône,  on  commencerait  par  supposer  dans  celle-ci 
a = O et  B,  = O ; ce  qui  ferait  à la  fois  disparaître  de  cette  équa- 
tion, le  terme  en  x et  celui  en  .rf.  L’axe  du  cône  correspon- 
dant à ces  hypothèses  serait  alors  situé  dans  le  plan  des/s,  et 
l’équation  de  la  section  conique  se  réduirait  à 

Disposant  maintenant  de  p et  7 de  façon  à faire  disparaître 
le  terme  tout  connu  de  cette  dernière  équation,  on  aura 
entre  7 et  p la  relation  suivante,  toujours  possible, 

q { 3= -+- 7»)  ( I -4- b;  ) - (7 -4- P B,  )’ = O. 

L’équation  de  la  conique  deviendra  ainsi 

(’.;(■  -+-Bj):i;'-i-[-(:;(i  +b;)-b;];- 
-2|[Cî(i  -Mi;)-BÎ]p-B,v}r=o. 
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qui  csi  elTeciivcim’in,  comme  on  voit,  de  la  même  forme  que 
réqunlioii 

it  />’  >■’  — ïüh'y  = O. 

el  peut  lui  être  identifiée.  En  suivant  donc,  la  marche  iiuliqm>c 
précédemment,  on  en  tirerait  absolument  les  mêmes  consé- 
quences; ce  qui  permet  de  conclure,  sans  restriction  aucune, 
que  l’identité  des  lignes  algébri(|ues  réelles,  du  second  degré, 
représentées  par  l’équation  générale  (i),  avec  les  sections  ob- 
tenues dans  un  cône  droit  à base  circulaire!,  est  parfaite,  et 
(jue,  par  conséquent,  toutes  les  lignes  réelles  et  possibles  du 
second  degré,  sont  en  effet  des  sections  coni(iues. 

Conclusion  f^énérale.  — La  marche  (jui  vient  d’être  suivie 
est,  ce  me  semble,  très-claire  el  très-rigoureuse.  Elle  résout 
en  même  temps,  d’une  manière  fort  simple,  le  problème  géo- 
métrique de  placer  une  courbe  du  deuxième  degré  sur  un  cône 
/ droit  el  circulaire  d’ouverture  donnée;  caeles  expressions  de 
A,  a et  7 que  nous  avons  obtenues  et  ipii  déterminent  la  posi- 
tion de  ce  cône  ou,  si  l’on  veut,  de  la  courbe,  sont  très-faciles 
à construire  géométriquement. 

Discussion  annlytique  relative  à quelques  cas 
exceptionnels. 

Afin  de  mettre  plus  de  rigueur  et  de  yirécision  dans  la  dé- 
monstration précédente,  on  y a employé  des  considérations 
géométriques,  bien  simples  il  est  vrai,  pour  prouver  que 
»iuand  l’éiiuation  (i)  représente  simplement  un  point,  une 
droite,  etc.,  elle  doit  encore  être  envisagée  comine  une  véri- 
table section  conit|ue;  mais  on  peut  désirer  savoir  comment 
on  parviendrait  à tirer  les  mêmes  consé«|uences  de  l’analyse 
seule  des  coordonnées. 

Supposons  donc,  comme  nous  l’avons  admis  tout  d'abord, 
d’après  les  Traités  de  géométrie  analytique  élémentaires,  que 
ré(|ualion  (i)  puisse  être  ramenée  à la  forme  de  la  première 
des  équations  (q)  ou,  plus  généralement,  à celle-ci 

My’rfcNar’ — l‘.r  = o; 
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celle  équâlion  sera  suscepliblo  des  cinq  modificalions  cssen- 
lielles  suivanies  : 

- ± N .r’  =:  O,  M v’  = 0,  N = O, 

Pa:  = o,  ±Nj:=  — Pr  = o; 

le  cas  de  M )-'  — Pa:  = o répondant  à celui  de  la  parabole,  que 
nous  avons  déjà  discuté,  el  les  divers  autres  aux  circonstances 
toutes  particulières  où  l’équation  (1)  représente  un  point  isolé, 
une  ligne  droite,  etc. 

1“  Cas  du  point  isolé  et  des  droites  imaginaires,  — Dans  le 
premier  de  ces  cas  relatif  à l'équation  . - 

-H  N.r’ = O, 

les  quantités  M el  N étant  censées  à la  fois  positives,  on  aura  né- 
cessairement ou  x = o et  y— O,  ou  y = ±^  — 

tion  (i)  représentant  alors  l’origine  des  axes,  ou  deux  droites 
imaginaires  qui  s’y  croisent.  Or,  pour  que  l’équation  (i)  de- 
vienne identique  avec  M r'  -+-  Næt’  = o,  il  faut  <]\i’on  ait  ' 

ip2C,(i -1- a;) v'i  — c; 7 = 0,  d’où  7 = o(‘), 

valeur  qui,  substituée  dans  l’équation  de  condition 

Cî  (1  -+-  AI)  (*»  + 7>)  — (7  4-  A,  «)*  = O, 

donne  également  * = o.  Donc  le  sommet  du  cône  est  lui- 
même  situé  à l’origine  des  coordonnées. 

Il  faut,  de  plus,  que  l’on  ait 

C|  (1  -t-A|)  — A|>o, 

cas  auquel  l’équation  (i5)  deviendra  nécessairement  décom- 
posable,  comme  on  l’a  dit,  c’est-à-dire  en  = o el  .r  = o,  etc. 


(*)  On  peut  aiisSi  satisfaire  à celle  «pialion  en  f.iisanl  1 — C|  = o; 
dans  ce  cas  particulier,  le  cùne  se  réduit  à son  axe  même,  cc  qui  n’est 
point  une  nouvelle  circonstance  ; car  la  ([uanlité  G,  restant  arbitraire  dans 
le  cas  général,  peut  être  égale  à l’unité.  i Nn/e  de  i8i3.) 
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Or  on  lire  de  celle  inégalité, 

C, 


Aî< 


1 — Cî 


ou 


/ 1 — 

dans  laquelle  cvldemmenl  le  radical  W — ^75 — - exprime  la  tan- 
gente trigonoinélrique  de  l'angle  de  demi-ouveriure  du  cône, 
el  — la  tangente  pareille  de  l’angle  que  l’axe  OA  de  ce  cône 

Ai 

fait  avec  l’axe  des  2;  donc  il  faut  que  l'angle  AOn  soit  plus 
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petit  que  l’angle  AOx;  il  est  visible,  en  effet,  que  si  le  con- 
traire avait  lieu,  le  plan  des  xx  pénétrerait  dans  le  cône  ou 
le  couperait  suivant  deux  droites  réelles. 

Du  reste,  la  grandeur  de  A,  reslani  indélermince,  il  y a une 
infinité  de  positions  du  cône  pour  lesquelles  la  même  circon- 
stance a lieu  nécessairement. 


2®  C’as  (fitn  couple  de  Uç^nes  droites  réelles  qui  se  coupent.  — 
Quand  l’équation  (1)  se  réduit  à la  forme  — Nar’  = 0,  on  a 
toujours  q ~o,  d’où  a = o;  ainsi,  dans  ce  cas,  le  sommet  du 
cône  est  encore  situé  à l’origine  des  coordonnées;  mais  il  faut, 
de  idus,  que  l’on  ait 


d'üii  l’on  lire 


c;  (n- a;]-a;  _ N. 
cî(i  + a;)  m' 


A.  = ±C,' 


N 

■ + M 


.-Cî-r.| 


.M 
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celle  valeur  ne  saurait  (^vidcmmeni  êlrc  réelle,  à moins  que 
l'on  n’ait 

'i-c;-c;^>o  ou  cj<;  ^ 


■M  -l-xN’ 


c’est-à-dire  à moins  que  l’angle  d’ouverture  du  cône  donné 
ne  soit  supérieur  à celui  que  forment  entre  elles  les  droites 
représentées  par  l’équation, 


' — Nx’  = o ou  r = 


Celte  restriction  est  analogue,  comme  on  voit,  à celle  qui 
existe  pour  le  cas  de  l’hyperbole,  déjà  considéré. 

3“  Cas  oà  les  deux  droites  se  superposent,  — Lorsque 
l’équation  (i)  peut  prendre  la  forme,  plus  particulière  encore 
M^’  = o,  il  faut,  pour  que  l’équation  (i5)  de  la  section  du  cône 
lui  devienne  identique,  qu’on  ail 


C|(i-f-Aî)  — Aî — O et  2C1  (i -f- AJ ) V I — CÎ7  = o. 

Celte  double  condition  ne  peut  êlrc  satisfaite  qu’en  posant 
simultanément 


7 = 0 et  AJ 


r* 

J ’-'i 


I— c; 


L’équation  de  condition 

[CJ  (i  -+- Aî)  — AJ] a’—  2A,ya-i-7*[Cî  (i  H- AJ)  — i]  = o, 
devant  toujours  avoir  lieu  entre  « et  7,  donne  alors  a = ~:  ' 

O 

ce  qui  montre  que  le  sommet  du  cône  peut  être  situé  en  l’un 
quelconque  des  points  de  l’axe  des  x. 

Car,  pour  cet  axe,  on  a effectivement 


7 = 0 et  a = — 

O 

C’ 

La  quantité  — étant  le  carré  de  la  coiangenie  de  la  demi- 

ouverture  du  cône,  on  voit  que  l’angle  formé  par  l’axe  de 
ce  cône  avec  l’axe  des  x,  est  alors  précisément  égal  à cette 
I.  6 
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tlenii-ituvcrlure  ; ce  qui  prouve  d’ailleurs,  ronimc  le  monlre 
la  figure  ci-dessous  oii,  toujours  pour  la  simplicité,  on  a sup- 

FiR.  45. 


'y 


prime  la  nappe  opposée  du  cône,  qu'alors  ce  cône  touche  le 
|)lan  desxr  le  long  de  l’axe  des  abscisses  ü.r,  dont  l’équation 
sur  ce  plan  est  véritablement  r=  o. 

Observons  encore,  en  passant,  que  l'équation  de  rintersec- 
lion  de  ce  plan  cl  du  cône,  avant  la  forme 

r;  ('  + O. 

représente  en  effet  le  système  de  deux  droites  confondues  en 
une  seule;  circonstance  qui  a lieu  ici,  puisque  l’on  peut  con- 
sidérer la  droite  Oa:  ou  aa:  comme  une  double  arête  de  con- 
tact du  cône  avec  le  plan  des  xj-. 

4”  Cas  où  les  nappes  opposées  du  cône  se  superposent  selon 
un  plan  passant  doublement  par  F axe  des  y.  — L’équation  (i) 
prenant  alors  simplement  la  forme 

±Nar’  = o ou  æ’  = <>, 

(jui  représente  doublement  l’axe  des  y,  il  faut  qu’on  ait 
Cî  (i -4- -\î)  = o,  ?.C,  (i-i- A|)  — L;  7 = o. 

Cl  toujours 

CJ  (l  -H  AJ]  (a’  -t-v’)  — (A, a -t-  7]’  = O. 

Or  on  ne  peut  satisfaire  à ces  diverses  équations  par  aucune 
valeur  particulière  de  A,,  il  faut  donc  qu’on  ait  C,  = o;  cette 
supposition,  en  effet,  satisfait  en  même  temps  à la  première 
et  à la  seconde  d’entre  elles. 
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Quanta  la  troisième  éqiiaiion,  elle  devient  par  là  même, 

(A,a -h'/)*  O,  d’où  « = — 

Le  cosinus  C,  étant  nul,  on  voit  (|ue,  dans  celte  circonstance, 
l’angle  de  demi-ouverture  du  cône  est  droit,  et  par  conséquent 
la  surface  conique  réduite  à un  plan. 

D’autre  part,  celle  dernière  équation  représentant,  dans  le 
plan  des  xz,  celle  des  deux  génératrices  du  cône  qui  appartient 
à l’origine  O des  coordonnées  (solution  du  cas  général),  cela 
fait  voir  que  celte  même  génératrice  et  le  plan  tout  entier  d’épa- 
nouissement de  la  surface  conique  sont  perpendiculaires  à l'axe 
central  du  cône  circulaire  ainsi  dégénéré,  et  viennent  tous  deux 
passer  par  l'axe  des  les  quantités  « et  7 restant  d’ailleurs  en- 
tièrement arbitraires  ainsi  que  A, . 

L'équation  (i5),  en  y faisant  7 = 0 cl  C,  = o,  devenant 

[C)(i-|-Aî)  — Aî]x’  = o,  ou  — A)a:’=o, 

indique,  d’un  autre  côté,  qu’il  y a deux  génératrices  du  même 
cône,  confondues  avec  l’axe  des  r;  ce  dont  il  n’est  nullement 
difficile  de  se  rendre  compte  à priori  par  la  géométrie. 

En  effet,  nyp,  Oynt  représentant  (Jif;.  4^)»  je  suppose,  les 
deux  génératrices  suivant  lesquelles  le  plan  des  xz  rencontre 
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un  cône  indéfini  à deux  nappes  dont  le  sommet  7,  intersection 
mutuelle  de  ces  génératrices,  est  sur  l’axe  A7,  si  l’on  imagine 

G. 
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que  l'angle  au  sommet  de  fe  rône  n jni=z  O7/»,  s'ouvre  pro- 
gressivement sans  que  7 change  de  place,  il  est  visible  que 
»iO,  pn  se  rapprocheront  do  plus  en  plus  entre  elles,  et  les 
nappes  indéfinies  du  cône,  d'un  plan  tel  que  mOy  contenant 
l'axe  des  y. 

Enfin,  il  est  parfaitement  clair  aussi  que,  quand  l'angle  au 
sommet  dont  il  s'agit  atteindra  aoo”  ou,  sa  demi-ouverture 
ny  K ~ niy ioo“,  c'est-à-dire  un  quadnuts,  les  deux  nappes 
du  cône  se  confondront  avec  ce  même  plan  mOy,  en  s’y  dou- 
blant en  quelque  sorte  ou  superposant,  de  même  encore  que 
les  deux  branches  de  l'hyperbole  d’intersection  de  ce  cône 
avec  le  plan  des  xy,  sc  confondront,  se  superposeront  d’au- 
tre part,  avec  l’axe  0^'. 

5°  Cas  oà  le  sommet  du  cône  s’éloigne  à F infini  au-dessus 
du  plan  des  xy.  — Lorsque  l’équation  (i)  prend  la  forme 
■^Vx  — Of  qui  appartient  à l’axe  indéfini  des  pour  que 
l’équation  (i5)  lui  devienne  parfaitement  identique,  bien  que 
du  deuxième  degré,  il  faut  qu'on  ail  à la  fois 

c?(.  + An  c;(i-4-a;)-a;  __ 

• + Aîlv'i— Cj  7 ’ C,(i-i-A;)  Vi  — Cî  7 

et  toujours 

C:  { I -I- a;  ) (a’-|-7’)  — (A,  a -i-7]>  = O. 

On  ne  peut  satisfaire  en  même  temps  aux  deux  premières 
équations  par  aucune  valeur  de  A,  et  de  C,  ; mais  il  en  sera 

autrement  si  l’on  prend  7 = ^,  ou  l'ordonnée  verticale  du 

sommet  du  cône  infinie,  en  laissant  d’ailleurs  aux  quantités 
trigonomélriques  C,  et  A,  des  valeurs  arbitraires. 

La  troisième  de  ces  mêmes  équations  donne  alors 

, A,±c,(i-i-A|)v^i— c;  1 

““  c;(i4-a|)— a;  ^~o’ 

si  l’on  suppose  toutefois  que  les  valeurs  prises  arbitrairement 
pour  A,  et  C,  ne  rendent  pas  nul  le  coefficient  de  7 dans  celle 
dernière  équation,  qui  appartient  généralement  à une  droite 
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|iassanl  |)ai  l oi  igine  des  axes  coordonnés  dans  le  plan  des  x:  . 
et  eonlenani  à une  distance  inlinie  le  soinniet  du  cône  clierchc. 

('oninie  ce  cône  conserve  d’ailleurs  une  ouverture  déter- 
minée {aibilraire  cependant),  il  s'ensuit  que  la  section  OK 
( fig.  47  ) de  ce  cône  par  le  plan  des  est  une  conique  de 


F'a-  47- 


grandeur  inFinic,  et  que,  par  conséquent,  on  peut  considérer 
Comme  une  ligne  droite  dans  une  portion  quelconque  mais 
limitée  de  son  cours:  l’analyse  montre,  de  plus,  que  cette 
droite  a pour  équation  a = o,  dans  la  région  des  coordonnées 
Unies  où  clle.se  confond  précisément  avec  l’axe  des  Cela  est 
d’ailleurs  visible  géométriquement;  caria  génératrice  O y du 
cône  dont  il  s’agit,  passant  par  l’origine  O,  et  étant  située 
dans  le  plan  des  xz,  il  est  clair  que  le  plan  mené  par  cette 
droite  et  l’axe  Oj,  serait  tangent  à la  surface  conique. 

Donc  Oj  est  tangent,  en  ce  point  O,  à la  courbe  de  section 
OK;  et,  si  l’on  imagine  que  cette  courbe  vienne  à s’ouvrir  et 
à grandir  de  plus  en  plus,  par  suite  de  l’éloignement  du  sommet 
du  cône  au-dessus  de  son  plan,  elle  s’approebera  continuel- 
lement, aux  environs  de  O,  de  sa  tangente  fixe  0_)%  et  liniia 
à la  limite,  par  s’y  confondre  entièrement;  le  surplus  de  la 
môme  courbe  ou  section  conique  étant  passé  à l’infini. 

On  voit  donc  géométriquement  qu’il  n’y  a ici  (pi’une  seule 
branche  rcr  tiligne  de  la  conique  qui  se  confonde  avec  l’axe  Oj, 
l'autre  passant  à l’infifii;  aussi  l’analyse  ne  donne-t-elle  que  la 
simple  équation  .i  =:o  et  non  pasar’=:o,  comme  cela  avaii 
lieu  dans  le  cas  précédent. 
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(j°  enfin.  Cas  oii  le  cône  devient  Impossible  au  cesse  d’exis- 
ter géométriquement.  — Lorsque  l’équalion  (i)  peut  se  rame- 
ner à la  forme  parliculière 

— l’.rr=o, 

représentant  le  système  de  deux  droites  parallèles  à l’axe  des 
y,  il  devient  impossible  que  l’équation  (i5)  de  la  section  du 
cône  par  le  plan  des  xy_  puisse  se  réduire  à cette  foriire.  Car 
il  faudrait  qu’on  eût 

, . Cf  (i  = 

condition  qui  ne  peut  être  satisfaite  à moins  que  C,  ne  soit  nul. 
Mais  alors  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  x deve- 
nant nul  aussi,  ce  terme  disparaît  de  l’équation  [i5)  en  même 
temps  que  le  terme  en 

Pour  découvrir  d’où  provient  celte  impossibilité,  il  est  né- 
cessaire de  remonter  à l’équation  même  de  la  surface  conique 
(laè/i),  qui  remplit  les  conditions  du  problème  de  section  ou  do 
projection,  tel  qu’il  a primitivement  été  posé.  Or  la  quantité  C, 
devant  être  nulle  dans  celle  équation,  elle  prend  la  forme  toute 
parliculière 

Z — 7-f-A,  (a:  — a)-(-B,  (j— p)  = o, 

apjwrtenani  à un  plan  qui  ne  peut  être  coupé,  par  un  autre, 
que  suivant  une  simple  et  unique  ligne  droite. 

Quelque  hypothèse  que  l’on  fasse  sur  les  indéterminées  a,  p, 
7,  Al,  B,  et  C,  qui  fixent  la  position  et  la  grandeur  du  cône 
dans  l’espace,  il  ne  sera  jamais  possible  de  ramener  l’équation 
générale  (i3),  de  son  intersection  par  le  plan  dos  xy,  à la 
forme  indiquée 

±Nx’ — Px  = o. 

Néanmoins  il  semble  à priori,  qu’en  supposant  les  coordon- 
nées a,  P et  7 infinies,  le  cône  doive  se  changer  en  un  cylindre 
droit  à base  circulaire,  et  par  conséquent  pouvoir,  dans  ce 
nouvel  étal,  être  coupé  par  une  infinité  de  plans  suivant  deux 
droites  parallèles.  ' 

Mais  il  n’en  est  réellement  pas  ainsi  ; car,  si  l’on  suppose  que 
le  sommet  du  cône  passe  à l’infini  sur  son  axe  central  situé 
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dans  le  plan  des  xz,  sans  changer  d’ouverUirc,  et  par  consé- 
quent le  cosinus  C,  (jui  s'y  rapporte  restant  toujours  le  même, 
il  est  clair  que  la  courbe  d'intersection  de  ce  cône  avec  le  plan 
des  xz,  tangente  toujours  à l'a\e  des ayant  comme  dans  le  cas 
précédent,  une  courbure  inriniment  petite,  devrait  être  con- 
sidérée comme  une  véritable  ligne  droite  confondue  avec  ce 
dernier  axe.  Si  l'on  suppose,  en  outre,  que  l'angle  d'ouverture 
du  cône,  au  lieu  d’être  quelconque  devienne  nul,  alors  il  est 
évident  que,  soit  que  le  sommet  se  trouve  ou  ne  se  trouve  pas 
à l'inlini  sur  l'axe  central,  toutes  les  génératrices  se  confon- 
dant avec  cet  axe,  la  surface  entière  du  cône  se  réduirait  à ce 
même  axe. 

L’analyse  conduit  à des  conséquences  semblables.  En  effet, 
si  dans  réfiuatiou  (12  bis]  de  la  surface  conique,  l’on  fait  r„  = i , 
elle  devient,  après  ((uclques  transformations, 

I [ar  — a — A,(5  — 7)]*-t-rr— ? — B,  (-  — 7)]' 

' ?)— — a)]’  = o. 

Le  premier  membre  de  cette  nouvelle  équation  étant  la 
somme  de  trois  carrés,  ne  saurait  s’annuler  à moins  (pie  l’on 
n’ait  simultanément  les  trois  relations 

X — *=  A,  (j  — 7),/—  p=  B,  (2  — 7),  \,(_r  — P)  = Ri  (.^■  — *), 

dont  Iti  dernière  est  une  conséquence  immédiate  des  deux 
précédentes. 

Or  on  s'aperçoit  facilement  que  celles-ci  représentent  l’axe 
même  du  cône,  projeté  sur  le  plan  des  xz  et  celui  des  yz. 
Donc,  la  surface  conique  se  confond,  en  effet,  avec  cet  axe. 

Concluons  de  là  que  l’équation  (la  bis)  ne  doit  pas  être  con- 
sidérée comme  la  plus  générale  possible  d’un  cône  droit  et  cir- 
culaire, puisqu’elle  ne  saurait  se  réfluire  à celle  d’un  cylindre 
pareil,  à base  finie.  Mais  il  en  serait  tout  autrement  si  l’on 
considéraitia  surface  de  ce  cône  comme  engendrée  par  le  mou- 
venient  d’une  droite  indéfinie  qui , passant  dans  toutes  ses 
positions  par  un  point  arbitrairement  donné,  toucherait  conti- 
nuellement une  sphère  également  donnée.  Aloi-s,  en  effet, 
l’équation  du  cône  droit  engendré  de  celte  manière,  aurait 
toute  la  généralité  possible,  et  celle  do  son  intersection  avec 
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le  plan  des  xy,  sérail  aussi  la  plus  générale  parmi  celles  des 
sections  coniques,  puisqu’elle  pourrait  même  représenter  le 
système  de  deux  droites  parallèles. 

Au  surplus,  malgré  la  restriction  que  comporte  en  soi  la 
démonstration  précédente,  relative  au  cas  où  l’équation  (i)  se 
réduit  à la  forme  particulière 


± N JT*  — l*x  = O, 

on  n’en  est  pas  moins  en  droit  de  conclure,  d’après  nos  der- 
nières remarques , que  le  lieu  géométrique  de  celte  meme 
équation  (i)  peut  généralement  être  considéré  comme  une 
section  conique. 


Xole  adilitioiincllc  pendant  l’iiiipres.sinn. 

Autant  qu'il  m’en  souvienne,  après  un  aussi  long  laps  do  temps  ècuulé 
et  d’événements  survenus,  la  discussion  était  continuée  sur  un  domior 
feuillet,  détaché  du  manuscrit  do  i8i3,  sans  doute  à cause  de  l'étendue 
que  comportaient  déjà  les  précédents,  relatifs  aux  cas  les  plus  élémen- 
taires de  la  question.  Il  restait,  en  effet,  à examiner  l’hypothèse  du  cène 
oblique  d'Apollonius,  à base  circulaire,  hypothèse  plus  générale  que 
celle  e.vaminée  ci-dessus  pour  le  cône  droit  des  Eléments,  quoique 
offrant  des  cas  d'impossibilité  analogues,  mais  intéressant  plus  particulié- 
rement la  théorie  dos  projections  coniques  ou  centrales  et  les  consé- 
quences géométriques  qui  en  dérivent,  but  sinon  exclusif,  du  moins  prin- 
cipal de  ces  premières  études. 

D'ailleurs  dans  la  précédente  discussion,  on  n'a  pas  assez  insisté  sur  une 
remarque  capitale  au  pointde  vue  de  l'analyse  et  du  principe  de  continuité  r 
c'e.st  que  l'identité  dont  on  s'occupe  ne  saurait  avoir  lieu  rigoureusement, 
lorsque  l'équation  du  deuxième  degré  en  x et  y,  dans  le  système  do  re- 
présentation des  courbes  imaginé  par  Descartes,  apiwrtient  à des  points, 
dos  droiles  on  des  lignes  entièrement  imaginaires,  comme  on  en  a un 
exemple  bien  simple  dans  l'équation 

relative  à un  cercle  dont  le  rayon  r\/—  i no  saurait  appartenir  à un  cône 
réel  ou  géométrique,  tandis  qu'il  jjcut  fort  bien  être  considéré,  dans  le 
même  système  de  coorilonnécs,  du  moins  an  point  de  vue  algorithmique 
ou  symbolique,  comme  l'intersection  d'une  sphère  par  un  plan  indélini 
oxlérieur  à sa  surface. 
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CvUo  interst'Clion,  en  elTct,  est  susceptible  de  se  rckhiiro  à un  punit 
tout  comme  [lour  le  cdne,  mais  avec  celte  différence  caractéristiipie  que, 
dans  ce  dernier,  d’après  ce  qu’on  a vu,  le  point  de  section,  toujours  réel 
mais  de  natures  diverses  selon  les  cas,  peut  être  aussi  remplacé  par  le 
système  de  deu.\  droites  imaginaires  qui,  en  s’y  croisant  sous  un  angle 
susceptible  do  varier  entre  certaines  limites  dépendantes  de  l’ouverture 
même  de  l’angle  au  sommet  du  cône,  représentent  une  hyperbole  à dia- 
mètres inriniment  petits,  etc.,  tandis  que,  pour  la  sphère,  le  point  isolé 
ou  de  section  tangenticllo  conservant , analytiquement  et  exclusivement, 
tous  les  caractères  d’un  cercle  réel  ou  imaginaire,  il  no  peut,  en  aucune 
manière,  être  considéré  comme  la  limite  hyperbolique,  parabolique,  ni 
même  elliptique,  des  sections  semblables  faites  dans  sa  surface  parallèle- 
ment à un  plan  quelconque  donné  : chose  rigoureusement  |iermisc  à 
l’égard  de  tout  plan  infiniment  voisin  du  sommet  du  cène  à deux  nap|>es 
dont  il  est  ici  question,  d’après  les  maximes  généralement  reçues  dans 
TÉcole  do  Monge,  efparcc  que,  dans  Thypothèso  de  la  continuité,  les 
formes  particulières  do  l’étendue  figurée  Fetiennenl  constamment  quel- 
ques-uns des  caractères  essentiels,  même  des  propriétés,  des  formes  gé- 
nérales dont  elles  dérivent  ou  sont  censées  dériver. 

II. 

SLR  LA  TRAIVSFOBM.VTIOX  DES  COOBDONNfiES  RECTANGULAIRES  DA.NS 

l’espace  a trois  DiaS.VSlONS. 

Nous  aurons  besoin  de  faire  usage  des  formules  générales 
de  celle  transformation  pour  l’établissement  du  principe  de  pro- 
jection, qui  sert  à convertir  géométriquement  le  système  de 
deux  coniques  quelconques  appartenant  à un  même  plan,  en 
un  système  de  deux  circonférences  de  cercle  situées  sur  un 
autre  plan;  ce  qui  exige  que  l’on  recherche,  à priori,  la  direc- 
tion de  ce  dernier  plan  et  le  lieu  des  sommets  susceptibles  de 
satisfaire  à la  condition  proposée. 

Formules  de  tratisformation  fondées  sur  la  méthode  géomé- 
trique de  projection  des  polygones. 

Soient  \x,  Ay,  \z  les  axes  rectangulaires  du  système  pri- 
mitif; \x',  \ y',  \z'  ceux  du  système  auquel  ou  veut  passer; 
désignons  par  (x' x)  l’angle  que  forment  entre  eux  les  axes.r' 
cl  X,  par  (*'y)  celui  des  axes  x'  cl  y,  et  ainsi  des  autres. 


( 
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Soit  ni  un  point  t)uelcon(|ue  de  l’espace;  abaissons,  de  ce 

point,  la  perpendiculaire  nui  sur  le  plan  A^'  r',  et  du  pied  « 


Fie.  '|S- 


de  cette  perpendiculaire  ou  ordonnée,  la  nouvelle  perpendi- 
culaire no  sur  l’axe  Kx'  •,  ce  qui  donne  par  convention 

. nin  = z',  110=  y et  \o  = x'. 

Soit,  de  plus,  abaissée  du  même  point  ni,  la  perpendiculaire  mp 
sur  l’axe  \x,  on  aura  évidemment  \p  =x. 

Cela  posé,  ' rappelons-nous  (pi’im  polygone  plan  ou  gauche 
étant  situé  dans  l’espace,  d’une  manière  quelconcjue,  par  rap- 
port à une  droite  oq  axe  fixe  \x,  la  projection  de  l’un  quel- 
conque d(!s  côtés  de  ce  polygone  sur  cet  axe,  est  égale  à la 
somme  des  projections  de  ses  différents  autres  côtes  sur  le 
même  axe,  en  ayant  soin,  cependant,  de  regarder  comme  po- 
sitives les  projections  des  côtés  qui  forment  un  angle  aigu 
avec  le  prolongement,  \x,  vers  la  droite  de  l'axe  fixe  donné, 
et  comme  négatives  cellesdes  côtés  qui  forment,  avec  ce  même 
prolongement,  un  angle  obtus;  ces  projections  se  retranchant 
nécessairement  de  la  somme  de  celles  des  côtés  qui  répondent 
aux  angles  aigus. 

Supposons  donc  (|ue,  dans  l’espace,  wmsoit  l’un  quelconque 
«les’ côtés  d’un  certain  polygone,  on  imaginera  ce  côté  trans- 
porté parallèlementà  lui-méme,  à l’origine  A des  coordonnées. 
Uans  cette  position  et  d’après  nos  précédentes  hypothèses,  il 
se  confondra  avec  l’axe  Az'  des  z',  et,  par  suite,  l’angle  «|u’il 
fait  avec  l’axe  A x,  est  égal  à celui  des  axes  Az'  et  Kx  que  nous 
avons  désigné  par  la;  jioint  ni  étant  ainsi  confondu  avec 

m',  il  faudra  imaginer  de  nouveau,  une  perpendiculaire  ni’ r 
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abaissée  de  ce  point  sur  l’axe  A^,  et  A r sera  la  longueur  ab- 
solue de  la  projection  du  côté  mn  ou  m'A  sur  la  direction  in- 
définie de  cet  axe.  De  plus,  d’après  la  remarque  ci-dessus,  \p 
devra  avoir  le  signe  -f-  si  l’angle  m' \x  ou  {«')  est  aigu,  et  le 
signe  — dans  le  cas  contraire.  Or  on  peut  trouver  une  expres- 
sion algébrique  ou  trigonométrique  de  A r,  qui  comporte  avec 
elle  implicitement  son  signe  conventionnel  de  position. 

En  effet,  le  triangle  m' A r étant  rectangle  en  r,  on  a 

— A I-  = A m'  X cos  ( m' A r)  = — mn  X cos  ( xa'  ) 
ou,  ce  qui  revient  au  môme, 

f 

\r — mnrMS[xz']. 

Cette  expression  emportera  évidemment  son  signe  avec  elle; 
car,  quand  l’angle  (xa')  sera  aigu,  cos(xz')  et,  par  suite  \r, 
seront  positifs:  dans  le  cas  contraire,  cos  (xa')  étant  négatif,  Ar 
le  sera  pareillement;  comme  cela  doit  être  d’après  nos  remar- 
(jues  ci-dessus. 

Cela  posé,  considérons  le  polygone  gauche  A mno  .A;  la  pro- 
jection du  côté  Am  sur  l’axe \x,  étant  égale  à A pou  l’abscisse  x, 
d'après  ce  qui  précède,  et  celte  projection  devant  être  égale  à 
la  somme  algébrique  de  celles  des  autres  côtés  Ao=x',  on  =y 
et  mn=z',  on  aura  généralement  la  relation 

X =x'  cos  (xx']  -k~y  Cos(xj-')  a' cos  (xa'). 

Si,  au  lieu  de  considérer  plus  particulièrement  l’axe  Ax,  on 
eût  projeté  le  même  polygone  sur  l’axe  .A/  des  y,  on  aurait 
pareillement  obtenu  la  relation 

y—x' cos  [yx')  -l-.>’'cos.(_^]  -4-  a'cos  {j'z'}. 

Enfin,  on  obtiendrait  semblablement  pour  la  projection  sur 
l’axe  As  ou  des  s, 

• s=x'cos(sx')  -f-.r'cos(sr')  -h i'cos(ss’). 

On  a donc,  en  récapitulant,  les  trois  formule.s  de  transforma- 
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lion  des  anciennes  coordonnées  reciangles  x,  y,  z dans  les 

nouvelles  coordonnées  de  même  espèce, 

IX — x’  cos  (xx')  + f'  cos(.ry  ) -f-  z'  cos  (xj'), 
y = x'  COS  (jx'  ) -I-  y cos  [yY  ) H-  z'  cos  [yz’  ) , 
z=.x'  cos(sx')  -+-y  cos(z^-')  -h  cos  (zs'). 

l’our  se  servir  de  ces  formules  de  iransformaiion  des  coordon- 
nées x,y  et  z dans  celles  en  x',y'  et  z',  il  est  necessaire, 
comme  on  voit,  de  connaître  les  angles  (xx'),  (xj'),  etc.,  (jui 
y entrent  au  nombre  de  neuf,  cl  parmi  lesquels  il  en  est  évi- 
demment un  certain  nombre  de  superflus  oirdépemlanl  des 
autres;  ce  qui  provient  de  ce  que  les  trois  axes  Ax,  A>-,  Az 
et  les  trois  axes  A x',  Ky',  As'  sont  liés  par  la  condition  d’être 
rcspcclivcmeni  perpendiculaires  entre  eux. 

En  effet,  soient 

X = rts  et  y'  = hz 

les  équations  d’une  ligne  droite  quelconque  passant  par  l'ori- 
gine des  axes  A,  et 

x = a'z,  y=h'z, 

celles  d’une  autre  droite  également  quelconque,  passant  par  le 
même  point.  Soit  eiilin  V l’angle  formé  par  ces  deux  droites; 
on  aura  généralement,  comme  on  sait, 

^ I -4-  nn'  -I-  l)b' 

D’un  autre  côté,  le  cosinus  de  l’angle  que  la  première  de  ci's 
droites  fait  avec  l’axe  des  x,  a pour  expression 

<T 

V*  ' -1-  -hb- 

celui  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  l’axe  des  y est 

b 

y’  I 4-  -t-  A’  , ; 
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pnfin,  celui  de  l’angle  iju’cllc  fait  avec  Taxe  des  z, 

I 

V^i  + a’  4- 

En  changeant  a et  A en  ^ et  b',  on  obtiendra  les  cosinus  ' 
des  angles  correspondants  formés  par  la  seconde  droite  avec 
les  mêmes  axes.  Si  donc  on  suppose  que  la  première  droite 
se  confonde  avec  l'axe  A.r'  des  x',  et  la  deuxième  avec  l’axe 
Ky  des  y,  il  viendra  sans  calculs. 


cos  [x'y)  = 
CQS{x'  z)  — 
cos  (a;'/]  = 
Cos(x'  x)  = 


« 4-  aa'  4-  bh' 

I 4-  rt’  4-  è’  v^i  4-  4-  è'’ 


4-  «’  4-  è’ 


» COS  (y  a)  = 


b 

4-  «’4-è’ 
n 

v/i  4-  fl’  4-  è’ 


COS  (/ j) 

cos(yar) 


v'  I 4-  fl'’  4-  è'’ 

b' 

v'r^fl'’'+ 6'^’ 

fl' 

Vi  4-fl'’4-^'’ 


Maintenant,  puisque  l’angle  [x'y)  est  droit,  on  a 


COs  (a;'/)  = 


I 4-  flfl'  4-  bb' 

I 4-  fl’  4-  i’  4-  4-  b” 


= O. 


En  comparant  cette  équation  de  condition  avec  les  expres- 
sions ci-dessus  des  divers  cosinus,  elle  donne 


cos  [x'x)  cos  (_^a:)  4-  cos  (ar'r)  cos  (^r)  4-COS  [x'z)  cos  [y-'z)  = o. 

On  obtiendra,  plus  directement,  encore  les  relations 

cos’(a;'ap)  4-  cos’  (ar'j)  4-  cos’(a:'a)  = i, 
cos’ (y a;)  4- cos’ (j'^)  4- cos’ (T'a)  = i, 

toujours  relatives  aux  angles  formés  par  les  axes  \x'  et  A>' 
avec  les  axes  des  x,yeiz  respectivement.  Évidemment  on 
arriverait  à des  relations  toutes  semblables  si  l’on  considérait 
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les  cou|)les  d'axes  x',z'  cl  s';  ce  <iui  donne  le  «loiible 

f,'rünpc  d’tWjiialions  de  condilion  ; 

, cos  (x'x)  cos  [yx]  -f-  Cos  (x'j)  cos  + cos  [x'z]  cos  [yz]  = O, 
l cos  (x'x)  cos  (z'x)  -I-  cos  (x'_r)  cos(z'/J 4-  cos  (x'z)  cos(2'z)  = O, 
j cos  (^"'x)  cos  (z'x)  4-  cos  (yy  cos  (z'r)  4-  cos  [yz)  cos  (z'z)  = O, 
\ CÜS’(x'x)  4-  cos’ (x' J’)  4- cos’  (x'z)  = J, 

I ‘ cos’(t'x)  4-cos’(_r'_i-)  4-cos’(_>-'z)  =1, 

\ cos’  (z'x)  4-  cos’  (z'r)  4-  cos’(z'z)  = i. 

Ces  équations  indépendantes,  étant  nu  nombre  de  six  et  les 
anples  (x'x),  (yx),  [z'x),  etc.,  au  nombre  de  neuf,- on  voit 
qu'il  n'y  a absolument  (|ue  trois  angles  d'arbitraires  ; ces  trois 
angles ’ne  peuvent  cependant  pas  être  choisis  tout  à fait  à vo- 
lonté parnd  les  neuf  dont  il  s'agit  ; ce  dont  on  peut  s'assurer 
par  les  équations  mêmes  de  condilion  ci-dessus. 

Comme  il  serait  difficile  d'éliminer  directement,  de  ces  neuf 
équations  dues  à Carnot,  les  six  angles  dépendants  des  trois 
autres,  on  adopte,  d’après  Laplace,  trois  nouvelles  données 
plus  simples,  ainsi  que  nous  le  verrons  ci-après. 

Formules  (te  coordonnées  inverses.  — Si  l’on  avait  à re- 
passer du  système  d’axes  rectangulaires  x' y z'  au  système 
ancien  des  axes  xyz,  on  pourrait  y parvenir  en  tirant  direc- 
tement les  valeurs  de  x',  y'  et  z'  des  équations  (i)  posées  en 
premier  lieu. 

A cet  effet,  pour  obtenir  la  valeur  de  z',  par  exemple,  en 
fonction  de  x,  de  y et  de  z,  on  multipliera  la  première  de 
ces  équations  par  cos  (z'x),  la  deuxième  par  cos(z'j^),  la 
troisième  par  cos  (z'  z),  et  en  les  ajoutant  ensuite,  membre  à 
membre,  on  obtiendra  la  nouvelle  relation 

X cos  (z'x)  4- J cos  [z'  y)  4-zcos(z'z) 

= x'  [cos  (x(x)  cos  (z'x)  4-  cos  (x'_y-)  cos  [z' y)  4-  cos  ( x'z)  cos  (z'z)] 

4-^>'  [cos  (y  a:)  cos  (z'x)  4-  cos  (y  y]  cos  (z'_y) 4-  cos  (y  z)  cos  (z'z)] 

4- z' [ cos’ ( z' X ) 4- cos’ ( z'_r)  4- cos’ ( z' z )] , 

qui,  d’après  les  six  équations  de  condition  précédemment 
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démontrées,  se  réduit  à la  suivante 

z'  — X cos  (z'x)  + V cos  (i'r)  -t-  ( a'  5 ). 

On  trouverait  d'une  manière  semblable,  les  valeurs  des  coor- 
données x'  et  y. 

Si  l'on  se  proposait  notamment  d'obtenir  l’éqnation  dn  plan 
des  x'y,  rapportée  aux  axes,  des  «r,  des_r  et  des  z,  cela  serait 
très-facile,  d'après  ce  qui  précède. 

En  effet,  z'  est  nul  pour  tous  les  points  du  plan  par 

conséquent  si  l'on  fait  z'  = o dans  la  formule  écrite  en  dernier 
lieu,  ré(|uation  qui  en  résultera 

JTCüS  (-'^)  H-.^'COS  -1-  3COS  (a's)  = O, 

exprimant  la  condition  même  qui  doit  exister  entre  les  .coor- 
données X,  et  z des  points  de  l'espace  pour  lesquels  z'  est 
nul,  c’est-à-dire  pour  tous  les  points  situés  sur  le  plan  des 
x'y,  cette  équation  jera  nécessairement  l'ériuation  même  du 
plan  demandé. 

Formules  de  transformation  fondées  sur  les  méthodes 
de  la  trigonométrie  sphérique. 

Nous  avons  déjà  fait  observer  qu'on  pouvait  choisir  d'autres 
données  angulaires,  sinon  plus  simples,  du  moins  en  plus  petit 
nombre  que  celles  ci-dessus,  pour  fixer  la  position  des  nou- 
veaux axes  x' , y'  et  z'  par  rapport  aux  anciens.  Ces  données, 
choisies  de  préférence,  ainsi  qu’on  l’a  dit,  par  Laplace,  sont 
généralement  admises  dans  les  applications  comme  très-com- 
modes. Nous  ferons  cependant  remarquer  qu’il  pourrait  être 
plus  simple  encore  de  leur  en  préférer  d'autres  dans  certains 
cas  particuliers  : de  ce  choix,  en  effet,  pourra  dépendre  sou- 
vent plus  d’élégance  et  de  facilité  dans  les  calculs  algébriques 
à effectuer. 

Soient  a:,  z les  anciennes  coordonnées;  x',y,  z'  les  nou- 
velles. Supposons  l’origine  A [Jig.  4g),  au  centre  d’une  sphère 
de  rayon  i ; les  trois  plans  des  anciennes  coordonnées  cou- 
peront la  surface  de  cette  sphère  suivant  des  grands  cercles 
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(|ui,  par  leurs  iiUerserlions  imilwellos,  formeronl  le  triangle 

sphérique  Iri-rcetangle  xyi,  dont  les  sommets  scrunl  les  ev- 

••■iü  19- 


trémilés  des  axes  \x,  Ky,  S.z  : on  obtiendra  un  pareil  trian- 
gle x'y'  z'  pour  les  nouveaux  axes  Ax',  A/,  Az'. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  la  situation  de  ces  derniers  axes, 
par  rapport  à ceux  des  x,  rel  z,  sera  parfaitement  déterminée 
si  l’on  connaît:  i”  l’angle  B.\j=r9  que  forme  sur  le  planx^, 
la  trace  AB  du  plan  x’  >-'avec  l’axe  Ay;  l'angle  y que  ces  deux 
plans  forment  entre  eux  ; 3“  enfin  l’angle  BAy  = iJ»  que 
la  même  trace  AB  forme  avec  l’axe  A/'. 

Les  trois  données  angulaires  0,  y et  ^j/  étant  nécessaires  et 
suffisant  pour  déterminer  la  position  relative  des  axes  x’,y' 
et  z',  il  s’agit  de  calculer,  au  moyen  de  cos  seules  données, 
les  valeurs  des  neuf  cosinus  qui  entrent  dans  les  équations  (i) 
trouvées  ci-dessus,  par  la  méthode  directe  et  purement  géomé- 
trique de  projection  des  polygones.  D’abord,  pour  déterminer 
cos(xx'),  on  ale  triangle  sphérique  Bx' x,  dans  lequel  on 
eonnatt 

l’angle  en  B = y, 

le  côté  Bx~yx — Br=  ioo“ — 9, 
le  côtéBx'=  By  x'  = 

On  trouvera  ainsi,  par  la  formule  générale  de  trigonométrie, 
cos  c = cosa  cos6  4-  sin  a sin  b cos 
la  première  relation 

cos  (xx'j  = — sin  9 sini|<  -l-  cos 9 cos cosy. 
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Lo  iriangle  sphérique  B >''.r  ilounera  parcillemeiil 

eos(Æ:r')  = siii  0 cos|>  + cosOsiniJ»  cos»  (*). 

Pour  calculer  le  cosinus  de  {tz'),  on  doit  remarquer  que 
cei  angle,  formé  par  les  axes  Ax  et  A z',  est  supplernem  de 
l'angle  en  1),  que  forment  entre  eux  les  plans  des  yz  et  des 
x'  y',  perpendiculaires  à ces  axes.  Or,  dans  le  triangle  Büt*, 
rectangle  en  _r,  on  connaît  le  côté  Br  =6  et  l'angle  B = »; 
on  aura  donc,  d'après  I^  formule  connue  de  trigonométrie 
sphérique,  cosC  = sin  B cosc, 

cos(D)  = cos [9.00“  — (x2')]  = — cos  [xz'  ) = sin»  cos e. 

Cl,  par  conséquent, 

cos  [xz'  ) = — sin  » cos  9. 

('.alculant,  de  même,  les  autres  coefficients  des  formules  (1), 
on  obtiendra  successivement 

cos  (x'^)  = — sin^}>  cos  0 — sin  G cos»  cosij/, 

cos  (.>7^)  =cos9cosil  — sinO  sin'}>  cos»,  cos(v3')  =sin9siii9, 

cos(2x')  = sin»cos^j(,  cos(27^)  = sin»sinij«,  cos  (22')  = cos». 

Substituant  enfin  ces  valeurs  dans  les  formules  (i),  elles  de- 
viendront respectivement 

X =x'(cos9  cos»  coS'|( — sin9  sin4«) 

-y- y (cosG  cos»siniJ;-t-sin9cosi|<)  — 2'cos9sin», 
r = — x'(sin9cos»  cos4'  -t-Cos9siniji) 

— >■'  (sinOcos»siiii}'  — cosGcos^  )-H2'sin0sin», 

Z =x'  sin  » cosij/  -(-7-'  sin»  sin ^ 4-  a'  cos». 

Les  mêmes  substitutions  opérées  datis  l'équation 


xcos  (z'x)  -+-7'cos(s'7-)  scos  [z'z)  = o 


(*)  On  comprend  que  n'ayant  en  ma  possession  aucun  ouvrage  de  géo- 
métrie ou  d’analyse,  j’aie  été  obligé  de  rechercher  à priori,  les  dilférentes 
formules  de  trigotiométrie  plane  ou  sphérique,  échappées  à ma_mémoire 
<lepuis  ma  sorlie'de  l’École  polytechnique  en  1810.  Cela  explique  rom- 
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tlu  |iUin  lies  .i' ilonnoniiriil,  loulcs  simplificaiioiis  fiiiies, 

; = laiiji  Ÿ cos 4 a.-  — liin"^  sin  0 >•. 

(Icne  (‘(lualion  parlicoliôre  nous  sera  utile  parla  suite. 

hlaltlissement  élémrnlaire  des  mêmes  foi  mules  par  la  rotniioii 
successive  des  plans  coonlonnés. 

Ou  aurait  pu  parvenir  d'une  manière  entièrement  directe, 
aux  trois  formules  représentées  sous  le  n"  3 ci-dessus. 

Supposons  d'abord  <|u'on  laisse  l’axe  des  s fixe,  et  qu’on  de- 
place  seulemetit  les  axes  A.r  et  A >•,  de  façon  tpie  le  nouvel 
axe  AB,  ou  des  »'',  fasse  un  angle  S avec  A r;  alors  on  aura 

^-^^cosB  — jr'sinO,  Æ"  = >-' sin  0 -t- .r' cos9,  z = z'. 

Les  axes  desx,  >•,  z étant  ainsi  changés  momentanément  en 
ceux  des  x',  des  y'  et  des  z',  sitpposons  de  nouveau,  que,  lais- 
sant l’axe  auxiliaire  AB  fixe,  on  fasse  tourner  le  plan  des  x'  y' 
autour  de  AB,  de  laçon  (pi’il  forme  un  angle  ? avec  le  plan 
des  XJ';  le  nouvel  axe  des  x”  formera  l’angle  y avec  le  pré- 
cédent des  a:',  et  l'on  aura  par  les  formules  de  transformation 
des  coordonnées  dans  un  plan,  posées  dans  la  première  subdi- 
vision de  ce  Cahier, 

x'  — x"riKo  — ;"sin»,  »' = æ" sin ^ -I- cosç,  r'=  y". 

Enfin,  supposatit  de  nouveau,  qu’on  laisse  fixe,  à son  tour, 
l’axe  des  z",  et  qu’on  fasse  tourner  les  axes  précédents  des  x" 
et  des  y°,  de  façon  que,  devenus  ceux  des  x"  et  r ",  l’angle  de 
transition  [y" j'")»  désigné  par  BV  t^'  sur  ia  fiir.  égale  l'an- 
gle i](,  on  aura 

>-^=V''eos-^— -jr"  sin-},  æ-"  siuif'-t- .t'"cos'J( , = 

Or,  il  est  bien  évident  que,  par  ces  rotations  ou  changements 

ment  j’avais  été  conduit,  pendant  mon  séjour  à Saratolf,  à rédiger  d’autres 
cahiers  qui  pussent  servir  de  base  soli^  à des  éludes  spéciales  de  géo- 
métrie analytique.  Mais  ces  cahiers,  de  lemmes  si  généralement  connus  et 
par  consé(pienl  sans  intérêt  aucun,  n onl  point  été  rapportés  en  France, 
parce  que  j'en  avais  disposé  en  faveur  de  compagnons  d’infortune  avant 
mon  départ  de  Saratofl,  en  juin  1814. 
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successifs  des  plans  coordonnés,  les  axes  x'",y“,  z”  auront 
précisément  acquis  la  position  que  l'on  avait  finalement  attri- 
buée aux  axes  des  x' , y et  z',  dans  la  Jig.  4g  et  l’article  ci- 
dessus;  de  sorte  que,  si  l'on  peut  obtenir  les  valeurs  de  x,  y,  z 
au  moyen  de  x",  y"et  z'",  par  les  neuf  équations  précédentes, 
on  devra,  à cela  prés,  retomber  précisément  sur  les  formu- 
les (3)  obtenues  par  la  voie  trigonométrique. 

C’est  ce  qui  arrive  en  effet,  quand  on  essaye  de  remplacer, 
dans  les  valeurs  précédentes  de  x',y,  z'  celles  de  x",  y^,  z", 
puis  qu’on  substitue,  à leur  tour,  les  valeurs  trouvées  pour  x', 
y et  z'  dans  les  expressions  de  x,y,  z. 

Ces  substitutions  n’offrent  de  difficulté  que-  la  longueur. 

III. 

nOXNÊES  ET  BECIIEROilES  A.XALYTIQUES  SLR  LES  SECTIOXS  CIRCLLAIHKS 

UC  COXE  OBLIOLE  a BA.se  Ot'ELCOXQLE  DU  SECOND  DECRE. 

Equation  générale  du  cône  de  base  et  de  sommet  dontu-s.  — 
Représentons,  sur  le  plan  des  xy,  cette  base  par  l’équation 

ay  -t-  bxy  -f-  ex’  4-  -l-  ex  -I-  i = o, 

la  plus  générale  des  courbes  du  deuxième  degré,  et  soient  a, 

7 les  coordonnées  correspondantes  du  sommet  du  cône 
dont  il  s’agit  de  déterminer  la  direction  des  sections  circulaires; 
l’équation  de  sa  surface  sera  évidemment 

"[?(-  — v)  — v(.u— P)]’ 

-l-/»[a(î  — 7)  — 7(.r  — a)][S  {;  — v)  — 7{)-  — p)l 
-f-e[a(s  — 7)  — 7(.r  — a)]’ 

+ '/[.S(=-7)-vLv-P)](--7) 

-|-e[a(;— 7)— 7(x  — a)](j— 7)-H(;  — 7)’  = o. 
ou,  en  ordonnant, 

/ (aft*  -I-  /»a9  -h  ca’  -4-  e«  -4-  1)  i’-+-  «7’.>  ’ + C7’.r’ 
(4)  I — [-J-a^-y  boL  + d)-jyz  — {ïCa.-y  bp -h  e)yxz 

I -+-  by^xy-+- = O. 

Equation,  en  x'  et  >•',  de  la  section  du  cône  par  un  plan  ar- 

']• 
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bilraire.  — Iinaj^iiiuiis,  par  l’origine  des  coordonnées,  un  plan 
de  direction  arbitraire,  ce  plan  coupera,  en  général,  la  surface 
conique  suivant  une  autre  courbe  du  deuxième  degré;  et  si 
cette  surface  est  susceptible  de  sections  circulaires  dans  une 
direction  inconnue  quelconque,  il  est  visible  qu’on  pourra  dé- 
terminer les  deux  arbitraires  qui  fixent  la  position  du  premier 
plan,  de  manière  à rencontrer  aussi  cette  surface  suivant  un 
cercle,  dans  une  direction  parallèle  à la  précédente. 

Cela  posé,  imaginons  qu’on  prenne  le  plan  inconnu  pour 
plan  des  x' et  qu’on  rapporte  la  surface  conique  à de  nou- 
veaux axes  rectangulaires,  en  laissant  fixe  l’origine  des  coor- 
données, et  se  servant,  à cet  effet,  des  formules  (3)  du  précé- 
dent article  ; cela  donnera  pour  la  surface  conique  considérée, 
une  nouvelle  équation  entre  les  coordonnées  x' , >*',  z’  ; de  sorte 
que,  pour  obtenir  l’équation  de  son  intersection  avec  le  plan 
des  x' y,  il  suffira  d’y  faire  z'  =o.  Or  on  arrivera  plus  direc- 
tement à cette  même  équation,  si  l’on  substitue  dans  l’équa- 
tion (4)  ci-dessus,  les  valeurs  (3)  des  coordonnées  l et  z, 
dans  lesquelles  on  aura  supposé,  tout  de  suite,  z'  = o. 

De  plus,  rien  n’empêche  d’y  supposer  l’angle  ij»  = o,  ce  qui 
réduit  les  formules  (3)  aux  suivantes, 

x=  x'  cosScosf  -i-y  sinS, 
r=  — x'  sin6tfosf  -\-y  cosô, 
z = x'  sinç. 

Vu  moyen  de  ces  valeurs  de  x,  y et  z,  l’équation  (4).  en  l’or- 
donnant, deviendra 

.r'’[sin’<i>  (rtP’  -+-  èap  4-  rfp  -I-  ea  -I-  i)  «7*  sin’&cos’ç 

-H  C'7’  cos’O  cos’<p  -f-  sin9sinif  cos7(?.rtp  -t-  ba  + d)’/ 

— cosOsinij)  cos^  (?, ca  4-  Z>p-+-c)  7 — hy’  cosS  sinfl  cos’y] 

4- y'* [<17’ cos’O  C7’sin’0  4-  by'  sinScosO]  , 

4-  x'y  [7.  (c — a)  7’  si  n 0 cos  0 cos  7 — cos  0 si  n 7 (2  « p-(- A x-hd)  y 

— sin0sin7(2ca  4-  Ap4-e)7  4-  />7’cos7cos’0 

— by'CO^y  Sin’9]  4-.  . . = O. 

C’est,  dans  les  coordonnées  x'  et  y,  l’équation  meme  de  l’in- 
tersection du  cône  avec  le  plan  arbitraire  des  x'y,  passant  jrar 
l’origine  des  coordonnées. 
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Plan  de  section  circulaire.  — Pour  délermiiier  les  arbi- 
traires Ÿ et  6 (jiii  lixoïil  la  position  de  ce  plan,  de  manière  c|ue 
l’équation  précédente  représente  un  cercle,  il  faut  que,  sépa- 
rément, elles  satisfassent  ; i°  à la  condition 

sin’<p  (aP'  -I-  A ca^  -I-  </^  -t-  ea  i)  -(-  «y'sliUO  cos’  f 
-f-  Cf-  cos’9  cos’ÿ  -i-  sin  Osin  y cosif  -+-  ba-^-d]y 
— cos6sinycosŸ{2ca  -+■  /»{î  e]y  — ft7'cos9sin0  cos’y 
= «y’cos’O  -4-  c'/’sin’O  -I-  iy’sinScosô, 

(jui  exprime  l’égalité  des  coeflicients  des  termes  en  a"  et  y'\ 
et  2“,  à l’équation  de  condition 

2 (c  — (i)  7 sin  0 cos  0 cos  7 — cos  Osin  7 (2  «p  y-  b(x  y-  d] 

— sinO  siii7  (2  ca-t-6  p-t-e)  -I-  67  COS7  (cos’O  — sin’fl)  = o, 

servant  à faire  disparaître  le  terme  en  x' y. 

Os  équations,  en  même  nombre  que  les  inconnues  7 et  0, 
suffiront  pour  en  déterminer  les  valeurs  par  l’élimination. 

Cas  où  les  axes  des  coortlonnées  x et  v coïncident  avec  les 
axes’principnux  de  la  base  du  cône.  — Supposons,  afin  de  sim- 
plifier les  calculs,  que  cette  base  située  dans  le  plan  des  xy,  soit 
rapportée  à son  centre  et  à ses  axes  |)rincipaux;  alors  l’équa- 
tion générale  établie  ci-dessus  pour  cette  courbe,  prendra  la 
forme  particulière 

ay^-y  ex’  -t-  I = O : 

les  coefficients  b,  d et  e seront  nuis  dans  les  deux  équations 
de  condition  précédentes,  qui  prendront,  à leur  tour,  la  lorme 
plus  simple 

/ sin’7  («P’ -h  ca’ -1- 1) -t- «7’ sin'Ocos’7 

(5)  I + t'7’ cos’O  cos’ 7 -H  2<ip7sin0  siii7C0S7 

! — 20*7  cos  G sin  7 cos  7 = 07’ cos’O  -+-  07’ sin’ 0, 

pour  la  première,  et 

(6)  7 (c  — a)  sin  0 cosO  cosf  — n p sin  7 cosO  — c * sin  0 sin  7 = o, 
pour  la  seconde. 
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l'osons,  pour  iibré{,'er, 


tan{;0  = (ü  ci  rolij^X» 
ce  qui  doiiiic,  comme  un  suil, 


sin  V = 


V ' + z" 


cos  O = — 


VI  -t- Z' 

I 


sin  6 = . Cus6  

y I e*»^  ^ I —H  W' 


Substiluunl  d’abord  les  valeurs  de  sin  y cl  cos  y dans  les 
c()uaiions  (5)  et  (b),  elles  deviennenl  respcciivement 

rt,8'-t-c  -1-1  — y’  («cos’S-f-c  sin’O)  -4-y'(f — a)  (cos’ 6 — sin’0);t’ 
-I-  -27  («,8sin0  — C2COS0)/  = o, 

pour  la  première,  el 

7 [c  — <t)  si  11  6 cosO);  — rt(5  cos9  — t'a  sin  6 = o, 
jionr  la  seconde. 

IJiiffclion  de  la  Irace  du  plan  de  seclioii  circulaire  uir'celui 
de  la  hase  du  cône.  — On  tire  iinmédiuleincnl  de  la  dernière 
des  cqnaiions  de  condition  ci-dessus. 


nfieosCi  -h  tasinO 

^ y(‘'  — «)sin0cosO 

Substituant  celle  expression  de  z dans  la  premièie  des  mêmes 
équations,  el  remplaçant  dans  le  résultat,  sin  9 et  cosO  par  leurs 
valeurs  en  w,  elle  deviendra 


np’-l- ta’ 4- 1 — cy’  — y’[rt  — t) — ! — ; 

1 —H  w 

, . («8  -t-taw)’  2(rt9w  — ta)  («8 -t- Caw) 

+ -T^ — H"  — I — ^V- = “• 

' (t  — «)«’  (t  — rt)w 

Chassant  enlin  les  dénominateurs  de  celte  dernière  équation, 
ce  qui  donne 

( (I  -t-  ta’  — ■ ty’  -+-  i)  (<•  — n ) ( o>’  -|-  w*)  -I-  y’(  t — rt)’w’ 

-t-  (i  — w')  [a  jî-t-ca6i)’-l-2  (rtSiü  — ta)  raw)  [wH-w*)=o, 
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Cl  elTectuaiii  les  calculs,  il  viendra,  tuulcs  rcdiiciioiis  laites  cl 
en  urdoiinani  par  rapport  à l'inconniie  w, 

I c'x'o>‘  — [e — « -t- («;  ( fi'  — *'  + 7')  — e' («’ -t- 7' )]'.!* 

‘ j — [c  — — a'  — 7') -H  n' [ fl'H- 7')  j <•*’  — 

Discussion  du  ivsultut.  — Celle  éijualion  élanl  du  sixième 
<legré  en  w,  il  en  résulU",  en  général,  six  posilionsdu  plan  sé- 
ranl  pour  les(|uelles  l’équalion  de  la  courbe  (rinlerseelion  de 
ce  plan  ei  du  cène  donné,  man(|ucra  ilu  rcclangle  en  J.' y',  ei 
oit,  de  plus,  les  cocl'licienls  des  lerines  en  a.''  cl  seront 
égaux  cnlri'  eux. 

On  voit,  d’une  autre  part,  que  trois  «le  ces  positions  sont  sv- 
nietriiiues  par  rajiporl  aux  trois  autres,  du  moins  en  ce  «(ui 
regarde  la  trace  du  plan  sécant  sur  celui  des  xj-,  ür  cela  pro- 
vient évidemment  deceijuea,  ^ et  7 n’entrent  «pi’au  carré  dans 
ré<iualion  ci-dessus  en  u. 

En  effet,  si,  au  lieu  de  considérer  ces  coordonnées  du  som- 
met du  cône  comme  toutes  positives,  un  supposait,  i»ar  exem- 
ple, t|ue  P cl  7 fussent  seules  pttsilives  et  « négative,  il  est  clair’ 
«|ue,  dans  ce  cas,  réipialion  en  w conservant  exactement  la 
forme  précédente,  le  sommet  et  par  conséquent  l<«  cône  tout 
entier,  se  trouveraient  placés  en  dessous  et  sjinélriquemeni 
par  rapport  au  plan  des/;. 

Pareille  chose  arriverait  encore  si  l’on  supposait  soit  p,  soit  7 
seuls  négatifs;  mais  ces  deux  hy|lolhèses donneraient  évidem- 
ment les  mêmes  positions  de  la  trace  du  plan  sécant  sur  celui 
des  xy,  que  dans  le  cas  précédent  et  celui  oit  a,  p et  7 sont 
censés  à la  fois  positifs.  Il  n’y  a donc  réellement  qui^  trois 
couples  de  positions  ou  de  directions  distinctes  du  plan  sécant 
«lui  résolvent  la  «|ueslion  dans  celle  hypothèse  générale  de 
a,  P et  7 positifs. 

Toutefois,  on  ne  doit  pas  en  conclure  qu'il  existé  géométrique- 
ment parlant,  six  positions  du  plan  x'y  qui  puissetii  couper  le 
cône  en  question  suivant  des  circonférences  de  cercle  ; car  on 
sait  bien  «|u’il  n’y  en  a réellement  que  deux  de  celle  espèce, 
A la  vérité,  les  valeurs  de  w données  par  Téquation  ci-dessus, 
sont  telles  «pie  ré<iuation  de  la  courbe  d’inlcrsoclion  du  plan 
correspondant  ne  renferme  pas  le  terme  en  x' /,  et  que  le 
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coeflicieni  du  terme  en  >■'*  et  celui  en  x'^  y sont  égaux  entre 
eux;  mais  on  sait  ijarfaitemenl  aussi  qu’une  telle  é»]uation  ne 
représent»!  pas,  pour  cela,  nécessairement  une  circonférence 
de  cercle  réelle  et  finie;  puisque  notamment,  elle  pourrait 
prendre  la  forme 

( + py  + { mx'  -H  « )’  = ü, 

cas  au(|uel  la  section  se  réduirait  à un  point,  comme  on  en 
verra  ci-après  un  exemple. 

L'axe  du  cône  est  supposé  perpendiculaire  au  plan  de  sa 
base.  — Supposons  que  a et  p soient  nuis,  l'équation  (7),  ci- 
dessus,  donnera  pour  « les  valeurs  suivantes  : 

t>,  et  w* 

O 

or  on  peut  s’assurer  que  les  deux  iiremières  valeurs  de  u 
corres|)ondenl  seules  à d»*s  sections  circulaires. 

(Juant  à la  troisième  <jui,  substituée  dans  les  équations  de 
condition  (6)  ci-dessus,  donne  cosÿ  = o et  par  suite  ^ = 100", 
elle  correspond  à la  position  du  plan  des  x'y-',  pour  laquelle 
l'équation  d'intcrsccüon  de  ce  plan  avec  le  cône  proposé 
devient  simplement 

— 7)’=  O, 

c'est-à-dire  qu’il  coupe  le  cône  suivant  un  point  unique  con- 
fondu avec  son  sommet  même.  Quoique  celte  troisième  valeur 
<le  w semble  correspondre  à une  solution  particulière  du  pro- 
blème, elle  ne  peut  cependant  en  être  séparée  analytique- 
ment, de  sorte  que,  à ce  point  de  vue,  la  question  est,  tout 
au  moins,  du  troisième  degré. 

(Jn  p»Kil  remarquer  en  passant,  combien  les  réstillats  de  l’a- 
nalyse sont  cônséquents  entre  eux  ; car  si,  dans  le  cas  du  cône 
oblique  (|ui  nous  a d’abord  occupés,  il  était  possible  de  résou- 
«Ire  la  question  par  une  équation  du  deuxième  degré,  c’est-à- 
dire  (pi’oi»  pi'il  déterminer,  à priori  et  géométriiiuemenl,  la 
position  du  couple  de  sections  circulaires  ou  sous-conlruires 
de  ce  cône,  il  s'ensuivrait  inévitablement  qu’on  pourrait  déter- 
miner, de  même,  celle  de  ses  trois  axes  diaim'Mraiix  reciangii- 


I — «7’ 

I — C7’  ’ 
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lüires,  dont  lu  positiuii  de  sjmétrie  à l’égard  de  ce  couple  de 
seclioiis  esl  bien  connue,  ür  on  sait  que  la  recherche  de  ces 
trois  axes  conduit,  quoi  qu’on  fasse,  à une  é(|uation  finale  du 
troisième  degré;  ce  ()ui  s’accorde,  au  fond,  avec  les  résultats 
trouvés  précédemment  ('). 


IV. 

RECHBHCUE  ANALYTIOL'E  UES  RELATIONS  UE  POSITION  ENTRE  LE  SOMHET 
U’CN  CONE  UC  SECÜNU  UBGRfi  , SA  BASE  OBLlqlE  ET  LA  UIRECTION  UE 
SES  plans  OE  sections  CIRCULAIRES. 

Exposé  préliminaire. — Dans  le  n”  111,  nous  avons  supposé 
que  le  cône  fût  connu  par  sa  base  et  son  sommet,  et  il  s’agis- 
sait alors  de  déterminer  la  position  du  plan  qui,  passant  par 
l’origine  des  coordonnées,  couperait  ce  cône  suivant  une  cir- 


(*)  Cet  article  et  le  précédent,  qui  touchent  à la  métaphysique  de  la 
géométrie  et  du  calcul,  se  rattachent  au.x  idées  ou  mieux,  à l’esprit  dans 
lequel  ces  premières  recherches  ont  été  entreprises;  ils  auraient  besoin 
d’éclaircissemenUs,  de  commentairi's,  de  rectifications  même,  telles  que 
M.  Moutard,  dont  l'utile  coopération  sera  mieux  caractérisée  dans  une 
note  subséquente,  m’en  a proposé,  et  que  je  n’ai  pas  dé  admettre  d’après 
ma  ferme  résolution  de  n’apjiorter  au  texte  primitif  aucun  changement 
essentiel,  mais  qui  mériteraient  de  devenir  l’objet  de  notes  spéciales  à la 
suite  de  cet  ouvrage.  D’ailleurs  ces  éclaircissements  n'ayant  qu'une  re- 
lation indirecte  avec  les  articles  suivants,  j'imiterai  le  laconisme  du  texte, 
en  faisant  seulement  observer  que,  si  l’on  substitue  les  racines  01  = 0, 
U = 00  , dans  l’expression  générale  de  x,  les  résultats  prendront  la  forme 


indéterminée^;  ce  qui  prouve  que,  dans  les  hypothèses  restreintes  où 

l’on  se  place  et  pour  lesquelles  la  trace  du  plan  des  sections  circulaires 
sur  celui  des  xy  se  confond,  en  direction,  avec  celle  des  a.xes  principaux 
de  la  courbe  de  base  (ellipse  réelle  ou  imaginaire,  hyperbole,  etc.),  la 
seconde  des  équations  ci-dessus  du  texte  étant  naturellement  satisfaite, 
il  devient  nécessaire  de  recourir  à la  première  des  équations  de  condition 
qui,  dans  les  mêmes  hyiiothèscs  de  a et  S nuis,  donne  pour  calculer  l’angle 
d'inclinaison  y du  plan  de  section  circulaire  sur  celui  do  la  base  du  cône, 
le  résultat  très-simple 


sin  y ± 7 


(rt  — c ) ( cos’O  — sin'  0 ) 
I — 7’  ( rt  sin’é-l-ccos'él 
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cüiiréreiico  de  eerclc  ; nous  nous  pro|)usous  inuiuieuiuU  de 
iroiivcr  la  |iositioii  du  suiiuiiel  d’un  cône  de  Itase  donnée,  (|ui 
sérail  coupé  suivanl  un  cercle  ])ar  un  plan  dont  la  liace  sur 
celui  de  C(“lle  base,  serait  eilc*niénic  assignée;  on,  plulôl 
encore,  <le  « trouver  la  position  du  sonnnet  d'un  cône  dont 
» la  base  est  donnée,  ainsi  que  la  trace  du  plan  <|ui,  passant 
» par  ce  soininei,  serait  parallèle  à l’un  des  syslèines  de  sec- 
>1  lions  circidaires.  » 

Soient,  ainsi  que  préeédennnent,  a,  p et  7 les  coordonnées 
inconnues  du  sonnnet  du  cône. 


fx’-t-  I = o 

l'équation  de  la  base  de  ce  cône,  ainsi  ra|(purlée  à son  centre 
et  à ses  axes  principaux;  soit  enlin 

X =T  ) -t-  K 

r(’“(lualion  de  la  trace  du  |>lan  qui,  passant  par  le  soinnuu  a.p.y, 
doit  être  pai-allèle  à celui  des  systèmes  de  sections  circidaires 
du  cône  (|ue  l'on  considère  en  particulier. 


qui  dovienl,  pour  w’  = o ou  sinO  = o,  cos5  = 1 , 


et,  |K)ur  6)  = X , ou  sin  0 = 1 , ros  Ci  = o. 


sin  7 : 


doubles  valeurs  dont  l'une,  au  moins,  appartient  à des  solutions  ou  inter- 
sections circulaires  impossibles. 

.Mais  je  ne  m’étendrai  pas  sur  ce  sy.stémo  d’interprétation  étranger, 
ju.squ'à  un  certain  point,  au  but  actuel  de  ces  lemmes  de  géométrio  ana- 
I)  tique,  et  je  me  borne  à remarquer  que  l’abaissement  de  la  question  au 
second  degré  dans  les  hypothèses  précitées  du  cône  droit,  etc.,  tient  uni- 
quement, en  effet,  à ce  que  les  plans  coordonnés  y sont,  à priori,  supposés 
paialleles  aux  plans  principaux  de  la  surface  conique  indérinie  (iroposéo, 
plans  dont  la  direction  iiassant  par  le  sommet  de  ce  cône,  dépend, 
comme  on  le  sait  encore,  d'une  équation  du  troisième  degré,  facile  à ob- 
tenir on  plaçant  l’origine  dc.s  coordonnées  en  ce  même  sommet. 
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t'onJilions  pour  que  te  .plan,  parallèle  aux  sections  circu- 
laires et  contenant  le  sommet  itu  cône,  coupe  le  plan  Je  sa 
Itttse  suicant  une  droite  donnée  de  position. — D’après  une 
remariiue  Urée  des  formules  de  iransformalion  de  roordon- 
iiées(3)  de  l'arl.  U,  |■é(Hlaliou 

Z = laiijîif  cüs  0 X — taiig  y sin  0 >■ 

esl  celle  du  plan  sécant  ou  des  x' y'  du  n"  111,  et  si  nous  \ 
supposons  aux  qtianlilés  y et  9 les  valeurs  <iui  se  déduisent  des 
relations  (5),  (G)  01(7)  du  même  article,  cette  équation  re- 
présente le  plan  de  la  section  circulaire  du  cône  contenant 
l’origine  des  axes  coordonnés. 

Le  plan  qui,  passant  par  le  soinntet  de  ce  cône,  est  parallèle 
aux  divers  plans  de  sections  circulaires,  a donc  pour  équation 

Z — 7 = tangŸ  cosO(x  — a)  — tangifSinG  (j — ft)  ; 

par  conséquent,  la  trace  de  ce  plan  sur  celui  de  la  base  du 
cône  ou  des  xy,  est 

— 7 = tangŸ  cosO  (x  — a)  — tangy  sinO  — S), 
ou  bien,  d'après  nos  conventions. 


X 


f-  a — M b. 

tangyCosO 


Cette  trace,  devant  se  confondre  avec  la  droite  donnée 
x = T/-hK,  on  aura  nécessairement  les  deux  équations  de 
condition 


w = '1 , a — Cii  P ' 

f>r,  d’après  l’équation  (Gi, 


tangi  cos  9 


7 (f  — rtlsin  8 
tang  7 = CL-- ; 

^ -+“  C*  a w 


k. 


donc,  substituant  dans  la  dernière  des  précédentes,  il  viendnf 


a — M fJ  — 


c — «IsinOcüsO 


= k. 


Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coordonnées  a 
et  (i  du  sommet  du  cône. 
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üii  voit,  parlii,  (|iie  cesoinmel  esl-iiécessaireinenl  silué  dans 
un  plan  vertical  perperuliculaire  A celui  des  xy  ou  de  la  buse 
du  cône.  De  plus,  la  trace  de  ce  plan  vertical  est  perpendicu- 
laire à la  droite  donnée  x = Tr-I-  K ou  x = u >•  -t-  K. 

En  effet,  remplaçons,  dans  l’équation  ci-dessus,  les  indéter- 
minées a et  fl  par  .r  el  et  chassons  le  dénominateur,  elle 
deviendra 


-c  [(c  — rt)  sinO  cos 6 — eu]  — (c  — a)  sin  6 cosfl  oi  -)-  «] 

(c  — <i)sin0cos6 

Or  on  a identiquement,  à cause  de  lang9  = u,  d’une  part 

(c — u)  sin  0 cos  6 — fw  = w [(c  — «)cos’fl  — c] 

= w[(c  — rtjcos’ô  — f(cos’0  -(-  sin’O)] 
= — w ( n -h  f ) cos’  0, 

el,  d’une  autre, 

(c  — n)siii6  cosOw  -ha  — (c  — «)  sin’ fl  -h  « (cos’  9 -4-  sin’  fl) 
= (rt  -l-  C6>')  cos’ fl. 

En  substituant  donc,  il  viendra  plus  simplemeni 

..  — («  -h  c«’)  ( r -I-  w.*') 

K = — — ■ — ’-T > 

( c fl  M ) 

ou,  ce  ipii  revient  au  même. 


(8) 


i >■  _ ; 

w'  rt-l-cu’ 


équation  qui  prouve,  ainsi  que  nous  l’avions  annoncé,  que  le 
sommet  du  cône  est  effectivement  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à la  droite  x = o>  y -h  K donnée  sur  le  plan  de  sa  base. 

On  ne  doit  pas  oublier  ipie  la  tangente  irigonométrique  w est 
une  quantité  numérique  connue,  égale  à ï.  ^ous  continuerons 
à nous  servir  do  w au  lieu  de  T,  mais  il  faudra  toujours  regarder 
cette  quantité  comme  une  constante  dans  les  calculs  ci-après. 

Équations  du  lieu  des  sommets  de  cône  qui  satisfont  aux 
conditions  précédentes.  — Si  l’on  suppose  qu’on  mette  pour  &> 
dansl’équalion  (7)  trouvée  dans  l’art.  III  déjà  rappelé  ci-dessus 
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sa  valeur  toute  cuniiuc  T,  il  en  résullei-a  une  nouvelle  équa- 
tion à laquelle  devront  néeessairement  satisfaire  les  coordon- 
nées inconnues  a,  p et  y du  sommet  <lu  cône,  et  qui  sera  par 
conséquent  entre  ces  variables,  l’équation  même  delà  surface 
sur  laquelle  ce  sommet  doit  être  situé,  d’après  les  condi.tions 
du  problème. 

Or,  en  ordonnant  cette  équation  (7)  par  rapport  aux  indéter- 
minées O,  3 et  '/,  elle  devient 

(«  — c)  (rt  -f-  Cw’)  w’y’  -I-  fl(  I -h  w’)  (o  -f-  Cw=)  P' 

— C (l  w’)  (rt  -I-  Cu’)  w’a’  -f-  (c  — a)  (1  -f-  = O, 

OU,  en  remplaçant  les  indéterminées  particulières  a,  p et  7 du 
sommet  du  cône  par  les  variables  générales  x,  y,  z. 


[a  — c)[a  -h  c«’)w’z'-4-  a(\  -|-M’){rt  4-  cu')  r' 

— c(i  -i-  »’)  (a  -h  c -I-  (c  — rt)  [i  4-  w’)w’  = O , 


dans  laquelle  la  lettre  w est  désormais  une  constante. 

Cette  équation  entre  les  coordonnées  x,  ^ montre  que 
le  sommet  du  cône  doit  être  sur  une  surface  du  second  dé- 
féré, et,  comme  nous  avons  déjà  prouvé  qu’il  doit  être  aussi 
dans  un  plan  (8  ) perpendiculaire  à la  droite  donnée  a:  = u y-h  K, 
il  s’ensuit  qu’il  se  trouve  à l’intersection  même  de  la  surface  (9), 
que  partagent  symétriquement  les  plans  coordonnés,  avec  le 
plan  vertical  (8).  Ainsi  ce  sommet  est  réellement  sur  une  cer- 
taine courbe  du  second  degré.  Mais  il  y a plus  encore  : cette 
courbe  du  second  degré  est  un  cercle  dont  le  centre  est  le 
point  d’intersection  même  de  la  droite  donnée  jr  = M>-4-K  et 
du  plan  (8). 

En  effet,  si  le  plan  vertical  qui  a (8)  pour  équation  coupe  la 
surfacc(9)  suivant  un  cercle,  tout  plan  parallèle  à celui-là  cou- 
pera la  même  surface  suivant  un  autre  cercle.  Si  donc  on  mène 
par  l’origine  des  coordonnées  un  plan  parallèle  au  plan  (8), 

dont  l’équation  sera  par  conséquent  — - r,  il  devra  couper 

Cl)  ‘ 

aussi  la  surface  (9)  suivant  un  cercle. 

Cela  posé,  puisque  la  trace  x ■=  — -4-  de  ce  plan  fait  avec 

l’axe  des  >■  un  angle  dont  la  tangente  est  égale  à — - et  dont 

O) 
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le  sinus  est  égal  à cosO  et  le  cosinus  à — sin  9,  il  est  évident 
(lue,  si  l'on  veut  rapporter  la  surface  (f|)  à celle  droite  considé- 
rée comme  nouvel  axe  des  y,  l’axe  des  z restant  le  même,  il 
faudra  mettre  pour  x et  _r,  dans  l'équation  (i))  de  celle  sur- 
face, les  valeurs  fournies  par  les  formules  de  transformation 

JE  = — y sin  0 — a:' cos  0,  x = y cos  9 — x'  sin  9 . 

On  s’assurei-a  de  l’cxaclilude  de  ces  expressions  en  posant 
a = loo”  -+-  9,  changeant  x en  r,  en  r'  et  inversement,  dans 
les  formules  générales 

x = x'  cos  « — y sin  a,  >•=*■'  sin  a -h  je*  cos  a, 

du  n“  I de  ces  Lemmes  de  géométrie  analytique,  où  x'  et  >•' 
ont  d’ailleurs  des  significalions  autres  que  dans  le  n°  III. 

Il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  snbsliiuer  à x cl  v les  valeurs 
ci-dessus  dans  l’ériualion  (9). 

Pour  simplilicr  les  calculs,  je  fiiis 

[a  — c)  (rt-h  cw‘-)«’=:  A,  n {(  -I-  w’)  (n  -f-cw’)  = H, 

— c (1  -t-  w’  ) f rt  -f-  cu’]  6)’  = C , (r — o)  (1  -H  w’)  oj“  = I), 

Cl  alors  celle  équation  prend  la  forme 

\ s’ -I- C x’ 1)  = O. 

Par  la  substitution  indiquée,  elle  devient 

A3’-I-  ( B sin'  0 -1-  C cos'9)y'  -h  (B  cos’9  -|-C  sin’9)j:'’ 

9.  sin 0 cos 9 (B  — C)  jt' _e'  -4- 1)  = o. 

Faisant  x'  = o,y  = y dans  celle  étiualion  (|ui  représente  l.i 

surface  (9)  rapportée  à la  droite  .r= — -y  comme  axe  des  e. 

elle  donnera  pour  son  intersection  avec  le  plan  vertical  des 
1-3,  corrcs])ondanl  .à  celle  droite,  l’équation 

A 3’-l-  (Bsin’9  + Ccos’0)y’-f-  1)=  o 

ou,  en  remellanl  pour  A,  B,  C,  et  I)  leurs  valeurs  et  divisant 
par  (n  — c)  wî, 

(o  Cm’)  3’  ■+■  (rt  Cm’)  )’’z=:  I -f-  w’. 
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(^ellc  t‘«|uaiioii  i*si  cell»!  il’iin  rcrcle.  Donr,  l<*  plan  vnrii- 

cal  ,r  = — - r,  et  aussi,  par  suite,  le  plan  (8)  qui  lui  est  pa- 
rallèle roupent  la  surface  (qi  suivant  des  circonférences  de 
cercle,  coninie  nous  l’avions  annoncé. 

On  voit,  de  ]dns,  fine  les  centres  des  sections  circulaires 
parallèles  à celles  dont  il  s'agit,  étant  tous  situés  sur  le  plan 
des  ÆT  et  sur  un  diamètre  de  la  surface  (q),  le  centre  même 
du  cercle  qui  contient  le  sommet  du  cône,  doit  se  trouvera 
l’inlersection  de  ce  diamètre  et  de  la  trace  n;présentée  par 
l’équation  (8)  ci-dessus,  c’est-à-dire  par 


(B) 


■ K(c-r/) 

w ' ff  Cw' 


Relations  qui  lient  le  lien  du  sommet  des  cônes  à leur  base 
commune,  — Soit  NM  la  trace  dont  il  vient  d’ètre  parlé  et  qui 
doit  renfermer  le  centre  du  cercle  contenant  les  sommets  de 
cènes;  (A)  la  section  conique  avant  pour  centre  l’origine  A, 
des  axes  coordonnés,  et  représentant  la  trace  de  la  surface  (9) 
sur  le  plan  des^-j;  i et  o les  points  oii  ces  deux  traces  se 
coupent;  il  est  visible  que  le  centre  c fin  cercle  vertical  suivant 


Fij».  '10. 


lequel  le  plan  perpendiculaire  à MN  rencontre  cette  surface, 
se  trouve  situé  au  milieu  de  la  corde  io,  et  qu’il  en  est  de 
même  pour  toute  autre  section  verticale  parallèle  à celle-ci;  la 
suite  de  tous  les  centres  c sera  donc  située  sur  un  diamètre  de 
la  conique  ( A),  passant  par  l’origine  A des  axes  et  conjugué  à 
la  direction  de  MN.  C’est  l’équation  de  ce  diamètre  qn’il  s’agit 
ici  de  trouver;  or  il  est  évident  que  la  tangente  à (A)  menée 
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!Ui  poiiil  t oii  la  (lirccliDn  A r de  ce  diamèlre  la  coupo,  doit 
('tn*  parallèle  à la  irace  représenlée  par  l'équalion  (8)  rappelée 
ci-dessus;  la  quesiion  revienl  donc  au  fond,  à mener  à la 
courbe  (A)  une  laiiRenie  parallèle  à MN. 

Pour  obtenir  l’équalion  de  la  conique  ( A),  il  faut  faire  s = o 
dans  l’équation  (9);  ce  qui  donne 

(10)  -H  Cm’)/’  — C (fl  -(-Cm’)  m’  a:’  (c  — rt)  m’  = O. 


D’ailleurs  on  sait  que  la  tangente  irigonométriqiie  de  l’angle 
qu’une  tangente  à une  courbe  fait  avec  l’axe  des  >•  est  égale 


donc,  dans  le  cas  actuel,  cette  tangente  aura  pour  va- 


leur numérique  ^ Mais,  par  hypothèse,  elle  doit  être 


égale  à la  tangente  — - de  l’angle  que  fait,  avec  ce  même 

Ct> 

axe,  la  trace  MN  représentée  par  l’équation  (8);  donc,  on  doit 
avoir  généralement 


nr  I , . 

— — = ou  bien  nf -t- cw  jr  = o. 


Dans  cette  équation,  les  coordonnées  .r_ei  jr  sont  celles  du 
point  de  tangence  l , et  par  conséquent  en  la  combinant  avec 
l’équation  (10)  de  la  conique  (A),  on  obtimidrait  les  valeurs 
mêmes  des  coordonnées  de  ce  point  /.  Or  cette  équation 
«)•-(-  CMjr  = O est  celle  d’une  droite  qui  passe  par  le  centre  A 
delà  conique,  quand  on  y suppose  .t  et  v variables;  donc 
c’est  l’équation  propre  du  diamètre  conjugué  à la  direction  de 
NM,  cl  en  la  combinant  avec  l’équation  (8)  de  celle  trace,  on 
obtiendra  pour  les  coordonnées  du  centre  cberché  c, 

CM  K 

a -t-  cm’ 

Il  est  aisé  maintenant  de  démontrer  que  ces  valeurs  satisfoni 
aussi  à l’équation  a:  = M v-i-  K de  la  droite  donnée  arbitraire- 
ment sur  le  plan  des.rr;  donc  /c  centre  du  cercle  sur  lequel 


n K 


n -1-  Cm' 
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est  situé  le  sommet  du  cône,  se  trouve  à l’intersection  même 
de  la  droite  donnée  et  du  plan  de  ce  cercle;  comme  il  s'agis- 
sait de  le  démontrer. 

Tic.  5i. 


Renuy-quahles  propriétés  du  plan  conduit,  par  le  sommet 
du  cône,  parallèlement  aux  sections  circulaires.  — Soit  mainte- 
nant (B)  la  base  fixe  du  cône; 

«>■’  -H  c.r’  -t-  I = O, 

son  équation;  (Jig.  5i)  la  droite  donnée  dont  l’équation  est 
X = « V 4-  K et  qui  renferme  le  centre  c,  du  cercle  \’ertical  sur 
lequel  est  situé  le  sommet  7 de  ce  cône  ; soient  /•  et  0 les 
deux  points  où  cette  droite  rencontre  la  courbe  de  base  (B); 
je  disque  le  centre  c divise  la  corde  ko  précisément  en  deux 
parties  égales. 

En  effet,  imaginons  que  x'  et^-'  représentent  les  coordon- 
nées du  point  de  contact  t'  d’une  tangente  à (B)  parallèle  à kO, 

d.r' ay 

dy  ex' 

sera  la  tangente  trigonométrique  de  l’anglo  qu’elle  fait  avec 
l'axe  des/,  et,  comme  elle  doit  être  parallèle  à ko,  il  faudra 
qu’on  ait 

dx'  «>•'  , , 

= ou  -i-ct.i.r'  = o ; 

dr  ex 

d’où  l’on  conclut,  comme  précédemment,  i|ue  la  direction  in- 
définie B /'  du  diamètre  qui  passe  par  le  milieu  de  la  corde  A 0, 
a précisément  pour  équation 

a}  ' -f.  c w jc'  = O , 

. ‘ 8 
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en  y l egardaiil  les  indéierminées  x'  el  y du  point  de  coiiUcl  t' 
(omine  des  coordoiiiiées  variables.  Or  ce  diainèlre  B<',  qui 
coupe  la  corde  A O en  deux  parties  égales,  se  confond  évidem- 
ment avec  celui  qui  a la  direction  de  A / dans  la  /fg-.  5o  et  con- 
tient aussi  le  centre  c,  puisque  leurs  équations  sont  les 
mêmes.  Donc  enfin  le  centre  c,  dit  cercle  <fui  contient  les 
sommets  de  cônes,  est  situé  au  milieu  de  la  corde  et  par 
conséquent,  si  l’on  divise  cette  corde  en  deux  parties  égales 
en  c,  el  que,  de  ce  point,  on  éléve  une  perpendiculaire  à la 
direction,  de  cette  corde,  ce  sera  la  trace  du  plan  du  cercle 
dont  il  s’agit. 

Voici  encore  une  propriété  qui  servira  <à  dclerminer  la  gran- 
deur du  même  eerclc  : Le  carré  du  diamètre  du  ceicle  qui 
contient  les  sommets  de  cônes,  est  égfU  au  carré  de  l^  corde 
donnée  ki,  mais  pris  avec  un  signe  contraire. 

11  est  visible,  en  effet,  que  le  diamètre  du  cercle  dont  il 
s’agit  est  égal  [Jig.  5o)  à la  corde  oi  formée  par  la  conique  (A) 
(é(|uation  lo)  et  par  la  trace  M\  du  plan  de  ce  cercle  ; il  faut 
donc  calculer  la  longueur  de  la  corde  d'une  section  conique 
dont  on  connaît  l'équation  et  celle  de  celle  corde.  Pour  ne  pas 
répéter  deux  fois  le  même  calcid,  nous  l’exéciHerons  d’une 
manière  générale. 

Keprésenlons,  à cel  effet,  par 

, .\_>  = -I- C.jr’ D = O et  x = tny-\-n 

les  équations  de  la  courbe  cl  de  la  corde  en  question.  En  les 
combinant  entre  elles,  on  obtiendra  pour  les  coordonnéesdes 
points  d'intersection, 

tnn{’.±\lin'n'‘0 — (Il  -i-  tl  «')  ( A -|-  Cm’j 
• _ A -t- 

n A rh  A*  — ( Dm’  A «’)  ( A dm’ ) _ 

.A-t-dm’ 

Donc  le  carré  de  la  distance  entre  ces  deux  points  sera,  en 
appelant  cette  distance  A, 

, [D(A  -t-dm’) -t-Ad/i’]  (i  -l-m’) 

* (A-t-dm’;’ 
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Considérons  d’abord  la  corde  A 0 5i  );  son  équation  et 
celle  de  la  conique  (B)  ci-dessus,  étant  respectivement 

a:  = w_)--)-K,  -h  cj"’-f- I =o, 

on  a,  dans  ce  cas. 


m = w,  « = K,  \ = a,  r.  = c,  D=i; 


et,  par  conséquent, 

—,  frt-Hcw’-+-rtcK’)(i-i-wM 

h'  0 — A — , • ' 

(a-l-cw)* 

Maintenant,  si  l’on  considère  la  cotirbe  (A)  et  lu  sécante  MN 
ou  la  corde  io  5o),  reprcsenlées  respectivement  par  les 
équations  (lo)  et  (8),  c’est-à-dire 

a (rt-f-  cm’)y  — c (rt-)-cw“)  w^.r’-i-(c  — «)  w’=o, 

X = — - r — — , 

0-+-  eu’ 

on  aura,  en  comparant. 


. A =a  («+  eu’), 
D=  fc  — rt)  u’, 


C = — e (rt  -|-  coi’)  u’ , 


/Il  = , n~ 


—K 


iS—jt). 


-eu’ 


et  par  conséquent,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l’expres- 
sion de  A’, 


4 R’=  oi  = 


—.1  (rt-hcu’-i-rteK’) 


(rt-f- eu’)’ 


Donc  enfin 


= 4 R’  = - /rO 


(l  -i-w’). 


c’esi-à-dire,  comme  on  l’a  avancé  ci-dessus,  que  le  carré  du 
' diamètre  du  cercle  qui  contient  le  sommet  du  cône  est  égal 
à celui  de  la  corde  donnée  hi,  pris  négativement. 
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TROISIÈME  CAHIER. 

PROPRIÉTÉS  DESCRIPTIVES  DES  SIMPLES  CONIQUES  : 

APPUCiVTlUN  DIS  PREMIERS  PRINCIPES  DE  PROJECTION  CENTRALE 
ET  D’ANALYSE  A CES  COURRES  ET  AUX  KIOURES  POLYOONALPS. 


Il  csl  une  manière  de  dcmonircr  certaines  propriétés  des 
figures,  à la  fois  géométrique  et  analytique,  par  laquelle  on 
parvient  à découvrir,  avec  sim|)licité,  des  vérités  qu'il  serait 
sinon  impossible,  du  moins  très-diflicile  de  démontrer  direc- 
tement par  le  seul  secours  de  la  géométrie  ou  de  l’analyse.  Cette 
méthode,  dont  MM.  Carnot  cl  Brianclion  se  sont  particulière- 
ment servis  et  ont  offert  de  beaux  exemples,  consiste  à em- 
ployer la  géométrie  pour  ramener  la  question  proposée  à une 
autre  beaucoup  plus  simple,  et  qui,  bien  qu’elle  en  soit  un  cas 
particulier,  la  comprend  néanmoins  en  vertu  de  l’extension 
qu’elle  peut  recevoir  au  moyen  d’une  proposition  ou  d'une 
construction  géométrique  auxiliaire. 

Comme  ces  lemmes  ou  moyens  de  réduction,  seront  souvent 
invoqués  dans  ce  qui  suit,  je  commencerai  par  en  faire  con- 
naître les  principaux,  ceux  qui  étant  les  plus  simples,  sont  le 
plus  généralement  connus  et  mis  en  usage. 

I. 

PRINCIPES  KONOVMF.NTACX  ET  ÉLÉMENTAIRES  DE  PROJECTION 
COMQLE  ou  CENTRALE. 

Premier  principe.  — (t  Toute  courbe  du  deuxième  degré 
» peut  être  considérée  comme  provenant  de  l’intersection  d’un 
» cône  oblique  à base  circulaire  par  un  plan  arbitraire  ; cette 
» courbe  peut  être  dite,  en  général,  la  projection  du  cercle  de 
» base  sur  le  plan  sécant,  et  le  cercle  de  base  doit,  à son  tour, 
)'  être  considéré  comme  la  projection  conique  ou  centrale  de 
1)  la  courbe  précitée. 
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» Toute  langeiile  à la  même  courbe,  doit  être  considérée 
« comme  la  projection  d’une  tangente  au  cercle  de  base  ou 
Il  d’une  autre  section  plane  ipielcoiKpie  du  cône.  En  général, 
Il  les  projections  des  tangentes  restent  des  tangentes;  mais  il 
I)  n’en  est  pas  ainsi  des  normales.  » 

Remarque. — Le  système  de  deux  droites  arbitraires  se  cou- 
pant sur  un  plan,  quoique  pouvant  être  considéré  comme  une 
section  conique  particulière,  ne  sera  point  compris, en  général, 
au  nombre  des  projections  du  cercle.  Néanmoins,  comme  le 
système  de  deux  droites  n’est  qu’une  simple  modilicalion  de 
la  courbe  du  deuxième  degré , toute  propriété  suffisamment 
générale  de  celle-ci  sera  applicable  à ce  système,  en  vertu  des 
principes  mêmes  de  l’analyse  algébrique.  Ainsi,  des  propriétés 
générales  de  la  courbe  du  deuxième  degré,  on  pourra  bien 
déduire  celles  de  l’ensemble  de  deux  lignes  droites,  mais  l’in- 
verse ne  sera  pas  admis  à priori. 

Deuxième  principe.  — n Deux  droites  parallèles  ou  con- 
« courantes  ont  pour  projection  sur  un  plan  quelconque,  deux 
Il  autres  droites  concourantes,  et  réciproquement  deux  droites 
Il  qui  se  coupent  peuvent  être  projetées  d’une  infinité  de  nia- 
II  nièces  différentes,  suivant  deux  droites  parallèles.  » 

Cette  proposition  s’étend  au  système  d’un  nombre  quelcon- 
que de  droites  parallèles  ou  concourantes , situées  dans  un 
même  plan.  Ainsi  : « Toute  propriété  générale  d’un  tel  système 
O ayant  trait  à la  direction  indéfinie  des  lignes  et  non  à leur 
Il  mesure,  reste  applicable  à leur  projection  conique  ou  cen- 
II  traie  sur  un  plan  ai  bitraire.» 

Troisième  principe. — « La  projection  de  plusieurs  systèmes 
Il  distincts  de  droites  parallèles  est  un  égal  nombre  de  systèmes 
Il  de  droites  concourant,  dans  chacun,  en  un  point  distinct,  et 
U tous  les  points  de  concours  sont  sur  une  même  droite.  » 

La  réciproque  est  également  vraie. 

Remarque.  — Ces  théorème's  ou  principes  de  projection 
centrale  ne  sont  autres  que  ceux  de  la  perspective  linéaire  ; la 
démonstration  en  est  facile  et  purement  éléineuiairo.^ 
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Leinmes  relatifs  au  double  système  de  sections  circulaires 
des  cônes  obliques. 

Un  cône  oblique  dont  la  base  est  une  courbe  quelconque 
du  deuxieme  degré,  peut,  comme  on  sait  (*),  être  coupé  par  un 
plan  suivant  des  cercles,  et  il  y a généralement  deux  directions  du 
plan  sécant,  non  parallèles,  pour  lesquelles  cela  a lieu  ; c’est  ce 
qu’on  nomme  quelquefois,  sections  sous-contraires  du  cône. 
Cette  proposition , comme  on  sait  aussi,  est  générale  pour  les 
surfaces  du  deuxième  degré  ; mais  il  importe  ici  d’en  établir 
la  vérité  géométriquement  ou  synthétiquement  pour  le  cône 
oblique  à base  circulaire,  en  particulier. 

Proposition  fondamentale.  — Soit  (c),  fig.  5s,  la  base  cir- 
culaire, de  centre  c,  d’un  cône  oblique;  s le  sommet  du  cône; 
sp  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  sommet  sur  le  plan  de  (c), 
que  nous  considérerons  comme  plan  horizontal;  soient  me- 


Fig.  5a. 


nées  les  deux  arêtes  sa,  sb,  dans  le  plan  vertical  perpendi- 
culaire au  précédent  et  contenant  sc  ; je  dis  que  la  section 
iOH5-co«l/xu/e  conjuguée  à celle  de  la  base,  est  dans  un  plan 
perpendiculaire  à sab  et  dont  la  trace  mn,  sur  ce  dernier. 


(*)  On  en  trouve  une  démonstration  analytique  suflisamment  com- 
plété dans  l’art.  I du  II*  Cahier,  article  dont  il  était  en  effet  inutile  d’in- 
voquer la  ^connaissaitce  ici,  commu  on  le  verra  par  les  démonstrations 
suivantes  du  manuscrit. 
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fait  avec  l'aréle  sh,  l'angle  oblus  smn,  égal  à l’angle  sab  a la 
base  ab  du  cAnc. 

En  effel,  si  la  section  inn  est  un  cercle,  l’ordonnée  borizon- 
tale  qd  de  ce  cercle,  correspondante  au  point  q d’intersection 
des  diatnètres  nm  et  ab,  sera  moyenne  proportionnelle  entre 
les  segments  nq  et  mq;  de  sorte  qu’on  devra  avoir 

(Iq  mq  X nq. 

Mais  l’ordonnée  dq  est  nécessairement  commune  aux  deux 
cercles  ou  sections  : donc  on  a aussi 

• 1 

dq  — aq  X qb  t 

et  par  consé(|uenl 

mq  X nq  = aq  X qb  ou  mq  ’.qb  : ; aq  ; iiq. 

Donc  enfin  les  deux  triangles  aqn  et  bmq,  qui  ont  un  angle 
égal  compris  entre  côtés  proportionnels , sont  semblables,  et 
par  conséquent,  l'angle  ymô  est  égal  à son  homologue,  çin/t, 
comme  pareillement,  l’angle  ==n/<9.  KéciprO(|uemenl,  si 
cette  relation  a lieu  entre  les  angles,  n’importe  où  mn  est 
placé  dans  sab,  la  section  conique  inclinée,  correspondante, 
sera  une  circonférence  de  cercle. 

Toutes  les  sections  parallèles  à inn  étant  dône  des  cercles, 
leurs  centres  c’,  seront  rangés  sur  une  même  droite  sc',  passant 
par  le  sommets;  pareillement  les  centres  des  sections  parallèles 
à la  base  ab  du  cône,  seront  situés  sur  une  droite  jc,  passant 
aussi  par  le  sommet  s du  cône.  Mais  ces  deux  droites  ne  sont 
pas  généralement  les  mêmes,  elles  ne  se  confondent  que  quand 
le  cône  est  droit  ou  de  révolution. 

La  ligne  sc'  des  centres  c'  coupe  le  diamètre  ab  au  point  1, 
il  y a donc  toujours  une  section  soiu-contraire  à ab,  dont  le 
centre  est  situe  sur  ce  diamètre  même,  au  yioint  de  ren- 
contre I dont  il  s’agit. 

Positions  relatives  du  sonunet  du  cône  et  de  ses  sections 
sous-contraires.  — Soit  i (fig.  53)  un  ])Oint  quelconque  du  dia- 
mètre ab  de  (c)  déjà  considéré;  soit  menée  par  ce  point  la 
droite  nm,  telle  qu’elle  soit  divisée  en. parties  égales  au  point  i 


Digitized  by  Google 


lîo  Iir  CAIUER.  - PROPRIÉTÉS  DESCRIPTIVES 

par  deux  droites  arbitraires  bs  et  <is,  menées,  dans  le  plan  ver- 
tical de  ab,  d’un  point  s aux  extrémités  de  ce  diamètre;  par 

Kic-  53. 


ce  point  pris  pour  sommet  de  cône,  soit  tirée  la  parallèle  sh 
a mn  rencontrant  ba  prolongé  on  le;  de  plus,  faisons 

bs  — m,  sa=n,  ac  — r.  ic  = y; 

la  droite  io  étant,  d’autre  part,  menée  dans  le  triangle  abs, 
paraHèlemcnl  à la  base  bs,  et  divisant  so  en  parties  égales, 
comme  i divise  inn  par  hypothèse,  on  aura  les  proportions 

soioall  ib'.ai  ou  so’.oa'.l  r+yi  r‘—y; 

d’où,  componendo , ’ 

so-\-oa  ou  n'.so — oa'.'.ir’.zy'.’.r'.y. 

Mais  s/r  étant  parallèle  à mn,  les  triangles  ask  et  ain  sont 
semblables,  et  l’on  a 

an  ou  on  — oa  =■  so  — oa  : ai  ::  sa:  ak, 
soit 

so  — oa'.r  — y ::  n\  ak. 

Multipliant  cette  proportion  par  ordre  avec  la  précédente,  n 
et  so  — oa  s’en  iront,  et  l’on  eu  conclura 

n :r—y::  r-x.n  : ak'X.y; 

ou,  ce  qui  rcvicni  au  même, 

i^—y[ak+r)  — ci'X.  ok. 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que  le  point  k est  celui  où  la 
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tangente,  menée  par  le  point  t du  cercle  (c),  qui  correspond 
à l’ordonnée  du  point  i,  vient  rencontrer  le  diamètre  ab  pro- 
longé. Car,  dans  le  triangle  rectangle  klc  où  l'ordonnée  ti  est 
perpendiculaire  à l’hypoténuse,  on  a 

et  = r’  = ci  X ok- 

Donc  «si,  par  le  point  i pris  arbitrairement  sur  le  diamètre 
)'  ab,  on  élève  l’ordonnée  it,  et  que,  par  son  extrémité  t,  on 
» mène  tk  tangente  au  cercle  (c),  celle-ci  coupera  le  diamètre 
» ab  prolongé,  en  un  point  k,  jouissant  de  la  propriété  que, 
» pour  toute  position  des  droites  sa,  sb  ou  du  point  s choisi 
» en  particulier,  sk  sera  parallèle  à la  droite  mn,  divisée  en 
U deux  parties  égales  au  point  i.  » 

Problème  annexe.  — Si  le  point  k ou  i étant  déterminé  par 
rapport  à [c),Jxg.  54 , il  fallait  trouver  la  position  du  sommet* 
d’un  cône  oblique  dont  ce  cercle  serait  l’une  des  sections 
planes,  et  qui  fût  tel  que  le  centre  du  cercle  sous-contraire 


fie-  54. 


opposé  à (c)  fût  en  cela  serait  très-facile  d’après  ce  qui  pré- 
cède. Car  le  rayon  de  ce  dernier  cercle  étant  égal  à l’ordonnée 
issue  de  son  centre  et  qui  lui  est  commune  avec  le  cercle  (c), 
le  rayon  îm  z=  in  de  cette  section  devrait  être  égal  à it. 

Donc,  décrivant,  dd  i comme  centre  avec,  it  potir  rayon,  une 
circonférence  de  cercle  dans  le  plan  vertical  de  ab-,  menant 
par  l’extrémité  b du  diamètre  ab,  une  sécante  quelconque  bm, 
qui  rencontre  la  circonférence  en  ni  ; traçant  ensuite  le  dia- 
mètre mn;  enfin  menant  par  l’extrémité  n de  ce  diamètre  et 
l’extrémité  correspondante  a de  ab  la  droite  na,  elle  coupera 
bm,  prolongé,  au  sommet  s demandé.  En  outre,  d’après  ce 


Digitized  by  Google 


lll*  CAHitR.  - PRCH’RIÉTÉS  DESCIUPTIVES 
que  nous  avons  démontré,  la  droite  sk  parallèle  à mn  et  la  tan- 
gente tk  viendront  se  couper  sur  le  diamètre  même  ab  de  la 
base  du  cône. 

Voici  la  conséquence  de  ce  qui  précède  : 

Quatrième  principe. — a Si  une  courbe  du  deuxième  degré, 
» et  un,  deux  ou  plusieurs  points,  tous  rangés  en  ligne  droite, 
U sont  situés  dans  un  même  plan,  on  peut,  d'une  inrmité  de 
» manières,  projeter  la  ligure  sur  tm  nouveau  plan,  tel  que 
« la  projection  de  la  courbe  soit  un  cercle,  et  que,  en  même 
» temps,  les  projections  des  points  passent  à l’inlim;  de  sorte 
i>  que  tout  système  de  droites  concourant  en  l’un  quelconque 
» des  premiers  points,  aura  pour  projection  un  système  de 
» lignes  droites  parallèles.  » 

En  effet,  on  peut  supposer  que  la  figure  ait  d’abord  été  pro- 
jetée de  manière  que  la  courbe  devienne  un  cercle  ^1"  Prin- 
cipe), les  points  étant  encore  rangés  sur  une  même  droite.  Soit 
donc  (f)  ce  cercle,  PL  cette  droite  (/iff.  55),  il  s'agit  de  trouver 
un  cône  oblique  dont  (t  ) soit  la  base,  et  tel  que.  la  section 
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sous-contraire  soit  parallèle  au  plan  qui  passerait  par  le  som- 
met t du  cône  et  par  la  droite  PL;  car  le  plan  de  la  section 
sous-contraire,  pris  pour  plan  de  jirojection,  coupe  alors  le 
cône  suivant  un  cercle,  et  le  plan  projetant  de  PL  suivant  une 
droite  située  .à  l’infini. 

Cette  question  peut  se  résoudre  simplement  à l’aide  de  ce 
qui  précède. 

cet  effet,  abaissons  du  centre  c sur  la  ligne  droite  PL,  la 
perpendiculaire  cA , rencontrant  cette  droite  en  k et  le  cercle 
en  a et  b;  du  point  k menons  au  cercle  la  tangente  iit,  et  du 
point  de  contact  / abaisson.s  sur  ck  l’ordonnée  ti;  le  pied  i de 
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cette  urdoiinée  sera,  pour  diacun  des  cônes  qui  satisfont  à la 
condition  ci-dessus  énoncée,  le  centre  d’une  section  sous- 
contraire,  ayant  pour  rayon  il  ; le  sommet  s du  cône  et  le  plan 
de  la  section  sous-contraire  se  trouveront,  de  cette  façon,  dé- 
terminés quand  on  se  sera  donné  la  droite  bs. 

Nous  avons  démontré,  en  effet,  que  la  droite  tk,  qui  est  ici 
la  trace  du  plan  projetant  de  PL,  est  parallèle  à la  trace  mn  de 
la  section  sous-contraire,  en  sorte  que  ces  deux  plans  sont 
parallèles. 

La  directif  de  la  droite  bm  peut  être  prise  à volonté  parmi 
celles  qui  rencontrent  le  cercle  (i);  donc  il  y a une  infinité  de 
cônes  qui  jouissent  de  la  même  propriété;  par  suite  encore, 
on  pourra  assujettir  un  pareil  cône  à une  nouvelle  condition, 
pourvu  qu’elle  soit  compatible  avec  les  premières. 

Remarques  et  rt^Jlexions  fondamentales  concernant  les  cas 
de  possibilité  ou  d'impossibilité. 

Lorsque  la  droite  PL  [fig.  55)  rencontre  le  cercle  (c),  la 
construction  précédente  devient  impossible;  carie  point  k se 
trouvant  alors  dans  l’intérieur  du  cercle,  il  est  impossible  géo- 
métriquement aussi,  de  lui  mener  des  tangentes  par  ce  point. 
Néanmoins,  dans  le  même  cas,  l’analyse  fait  voir  que  le  cen- 
tre I,  du  cercle  conjugué  à (c),  n’a  [las  cessé  d’exister,  quoique 
ce  cercle  ou  son  rayon  soit  devenu  imaginaire.  La  raison  en 
est  que  le  point  i est  lié  à k par  une  relation  algébrique  qui 
subsiste  quelle  (jtie  soit  la  position  de  la  droite  PL  à l'égard  du 
cercle  (c). 

En  effet,  si  par  un  point  (pielconque  de  cette  droite  PL,  on 
mène  deux  tangentes  au  cercle  (c),  la  corde  de  contact  pas- 
sera toujours  jjar  le  point  i.  Or  celle  cotislrucliôn  reste  possi- 
ble, même  quand  la  droite  PL  rencontre  ce  cercle;  seulement 
les  cordes  de  contact  se  reivcontrent  alors  en  deliors  de  sa  cir- 
conférence. 

Quoique  la  section  sous-contraire  cherchée  ail  un  rayon  ima- 
ginaire, il  n’en  est  pas  moins  vrai,  analytiquement  parlant,  que 
toute  propriélé  dont  elle  jouit  quand  ce  rayon  est  réel,  mais 
relative  sëulcment  à la  disposition  des  parties  de  la  figure  et 
non  à leur  grandeur  absolue,  ne  cesse  pas  d’être  vraie  à l’égard 
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(lu  cercle  (c)  et  de  la  droite  PL  : tant  que  le  point  k sera  situé 
au  dedans  de  (c),  la  solution  sera  imaginaire;  mais  dès  que  ce 
point,  ayant  parcouru  le  diamètre  ab  en  entier,  sera  sorti  du 
cercle  par  le  point  b,  le  problème  redeviendra  possible  ou  la 
solution  réelle  comme  auparavant. 

Ainsi,  un  changement  de  position  de  la  droite  PL,  rend  la 
solution  alternativement  réelle  ou  imaginaire,  et  il  n’en  est 
pas  moins  vrai,  comme  je  l’ai  dit,  que  toute  propriété 
tive,  concernant  la  situation,  la  direction  indéfinie  des  lignes 
Cl  non  leur  grandeur,  dont  la  figure  jouit  dans  l’iWe  de  ses  po- 
sitions, subsiste  quand  on  change  la  disposition  relative  de  la 
droite  et  du  cercle. 

Cela  résulte  d’un  principe  tacitement  admis  par  beaucoup 
de  géomètres,  mais  non  jusqu’ici  démontré  ou  exiiliciternent, 
exactement  établi. 

Au  surplus,  cette  généralisation,  celle  «xiension  n’esl  autre 
que  celle  que  l’analyse  indéterminée  porte  avec  elle  dans 
toutes  les  questions  où  il  ne  s’agit  que  de  propriétés  de  posi- 
tion ou  de  situation. 

En  effet,  quand  on  met  un  problème  géométrique  de  celle 
nature  en  équation,  on  part  d’une  position  toute  particulière 
de  la  figure,  et  les  résultats  qu’où  obtient  sont  vrais  pour 
toutes  les  dispositions  jiossibles  qui  remplissent  les  mêmes 
conditions;  car  les  résultats  auxquels  on  est  parvenu  ne  lais- 
sent ab.solumenl  aucune  trace  de  la  disposition  primitive;  les 
signes  et  les  lettres  s’éianl  disposés  sous  une  forme  générale 
et  invariable. 

C’est  celle  grande  généralité  de  l’analyse,  qu’on  doit  pouvoir 
jirocurer  dans  les  mêmes  circonstances  aux  démonstrations 
de  la  géométrie,  qui  a justifié  cette  expression  de  puissance  de 
l'analyse,  li  semble  (|u’on  n’ait  pas  assez  prouve  celle  puis- 
sance; on  y croit,  mais  cela  suffit-il?  l’eul-êlrc  celle  pro- 
priété, qui  lui  vient  de  la  convention  même  établie  sur  les 
signes  algébriques,  est-elle  très-difficile  à démontrer  en  toute 
rigueur.  Aussi  les  jiremiers  géomètres  qui  s’en  sont  .servis,  et 
Newton  lui-même,  ont-ils  eu  loujouis  le  soin  de  faire  suivre 
chaque  démonstration  analytique  d’une  démonstration  synthé- 
tique. Celle  priïuve,  répétée  souvent,  donne  toute  la'coiiQauce 
imaginable;  mais  csl-cllc  d’une  certitude  absolue? 
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Pans  le  cours  d’un  calcul,  il  arrive  souvent  que  certaines 
expressions  qui  y entrent  implicitement,  sont  nulles,  infinies, 
imaginaires,  ou  prennent  toute  autre  forme  : on  continue  le 
calcul  sans  s’en  douter,  et  l’on  trouve  une  équation  qui  n’en 
laisse  aucune  trace;  la  suite  des  opérations,  qui  n’esl  autre 
chose  qu’un  raisonnemenl  tacite,  est  donc  appuyée  sur  des 
considérations  d’infinis,  d’imaginaires,  etc.,  cl  cependant  les 
conséquences  sont  vraies. 

Il  n’en  est  pas  de  même  de  la  géométrie,  telle  qu’on  a cou- 
tume de  la  considérer;  comme  tous  les  rai.sonnemenis,  toutes 
les  conséquences,  ne  peuvent  être  appréciés,  saisis  par  l’es- 
prit (ju'autant  qu’ils  se  peignent  à l'imagination  par  des  objets 
sensibles,  dos  que  ces  objets  manquent,  le  raisonnemenl 
s’arrête. 

Je  vais,  d’après  Monge,  fournir  de  ce  que  je  viens  de  dire, 
un  exemple  remar(|iiable. 

Si)ient  une  surface  du  deuxième  degré  et  une  droite  placée 
arbitrairement  dans  l’espace;  que  par  celle  droite  on  imagine 
deux  plans  tangents  à la  surface,  ces  deux  plans  auront  chacun 
un  point  de  conUtcl  avec  la  sui  face.  Maintenant,  qu’on  mène 
d'un  point  quelconi]ue  de  la  droite  donnée,  un  cône  ayant  son 
sommet  en  ce  point  et  tangent  à la  surface  proposée,  ce  cône 
sera  évidemment  tangent  aux  deux  plans  ci-dessus  déterminés; 
donc  les  points  de  contact  de  ces  plans  avec  la  surface  proposée 
seront  situés  sur  la  courbe  de  contact  du  cône  et  de  la  surface 
du  deuxième  degré,  et,  par  suite,  le  plan  de  celle  courbe  pas- 
sera par  la  corde  qui  joint  les  deux  points  de  contact. 

La  même  chose  aura  lieu  pour  tous  les  cônes  tangents  dont 
les  sommets  seront  situés  sur  la  droite  donnée.  Donc,  si  l’on 
imagine  une  section  quelconque  faite  dans  la  surface  par  un 
plan  qui  contienne  la  droite  propost-e,  celle  section  donnera 
une  courbe  du  deuxième  degré  pour  la  surface  et  deux  droites 
tangentes  à celte  section  pour  le  cône,  droites  qui  viendront 
se  couper  sur  celle  des  sommets  : la  corde  de  contact  étant 
l’intersection  de  ce  même  plan  avec  celui  de  contact  du  cône, 
devra  passer  dans  toutes  ses  positions  par  un  point  unique, 
intersection  de  la  droite  commune  à tous  les  plans  de  con- 
tact des  cônes  avec  ce  même  plan  fixe. 

De  là  ce  théorème,  aujourd'hui  bien  connu  : Si,  des  diffé-. 
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renls  points  d'une  droite  donnée  ML,  on  mène  deux  tangentes 
à une  courite  du  deuxième  degré,  les  cordes  respectives  II, 
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t' t',  etc.,  des  couples  de  points  de  contact  passeront  toutes  par 
un  même  point  O. 

Tant  que  la  droite  .ML  est  siliiée  au  dehors  de  la  courbe, 
cette  proposition  est  une  conséquence  du  raisonnement  pré- 
cédent, mais  cela  n’a  plus  lieu  quand  la  droite  traverse  la  ■ 
courbe  de  part  en  part;  car  alors  il  sera  impossible  de  mener, 
de  la  droite  des  sommets,  deux  plans  tangents  à l’ensemble  du 
cône  et  de  la  surface  du  second  degré.  .Mais  cette  restriction 
ne  se  présente  nullement  lorsqu’on  traite  la  question  par 
l’analyse  des  coordonnées,  dont  les  résultats  sont  indépen- 
dants de  la  réalité  des  intersections,  des  contacts  ou  autres 
affections  des  lignes  et  des  surfaces  de  la  figure. 

On  vérifiera  ce  fait  directement,  en  mettant  en  équations,  soit 
le  théorème  de  Monge,  qui  vient  d’être  énoncé,  soit  divers  au- 
tres théorèmes  non  moins  élégants,  relatifs  aux  intersections  et 
aux  contacts  des  cercles  et  des  sphères  : le  F'  Cahier  [Lemmes), 
nous  en  offrirait  d’ailleurs  des  exemples  simples  et  remar- 
quables, si  c’était  ici  le  lieu  de  s’y  arrêter.  Il  nous  suffira  de 
faire  observer  que  les  difficultés  dont  il  s’agit  tiennent  à des 
conditions  d'imagiaarité  ou  d’impossibilité  relative.  Lorque; 
au  contraire,  l’impossibilité  est  caractérisée  par  des  conditions 
contradictoires  ou  incompatibles,  elle  est  absolue,  et  il  serait  ' 
illogique  autant  qu’absurde  de  vouloir  en  rien  conclure  de  réel 
et  de  vrai,  géométriquement  parlant. 

Je  me  bornerai,  pour  le  moment,  aux  principes  de  projec- 
tion centrale  qui  précèdent  ; par  la  suite,  quand  il  sera  néces- 
saire d'avoir  recours  à de  nouveaux  principes,  j’en  donnerai 
la  démonstration  en  p,articulicr. 
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Je  vais  commencer  par  npplic|uer  ces  principes  à des  propo- 
sitions déjà  connues;  j’en  présenterai  ensuite  de  tontes  nou- 
velles. Il  ne  sera  pas  question  d’ailleurs  des  propriétés  rela- 
tives à un  système  de  lignes  droites  isolé,  parce  qu’elles  ne 
sont,  pour  la  plupart,  que  des  cas  particuliers  ou  simples  co- 
rollaires de  celles  des  courbes  du  deuxième  degré. 

II. 

FBOPRIfiTÊS  DKSCRIPIIVES,  DÉJÀ  COMNl'ES  (l8lo),  DES  COMQCES 
ET  DE.S  SVSTÈJIÊS  DE  DROITES  Qfl  s’v  RAPPORTENT. 

/. — Triangles  inscrits  et  circonscrits  aux  coniques. 

Soit  une  courbe  du  second  degré  et  un  triangle  circonscrit 
à cette  courbe;  si  l’on  joint  les  trois  points  de  contact  par  des 
lignes  droites,  on  formera  un  triangle  inscrit  dans  la  courbe; 
je  dis  que  les  côtés  opposés  de  ces  triangles  iront  se  couper 
respectivement  en  trois  points  qui  seront  en  ligive  droite. 

En  effet,  .\BC  [fig.  5q)  étant  le  triangle  circonscrit  et  abc  le 
triangle  inscrit,  K et  L les  points  de  concours  des  côtés  oppo- 
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sés  AC  et  oc,’BC  et  bc,  soit  menée  par  ces  deux  points  la  droite 
KL.  D’après  le  Princ.  IV,  on  pourra  reganler  la  courbe  comme 
la  projection  d’un  cercle  et  la  droite  KL  comme  celle  d’une 
droite  dont  tous  les  points  sont  situés  à l’infini  ; donc  les  côtes  , 
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opposés  AC  et  oc;  BC  et  bc  deviendront  respeclivemenl  paral- 
lèles entre  eux  dans  celte  projcciion;  ce  qui  donne  lieu  à la 
fig.  58  où  le  côté  ac  est  parallèle  à la  tangente  .\C  et  le  côte  bc 
parallèle  à celle  BC. 

Puisque  ac  est  parallèle  à la  tangente  AC,  et  que  la  courbe 
est  un  cercle,  l'arc  bc  sera  égal  à ab.  Pareillement,  puisque  bc 
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est  parallèle  à BC,  l'arc  nb  est  égal  à ac‘,  donc,  bc  = ab  = ac, 
et  par  consé(|uenl,  le  troisième  côté  ab  est  aussi  parallèle  à la 
tangente  opposée  AB;  donc,  d'après  le  Princ.  111.  la  projection 
de  ces  deux  lignes  droites  et  celle  des  deux  autres  couples 
ac,  AC,  bc,  BC  seront  telles,  que  leurs  points  de  concours  res- 
pectifs seront  situés  sur  une  même  ligne  droite. 

Ainsi,  comme  cela  a d’abord  été  énoncé,  les  trois  côtés  AB, 
AC,  BC  [Jig.  57),  du  triangle  circonscrit  ABC,  et  ceux  qui  leur 
sont  respectivement  opposés  dans  le  triangle  abc,  se  rencon- 
trent en  trois  points  K,  I,  L situés  en  ligne  droite.  On  voit,  de 
plus,  que  si  l’on  joint  chaque  sommet  du  triangle  extérieur 
avec  le  point  de  contact  qui  lui  est  opposé,  par  une  ligne 
droite,  les  trois  droites  ainsi  obtenues,  se  couperont  en  un 
même  point  O;  car  la  Jig.  58  montre  que  le  triangle  abc  étant 
équilatéral,  la  droite  Bè,  qui  a deux  de  ses  points  B et  è éga- 
lement (listants  des  extrémités  n et  c,  est  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  la  corde  ac,  cl  passe  par  conséquent  par  le 
centre  du  cercle  O.  Pareille  chose  ajanl  lieu  pour  les  deux 
autres  droites  Aa  et  Ce,  il  en  résulte  que  les  projections  de 
ces  trois  lignes  droites  (fig.  57),  passent  aussi  par  un  même 
point  qui  est  la  projection  du  centre  O. 
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Il  el  ///. — (Jundrilnières  inscrits  et  ciivonscrits. 


• Préliminaires.  — Soit  (Jig.  Sg),  une  section  conique;  ABCD 
lin  quadrilatère  quelconque  inscrit  dans  cette  courlie;  soit  KL 
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la  droite  qui  joint  les  intersections  des  côtés  respectivement 
opposés,  on  pourra  regarder  (Princ.  IV)  la  courbe  comme 
la  projection  d’un  cercle,  et  la  droite  KL  comme  celle  d'une 
droite  dont  tous  les  points  sont  à l’infini,  en  sorte  que,  dans 
cette  nouvelle  projection  [Jtg.  60),  les  côtés  opposés  du  qua- 
drilatère seront  parallèles,  et  par  conséquent  ce  quadrilatère 
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sera  un  rectangle  ahnl,  inscrit  au  cercle  de  centre  O,  et  si  I on 
mène  aux  extrémités  d’une  même  diagonale  ne,  deux  tan- 
gentes fg  et  ie  h ce  cercle,  elles  seront  parallèles  : il  en  est 
ainsi  encore  des  tangentes  fe  et  gi,  menées  aux  extrémités 
h et  (t,  de  l’autre  diagonale  du  rectangle  inscrit  abed. 

Les  quatre  tangentes  se  couperont  respectivement  sur  les 

I.  U 
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(liamèlres  fi  cl  parallèles  aux  côlès  respectifs  ad  el  ab  du 
rectangle;  elles  passeront,  comme  on  le  voit,  par  le  centre  O 
aussi  bien  que  les  deux  diagonales  ac  et  bd,  el,  si  l’on  mène 
aux  points  l el  t'  où  fi  rencontre  le  cercle,  deux  nouvelles  • 
tangentes  mm'  et  nn',  elles  seront  parallèles  entre  elles  et  aux 
côtés  ab  et  cd  du  quadrilatère  : pareille  chose  a lieu  à l’égard 
des  tangentes  menées  aux  points  d’intersection  9 el  6',  de  la 
droite  eg  avec  le  cercle.  Si  l’on  joignait  les  sommets  opposés 
P et  h'  du  rociangle  formé  par  les  tangentes  en  t,  t',  9 et  9', 
par  une  ligne  droite  />//',  il  est  clair  qu’elle  passerait  par  le  cen- 
tre 0;  il  en  est  de  même  de  la  diagonale  p' h.  On  voit  encore 
que  les  points  m et  n,  ni'  et  n',  rencontres  des  tangentes  en  l 
et  /'  avec  les  tangentes  aux  extrémités  des  côtés  opposés  ad. 
bc  du  rectangle  inscrit,  sont  situés  sur  deux  lignes  droites  mn 
el  m' n parallèles  entre  elles  et  à ces  côtés,  etc. 

Maintenant,  si  l’on  remet  la  figure  en  projection  sur  l'ancieii 
plan  de  la  courbe  donnée,  toutes  les  droites  mn,ph,ad,fi, 
bc,  p' h'  clm'  n'  parallèles  entre  elles,  concourront  en  un  même 
point  ; il  en  sera  ainsi  des  parallèles  pp',  ah,  ge,  cd,  ///«'.  Pa- 
reillement, les  deux  tangentes  et  ei  aux  sommets  opposés 
fl,  c concourront  en  un  point,  aussi  bien  que  les  deux  tan- 
gentes fe  et  gi  aux  sommets  b,  d,  etc.,  etc.  Or  les  points 
de  concours  de  ces  différents  systèmes  de  parallèles  seront 
tous  rangés  sur  une  même  ligne  droite  (Princ.  III).  De  plus, 
si  trois  ou  plusieurs  points  se  trouvent  situés  en  ligne  droite 
dans  la  Jig.  fio,  ils  le  seront  également  dans  la  projection,  ei 
si  trois  ou  plusieurs  lignes  droites  viennent  passer  par  un 
même  point  de  cette  ligure,  elles  passeront  encore  par  un 
même  point  dans  la  projection. 

De  là  résultent,  entre  autres,  les  propriétés  expriméés  par 
la  figure  ci-après,  où  l’on  suppose  que  la  courbe  abcd  repré- 
sente une  ligne  quelconque  du  deuxième  degré. 

Conséquences. — Elles  sont  la  plupart  déjà  connues;  c’est 
pourquoi  je  n’y  insisterai  pas. 

Supposons  en  particulier  [Jig.  Oi  ),  qu’on  fasse  varier  de  po- 
sition la  tangente  fe  en  f e',  elle  viendra  couper  les  diagonales 
fi  el  ge  du  quadrilatère  circonscrit  fgie,  censé  fixe,  en  deux 
points  f et  e'  également  variables;  or  il  est  facile  de  demoa- 
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irer  que  si,  de  ces  ileuv  pniiils  considérés  sur  lu  Ji".  60,011 
menait  deu\  lanj'eiites  au  cercle  correspondant  à la  conit|ue. 
ces  tangentes  seraient  parallèlt's,  quelle  que  fût  la  position 
de  la  tangente  variable  e'f. 

Donc  si,  dans  la  /l'g'.  6t , on  fait  varier,  (“ii  e'f,  la  position  de  la 
tangente  ej\  et  que  des  points  /'  et  e'  où  elle  coupe  les  droites 
li\es  fi  et  f;e,  on  mène  de  nouvelles  tangentes  à la  courbe, 
celles-ci  iront  se  couper  en  I'  sur  une  autre  droite  fixe  KIL. 

De  là  il  suit  également  que,  si  l’on  fait  varier  r'  on  a’,  la  corde 


Fij».  fil. 
; 


Hc  du  (|uadrilatèrc  abcd,  autour  du  p«»int  0 de  croisement 
commun  des  diagonales  de  ce  (juadrilatére  et  du  circonscrit 
fgie,  puis  que,  par  les  extrémités  a!  et  c'  de  cette  corde,  on 
mène  des  droites  aux  points  fixes  k et  L,  apparUmant  aux 
diagonales  fi  et  ge,  ces  droites,  en  se  coupant,  décriront  la 
conique  abcd. 

En  effet,  les  cordes  de  contact  bc,  b'c',  etc.,  correspon- 
dantes aux  points  e,  e',  etc.,  de  la  droite  egK,  passeront  toutes 
par  un  même  point  ou  pôle  L,  d’après  une  Proposition  déjà 

9- 
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(lémonlréo  ci-dessus.  Pareillemeiu,  les  cordes  de  conlacl  ah, 
a' h',  correspondantes  aux  points  de  la  droite  lixe  fi  h,  passe- 
ront par  l’autre  point  ou  piMe  K ; et,  puisque  les  points  mo- 
biles 1'  sont  -situés  sur  la  droite  KL,  il  est  clair  que  les 
cordes  ac,n'c'  passeront  aussi  toutes  parle  même  point  O. 

Pour  rendre  la  chose  plus  claire  encore,  nous  l'exprimons 
sur  une  figure  détachée  (fi?.). 

Fie.  r>>. 


Tant  que  la  disposition  des  côtés  du  quadrilatère  inscrit  oftci/ 
l'estera  telle  qu’on  l’a  supposé  dans  les  figures  précédentes,  la 
droite  KL  sera  toujours  située  au  dehors  de  la  courbe,  et  par 
conséquent  la  projection  dont  il  a été  question  restera,  dans 
les  mêmes  cas,  possible;  mais  cela  pourrait  cesser  d’avoir 
lieu  si  l’on  changeait  la  disposition  des  côtés  successifs  ab,  bc, 
cd,  da.  Néanmoins  les  théorèmes  précédents  continueront  à 
exister,  d’après  les  considérations  déjà  exposées  au  n"  II. 
de  ce  IIP  cahier.  On  conçoit  en  effet,  que,  si  l’on  soumettait 
la  question  à l’analjse,  les  conséquences,  formules  ou  équa- 
tions auxquelles  on  arriverait  ne  conviendraient  pas  plus  au 
cas  où  la  droite  KL  cesse  de  rencontrer  la  courbe  qu’à  celui  où 
clic  la  coupe  effectivement,  puisque  les  résultats  auxquels  on 
parviendrait  seraient  algébriquement,  indépendants  de  telles 
circonstances. 
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//' . — Sysli-me  de  st-cunles  issues  d'un  niéiiie  point. 

S)il  hh'lc'c  (_/ig.  (>3)  mil*  courbt^  (|uclconquc  du  seoond 
dfniv;  supposons  que,  d’un  iiièiue  point  ti,  on  mène  les  sé- 
|•anl(•s  arbitraires  ahe,  ub'c,  etc.;  qn’ensuite  on  joif;ne,  deux  à 
lieux,  leurs  intersections  avec  la  courbe,  par  de  nouvelles  lignes 

Fij.  fi3. 


a 


droites,  les  points  de  croisement  o,  o' , etc.,  /,  i',  etc.,  de  ces 
droites  respectives  seront  tous  situés  sur  une  dernière  droite 
qui  passera  par  les  jtoinls  t et  l'  où  les  tangentes  ut  et  ut' 
menées  du  point  a,  louchent  la  courbe  proposée. 

En  effet,  cette  courbe  peut  être  regardée  comme  la  |irojec- 
lion  d’un  cercle  et  le  point  n comme  la  projection  d’un  point 
situé  à l’inlini  (l’rinc.  IV),  et,  par  conséquent,  toutes  les  sé- 
cantes i/ftc,  nb'e',  etc.,  seront  devenues  des  droites  parallèles; 
ce  qui  donnera  la  figure  suivante. 

Les  sécantes  étant  ainsi  des  cordes  parallèles  bc,  b'r',  etc., 
toutes  perpendiculaires  sur  un  même  diamètre  //',  qui  les 

Fig.  rq. 


divise  en  deux  parties  égales,  si  l'on  joint,  de  toutes  manières, 
les  extrémités  b,  b',  c,  de  deux  cordes  quelconques,  par  des 
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lignes  droites  bc'  et  cb',  bb'  et  ce’,  les  deux  points  o et  i,  iii- 
teNections  respectives  de  ces  droites,  seront  situés  sur  le  dia- 
mètre tt',  et  l’on  voit,  de  plus,  que  les  deux  tangentes  aux  ex- 
trémités t et  /'  (le  ce  diamètre,  seront  en  ellet  ])arallèlcs  aux 
sécantes  bc,  b'  c'  etc.;  donc  la  propriété  énoncée  est  vraie. 

CoroUaiifs  el  cas  particulien,  — Cette  proposition  fournit 
un  moyen  bien  simple  île  mener,  par  un  point  extérieur  à une 
section  conique,  une  tangente  à cette  courbe,  quand  on  la 
suppose  décrite.  Au  reste,  elle  pourrait  être  aussi  considérée 
comme  une  conséquence  immédiate  de  la  précédente,  rela- 
tive aux  quadrilatères  inscrits  et  circonscrits. 

Le  système  de  deux  lignes  droites  pouvant,  d’autre  part, 
être  considéré  comme  un  genre  particulier  de  coniques,  il  est 
clair  encore  que  cette  même  proposition  lui  est  applicable 
directement. 

Ainsi  que,  d’un  point  a pris  dans  le  plan  de  deux  lignes 
l ig.  ()5. 


A 


droites  données  bb',  cc',  on  mène  tant  de  sécantes  ac,  «c',etc., 
que  l’on  voudra,  coiqiant  ces  droites  aux  points  respectifs 
b et  c,  b'  et  c',  b"  et  c",  etc.;  puis,  qu’on  joigne  ceux-ci, 
deux  a deux,  par  de  nouvelles  lignes  droites,  elles  viendront 
SC  couper  en  des  points  o,  o',  o",  etc.,  tous  rangés  sur  une 
dernière  ligne  droite  passant  par  le  point  de  concours  I,  des 
deux  premières  bb'  et  cc'. 

Cette  propriété,  ainsi  que  les  précédentes,  a lieu  quelle 
que  soit  la  position  du  pointa,  par  rapport  à la  conique  pro- 
posée; elle  fournit,  comme  on  voit,  un  moyen  très-simple 
pour  résoudre  ce  problème  : 

« Par  uti  point  a,  donné  à volonté  sur  le  plan  de  deux  droites 
n bb",  cc",. mener,  sans  se  servir  du  compas,  une  autre  droite 
» qui  passe  par  le  point  de  concours  des  premières.  » 
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y et  yi.  — Hexaf’ones  inscrits  et  circonscrits 
aux  sections  coniques. 

Soit  (Jig.  (j6),  une  courbe  du  second  degré  cl  abrdef  un 
hexagone  quelconque  qui  lui  est  inscrit;  soient  prolonges  les 
côtés  opposés  ab  et  Je,  bc  cl/e  jusqu’à  leurs  rencontres  res- 
pectives en  K et  L ; soit,  de  plus,  menée  la  droite  KL;  on  pourra 

Fil!  fi6. 


/ r 


considérer  la  courbe  comme  la  projection  d’un  cercle,  et  la 
droite  comme  celle  d une  autre  droite  dont  tous  les  points 
sont  à l’infini  (Princ.  IV).  Donc,  dans  celle  projection,  les  fêlés 
opposés  ab  et  Je,  bc  et  fe  seront  respectivement  parallèles  ; 
ce  qui  donnera  lieu  à la  figure  suivante. 


Fia-  67- 


Puisque  ab  est  parallèle  à Je,  l’arc  brJ-j=:«jtr,  de  mémo. 
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luiisquc  bc  esl  parallèle  à fe,  l’arc  «/e  = arc  haf\  donc 

(ifc  + cde  = bcil  + bnf, 
ou,  CP  (|ui  revient  au  inèriie, 

nf  4-yè  -t-  ed  + de  = bc  vd  -^ab  -t-  aj\ 

et,  i)ur  Cünsé(iueiil, 

fe  + ed  — ab  bc  ; 

donc  au>isi,  puis(|ue  l’arc /«/  esl  égal  à abc,  le  côté  af  esl  paral- 
lèle à cd.  Donc  enlin  ces  côtés  doivenl  se  couper  sur  la  droite 
KL  dans  lay/^^  6(3  (Princ.  111),  et  il  en  résulte  ce  théorème 
général  : 

Si  l'on  i>r(doiigç  les  côtés  opposés  d’un  hexagone  inscrit 
dans  une  courbe  du  deuxième  degré,  leurs  points  d’ intersec- 
tion respectifs  seront  rangés  sur  une  même  ligne  droite  f). 

Supposez,  ensuite,  (|ue  l’on  mène  une  tangente  à la  courbe 
en  chacun  des  sommets  a,  b,  c,  d,  e,  f de  l’hexagone  inscrit, 
ces  tangentes  formeront  par  leurs  rencontres  consécutives  un 
hexagone  mnpqrs  circonscrit  à la  courbe.  Si  l’on  mène  send)la- 
blemenl  des  tangentes  aux  différents  sommets  du  polygone 
inscrit  dans  le  cercle  [Jig-  (>7),  on  formera  un  polygone  circon- 
scrit à ce  ccirle,  qui  sera  la  projection  du  premier.  Or,  en 
considérant  deux  cordes  opposées  ab  et  ed,  il  esl  clair  qu’étant 
[mrallèles,  le  point  q d’intersection  des  deux  tangentes  qe  el 
qd,  menées  aux  extrémités  de  la  corde  ed,  cl  le  point  m où  se 
coupent  les  deux  tangentes  ma  et  mb,  menées  aux  extrémités 
de  l’autre  corde  ab,  seront  situés  sur  une  ligne  droite  passant 
par  le  centre  O du  cercle  : les  deux  sommets  r el  n sont  pareil- (*) 


(*)  C’est  là  le  célébré  théorème  do  Vlic.ragnaainc  mystique  attribué  à 
Pascal,  ce  que  j’ignorais  ou  avais  complètement  perdu  de  vue  en  i8i3, 
ihéorémo  depuis  démontré  tant  do  fois  et  do  tant  de  manières  dilTérentes  ; 
mais,  d’après  l’avertissement  qu’on  trouvera  reproduit  dans  une  noie  li- 
nale  de  la  page  i43,  je  me  contenterai  de  renvoyer,  pour  tout  ce  (|ui  con- 
cerne la  critique  historique  relative  aux  matières  de  cetto  sert.  Il,  aux 
écrits  initiateurs  de  Brianchon  (iSo.O  à 1810I  et  au  Traité  des  Propriétés 
projrrth'cs  des  Jigiirrs 
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hîiiionl  silMÔs  sur  un  même  iliamèire,  ainsi  que  les  deux  soni- 
inels  opposés  p cl  s.  Doue  cniin,  si  l'on  icinci  celle  dernière 
figure  en  projcelion  sur  le  plan  de  la  prcinicrc,  il  en  résullera 
ce  nouveau  llieorème  : 

Dans  tout  hexagone  circonscrit  à une  courbe  du  deuxième 
de"ré,  les  trois  diagonales  joignant  les  sommets  opposés,  se 
coupent  en  un  même  point. 

C’esl  le  beau  iliéorènie  décou verl  par  M.  Itrianclion. 

liemanpie  particulière.  — Si  l’on  cùl  prolongé  les  couples 
de  cùlés  alletnants  de  l’hexagone  inscril  (//g'.  <>7)  jusqu’à  leurs 
renconlres  inuluelles,  on  ent  formé  denx  triangles  VBC,  V'B'd' 
(non  tracés),  se  recoupant  aux  sommets  de  l’hexagone  cl  dont 
les  côtés  respectivement  ojiposés  eussent  été  parallèles  entre 
eux.  Donc  « les  trois  droites  BB',  CG',  AA',  joignant  leurs  som- 
» mets  homologues,  se  fussent  croisées  en  un  même  point.  » 
{('ah.  I,  I.emme  général,  p.  3.) 

Pareille  chose  aurait  donc  lieu  pour  la  fig.  Gt»,  si  l’on  y exé- 
cutait les  constructions  analogues  (*). 


(*  ) Le  manuscrit  est  ici  accompagné  d’uno  ligure  que  j’ai,  mal  à propos 
peut-être,  supprimée  à l’impression  pour  no  pas  trop  multiplier  le  nombre 
des  planches;  et,  chose  qui  mérite  d’étre  remarquée  au  point  de  vue 
philosophique  do  l’jncerlitude  itdiérenle  à l’éclosion  des  idées,  cette 
ligure  cl  sa  démonstration  ont  été  indicjuées  comme  douteuses.  Or,  bien 
qu’elles  concernent  d(*s  théorèmes  au  fond  dignes  d’intérêt,  ces  théorèmes  ^ 
ne  sont  pas  mémo  mentionnés  dans  le  Traité  des  Propriétés  projectives, 
ni,  si  je  no  me  trompe,  dans  aucun  des  nombreux  ouvrages  do  géométrie 
pure  qui  se  sont  succédé  depuis  182a,  quoiqu’ils  donnent  lieu  à ce  simple 
et  élégant  énoncé  ; 

« Quand  les  côtés  de  deux  triangles  quelconques  s’entrecoupent  sur  le 
y périmètre  d’uno  conique,  les  trois  lignes  droites  qui  joignent  leurs  som- 
» mets  respectivement  opposés,  convergent  on  un  même  point.  » 

Ce  qui  conduit,  par  la  théorie  des  polaires  récipnxptes  (1817),  à cotte 
proposition  inverse,  d’une  démonstration  directe  tout  aussi  facile  ; 

« Quand  doux  triangles  quelconques  sont  circons<Tits  à une  conique 
» donnée,  les  ()oints  de  concours  des  côtés  respoctivemonl  opposés  sont 
» sur  une  mémo  ligne  droite.  » 

Comme  on  le  voit,  ces  énoncés  sont  une  pure  extension  de  théorènies’ 
élemauluircs  bien  connus,  et  reproduisent,  sous  une  forme  différente,  les 
admirables  rroposilions  de  l’ascal  et  de  llrianchon. 
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! II. — Tracé  des  coniques  par  points,  détermination 
des  tangentes  en  ces  points. 


Soit  ABCDEF  (/«g.  68),  un  hexagone  inscril  à une  courbe 
du  deuxième  degré;  d'après  ce  qui  précède,  si  l’on  prolonge 
les  côtés  opposés  jusqu’à  leurs  rencontres  respectives  en  K,  I 
et  L,  ces  trois  points  seront  en  ligne  droite.  Supposons  les 
cinq  points  E,  F,  A,  B,  C fixes,  et  le  point  U variable,  le  point 
I sera  fixe  ainsi  que  les  deux  droites  AB  et  AF,  mais  les  points 
K et  L seront  variables,  et  la  droite  (|ui  passera  par  deux  de  ces 
points  correspondants  à la  même  position  du  point  D,  passera 
constamment  par  le  point  I.  Donc,  si  l’on  imagine  que  ce  soit 


Fi(î.  6H. 


n 


X 

''  , l 


la  droite  KL  qui  varie  autour  du  point  I,  les  points  D,  D',  etc., 
correspondants  aux  diverses  positions  de  cette  droite,  seront 
tous  situés  sur  la  courbe  du  deuxième  degré  qui  liasse  par  les 
points  donnés  E,  F,  A,  B,  C,  au  nombre  de  cinq. 

Celte  propriété  offre  , comme  on  le  voit,  le  moyen  de  « dé- 
» crire  par  points,  la  section  conique  qui  passe  par  cinq  points 
U donnés  arbitrairement  sur  un  plan.  » 

Imaginons,  de  plus,  que  le  point  générateur  D,  vienne  se 
confondre  avec  le  point  E,  la  droile  DE  deviendra  tangente 
a la  courbe  cl  la  droile  DC.  prendra  la  direction  CE;  prolongeant 
CE  jusqu’à  sa  rencontre  en  L'  avec  la  droile  AF  qui  renferme 
tous  les  points  I.;  joignant  le  point  I.'  avec  le  point  I par 
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In  droite  II-',  celle-ci  viendra  couper  AB  en  K',  qui  sera  le  poiol 
(*ù  la  laiiKoiiie  en  E,  renconlre  AB;  donc,  si  l’on  joint  ce 
point  E cl  le  point  K',  on  aura  la  tangente  au  point  E. 

Celle  construction  fournil,  conitne  on  le  voit  encore,  un 
moyen  très-simple  de  « mf'iier  à une  courbe  du  deuxième  de- 
» gré,  une  tangente  en  un  point,  déterminé  quand  on  en  con- 
» naît  quatre  autres  donnés  ou  choisis  à volonté  sur  son  péri- 
» mètre,  n 

On  remar(|uera  que  la  dernière  propriété  relative  au  penta- 
gone inscrit  ABCEF  cl  à la  tangente  en  l’iin  de  ses  sommets  E, 
est  une  conséquence  immédiate  de  ce  qui  a été  dit  sur  l'hexa- 
gone inscrit  aux  coniques,  et  aurait  pu  se  démontrer  direc- 
tement, de  la  même  manière. 


nu.  — 7 lïicé  des  conitjues  par  l(in{rentes,  délennitia/ioii 
des  points  île  conliwt. 

Soit  maintenant  l’hexagone  circonscrit  >>i 

l’on  imagine  (luc  le  sommc-i  p soit  placé  sur  le  périmètre  meme 
de  la  courbe,  les  deux  côtés  pn  et  pq  se  confondront  en  un 
setd,  et  l’hexagone  deviendra  [Jif^.  (k)),  iiti  pentagone  circon- 

Ki(>.  69. 


scril  m'n'q'r's',  la  diagonale  sp  devenue  s’p',  passera  par  le 
sommet  s'  et  le  i)oinl  de  contact  //  du  côté  «qiposé  n'q'  ; les 
deux  autres  diagonales  étant  toujours  n'd,  ni' q'  et  ces  trois 
droites  se  coupant,  comme  dans  les  Jig.  66  et  67,  en  un  même 
|ioinl  o'. 

Donc,  en  général  ,'  « dans  un  pentagone  circonscrit  à une 
» courbe  du  second  degré,  la  droite  s' p',  (|ui  joint  un  sommet 
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» <|uelcüii(|iie  avec  le  point  de  eoiuaet  du  côté  opposé,  et  les 
» deux  diagonales  /»'</',  /iV  relatives  aux  (juatre  autres  soui- 
» mets,  se  coupent  toutes  en  un  même  point  o'.  » 

Si  l’on  se  donnait,  ù volonté,  un  pentagone,  et  «|u’il  l'allnt 
trouver  1a  courbe  du  deuxième  degré  qui  y est  inscrite,  on  dé- 
terminerait facilement  les  cin(|  points  de  contact  des  côtés 
avec  la  courbe  au  moyen  de  la  propriété  précédente;  ensuite 
ayant  cinq  points  de  la  courbe,  on  pourrait  la  décrire  par  points 
comine  ci-d(‘ssus;  nrl.  /'//  (*), 

Meniiinjiips  diverses.  — i,a  propriété  du  pentagone  circon- 
scrit qui  vient  d’être  déduite  de  celle  de  l’bexagone  cir- 
ronscrit,  aurait  pu  être  démontrée  directement  comme  cette 
ilernière. 

On  pourrait  répéter  sur  ces  mêmes  propriétés,  les  réflexions 
déjà  présentées  plusieurs  fois;  s;ivoir,  que  la  droite  kl.  peut 
être  située  au  dehors  de  la  courbe  ou  la  couper,  sans  que  ces 
[•ropriétés  cessent  d’exister.  Ainsi,  (piel  (lue  soit  l’ordre  des 
côtés  successifs  des  ligures  précédentes,  les  propositions  dé- 
montrées ne  cessent  pas  d’avoir  lieu  géomélri(|uement. 

/.V.  — Le  lieu  du  sommet  libre  d'un  polyf^one  jdiin,  dont  les 
autres  sommets  décrivent  une  conique  donnée  et  les  divers 
côtés  tournent  autour  de  pôles  ou  points  Jixes,  ranffés  en 
lif’tie  droite,  ce  lieu  est  une  autre  conique. 

Soit  LMNOQL  {Jif;.  70)  une  courbe  quelconque  du  secotid 
degré  ; A,  B,  C, . . . divers  points  ou  pôles  fixes  rangés  en  ligne 
droite.  Supposons  que,  par  l’un  de  ces  points,  A par  exemple, 
on  mène  arbitrairement  une  sécante  AL,  venant  couper  la  co- 
nique en  L et  Q;  qu’ensuite  par  l’nn  de  ces  points  L,  on  mène 
la  droil?*BL  coupant  la  courbe  de  nouveau  au  point  M;  que 
l’on  Joigne  pareillement  ce  point  au  pôle  suivant  L,  et  ainsi  de 
suite  jusqu’au  dernier  pôle  E,  je  snp|)osc,  qu’il  faudra  joindre 


(")  Le  remanpiablu  l’I  fw'OMil  tlicorèmc  do  Ilrianclion,  sur  l'Iiexagoiic 
nirmiscril  aux  coniquM,  donne  aussi  le  tracé  direct  de  ces  couil)C.s  par  les 
laiigenles,  dont  il  u i>8l  |ias  fait  iriciitiou  ici,  imii  plus  que  do  beaucoup 
d’autres  constsiuencvs  indiquée.'  i<ar  raulour. 
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avec  l'inlerseplion  O,  donnée  par  la  dernière  sécaïUe  NÜ.  La 
•Iroite  KO  ira  eoiipci'  la  première  sécante  VL,  suriisaniineni 

Fig.  70. 


!• 


prolongée,  en  un  point  P,  qui  variera  en  même  temps  que 
celte  sécante  ; or  je  dis  que  la  courbe  ainsi  engendrée  sera 
aussi  du  second  degré  ou  une  conique. 

En  effet,  on  peut  regarder  la  conique  tlonnée  comme  la  pro- 
jection d'un  cercle,  et  la  ligne  des  pôles  Al)  comme  celle  d’une 
droite  à l'inrini  (l'rinc.  IV);  donc,  les  ilivers  svstèmcs  île 
droites  qui  primitivement  concouraient  aux  pôles  respectifs 


Fig.  71. 


de  cette  droite,  seront  autant  de  svslèmes  ife  parallèles  dans  In 
nouvelle  figure.  Cela  posé,  nommons  * et  les  coordonnées  du 
point  générateur;  x'  eiy,  x"  eij",. . .,  les  coordonnées  incon- 
nues des  divers  autres  sommets  du  polygone  mobile  LVINOP, 
sommets  que  nous  conviendrons  de  désigner  par  les  lettres 
respectives  x',  x", . . . , et  qui  sont  censés  correspondre  à une 
position  particulière  du  sommet  P ou  a.  Soient,  de  plus,  n,  h, 
c,...,  m,  n les  tangentes  irigonométriques  des  angles  constants 
de  chaque  système  de  parallèles  ou  côtés  respectifs  du  poly- 
gone, avec  l’axe  des  x ; r le  rayon  du  cercle  ; l’origine  des  axes 
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(Maiit  placée  à son  centre  C.  on  aura  les  éqnalions  île  eonililiun 


\<n 

= /■’ 

1'- r’'=c(x'-.r") 

'■(.v’-+-y'”) -H-c’-t-x"  - 0 

y”  = d(x'"  — .r") 

' ) _ |-i»  1 — ( j-i»  1 ) — [■(»  1 1 

P — = «(a  — 

.r(*î) 

Dons  ce  tableau,  la  première  équation  de  la  colonne  (c),  par 
exemple,  est  obtenue  en  retranchant  runo  de  l’autre  les  équa- 
tions 1 et  2 de  la  colonne  («),  et  substituant  dans  le  résul- 
tat la  valeur  de  .r' — y"  tirée  de  l’équation  correspondante 
y — — x")  de  la  colonne  (/>),  et  ainsi  du  reste. 

Il  faudra  éliminer  x'  et  r',  x"  et  y,-. . entre  toutes  ces 
équations,  et  l’équation  en  * et  p,  ainsi  obtenue,  sera  celle  de 
la  courbe  lieu  des  sommets  a. 

Le  nombre  des  abscisses  x',  x’,...  étant  n,  les  équa- 
tions (a)  seront  également  au  nombre  den,  et  celles  de  la  co- 
lonne (6)  au  nombre  de  n -t-  i . Or  le  nombre  total  des  variables 
inconnues  étant  2 «-t- a,  il  y aura  une  équation  en  a et  p seuls, 
résultante  de  l’élimination. 

D’un  autre  coté,  les  équations  (c)  étant  évidemment  au 
nombre  de  n — i seulement,  elles  pourront  remplacer  le 
système  des  équations  (a),  à l’exception  de  la  première 
x'’ -t-.r’ = c* ; cl,  puisque  lescoefTicienlsdea,  p,.r',  r',ar", 
dans  les  équations  {/>)  cl  (c)  sont  tous  constants,  il  est  clair 
qu'on  en  pourra  tirer  les  valeurs  de  x'  et  y du  premier  degrt' 
en  a et  p.  Donc  si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’équation  (1), 
on  obtiendra  pour  résultat  final,  une  éijuation  en  a et  p du 
deuxième  degré  qui  sera  celle  du  lieu  èberebé. 

Obsen'ations  finalrs. 

Par  la  suite,  nous  aurons  à revenir  sur  quelques-unes  de  ces 
questions,  et  en  particulier,  pour  la  dernière,  nous  ferons 
connaître  les  positions  relatives  du  cercle  et  de  la  conique. 


Digilized  by  Google 


DES  SIMPLES  CONIQUES.  143 

Toules  It's  prupusitions  précédentes,  d’ailleurs,  sotit  con-  ' 
nues,  et  ap|)artieiineiu  en  grande  partüf  à M.  Krianrhon,  an- 
cien élève  de  l’École  Poljleclinique  (*). 

III. 

SÜR  LK  LIEi:  DU  SOMMET  LIBRE  d’i’.'I  TRIASTiLE  CIRCOSSCRIT  A USE 
CONIQUE  DONT  LES  AUTRES  SOMMETS  C.LISSENT  SUR  DES  DROITE" 
DONNÉES  DANS  SON  PLAN. 

Solution  purement  "éométriqne. 

Soit  (C)  une  courbe  quplcoiu|ue  du  second  degn-  (fig.  72). 
\M  et  \N  deux  droites  prises  pour  directrices  dans  son  plan  ; 


soit  menée  une  tangente  arbitraire  X'X"  à cette  courbe;  par 
les  points  X'  et  X",  où  elle  rencontre  AM  et  AN,  soient,  de 
plus,  menées  les  deux  autres  tangentes  X'a,  X"a,  qui  viennent 
se  couper  en  un  point  quelconque  a,  troisième  sommet  du 
triangle  variable  aX'X";  quelle  sera  la  courbe  engendrée  par 
ce  sommet,  en  supposant  que  l’on  fasse  varier  la  tangente  X'X" 
de  toutes  les  manières  possibles? 


Fie.  7'i. 


lA 


i>-'' 


(*)  /'or,  les  premiers  volumes  (i8o:j  à 1810)  do  la  Currr^Hmdancr  et 
du  Journal  de-VKrote  Polyicchninur . Écrivant  pour  moi-mi'me  en  i8i3, 
loin  de  mon  pays  et  d’après  de  vagues  souvenirs,  je  ne  pouvais  faire  la 
part  exacte  de  chaque  inventeur;  mais  je  m'en  suis,  je  pense,  sunisammeiil 
et  consciencieusement  dédommagé  en  1822,  parla  publicaliondu  Traité  dn 
Propriétés  pmjrctircs  des  Jigiires.  C’est  pourquoi,  je  le  réi>éte,  je  me 
dispense  ici  d’entrer  dans  aucun  détail  de  criti([ue  historique,  aliii  de 
ne  pas  inutilement  multiplier  les  notes  de  ce  livre. 
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Puistiiio  lo  point  \'  est  assujcili  :'i  iwtrrmirii-  la  droilo  AM,  la 
fordc  lin  ronlacl  xx’  dos  tangonlos  qui  lui  oorrosptmdenl  sur 
la  coiirbo,  passera  dans  toutes  ses  positions  par  un  môme  point 
ou  pôle  fixe  m.  Pareillement,  la  corde  xx,  relative  à \"  pas- 
sera toujours  par  un  pôle  fixe  n,  conjugué  à AN.  Cela  posé, 
d’après  le  Princ.  IV,  on  peut  regarder  la  courbe  (C)  comme  la 
projection  d’un  cercle  et  les  points  m,  n comme  celles  de  deux 
points  situés  à l'infini  ; donc,  dans  cette  projection,  toutes  les 
cordes  xx'  seront  parallèles  entre  elles,  ainsi  que  les  cordes 
xx„  et  la  question  se  trouvera  ramenée  à celle-ci  : 

Soit  73)  un  cercle  donné  (C)  ; par  un  point  quelconque  x 
de  ce  cercle  soient  menées  deux  cordes  xx'  et  xx„  la  prtv 
litière  parallèlement  à une  droite  donnée,  et  la  seconde  paral- 
lèlement à une  autre  droite  également  donnée;  par  les  extré- 
mités x'  et  X,  soient  menées  deux  tangentes  au  cercle,  i|ui 
viendront  se  couper  en  un  point  *;  quelle  sera  la  courbe 
engendrée  par  ce  point,  en  supposant  qu’on  fasse  varier  le 
sommet  x de  l’angle  x'  xx,,  en  lui  faisant  jiarcourir  la  circon- 
férence de  ((-)? 

Puisque  les  deux  cordes  xx'  et.rx,  restent  constamment  pa- 
rallèles aux  droites  données,  il  est  clair  que  l’angle  en  x,  sera 
constant;  donc  la  corde  x' x,  sera  aussi  constante  pour  toutes 


Fifi.  j:'- 


b's  positions  du  point  a,  et  par  conséquent  ce  point,  se  trou- 
vant toujours  à une  même  distance  du  centre  C,  parcourra  une 
circonférence  de  cercle  concentrique  à la  première. 

On  conclut  de  là  que  la  courbe  engendrée  par  le  point  a 
dans  la  72,  est  généralement  une  conique,  (]ue!le  que  soit 
la  position  des  pojes  ni,  n et  des  diri*ctriccs  AM  et  AN  ; cette 
courbe  n’étant  ni  concentrique  ni  semblable  à la  proposée 
puisque  la  projection  se  fait  par  des  cônes  obliques. 

lîeinnrqncs.  — On  voit  combien  celte  question  a cléiesidue 
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lacilenifiu  au  moyen  des  considéralions  géoiiiêlri(|ues  piéce- 
denlos,  qui  apprennent,  de  plus,  qtie  la  corde  .r'  x,,  troisième 
çùt<‘  du  trianfîle  inscrit  jrjc'.r,  et  conjuf;uée  au  sommet  a,  roule 
en  envi'loppant  une  troisième  section  conique. 

Si  l’on  voulait  traiter  la  même  qui'stion  dans  toute  sîl  géné- 
ralité par  ^analys(^  des  coordonnées,  on  serait  jeté  dans  des 
calculs  ou  éliminations  d’une  longueur  rebutante.  Je  vais  ce- 
pendant le  fitire,  non  pour  donner  à la  première  démonstra- 
tion une  plus  grande  certitude,  dont  elle  n’a  pas  besoin  d’après 
ce  qui  a été  établi  au  commencement  de  ce  lll'  (lahier,  mais 
bien  pour  mettre  en  mesure  de  préciser  exactement  la  forme 
et  la  position  du  lieu  eberebé.  J’en  donnerai  même  plus 
d’une  solution,  pour  montrer  comment  les  moyens  souvent 
employés  pour  résoudre  analytiquement  les  problèmes  de 
cette  espèce  peuvent  introduire  des  solutions  étrangères  à la 
question;  ce  qui  nous  servira  parla  suite. 

Première  solution  analytique. 

Hien  n’empècbe  de  supposer,  pour  la  simplification  des  for- 
mules, que  la  courbe  donnée  (C)  soit  un  cercle  ; car  il  y a une 
infinité  de  manières  de  déterminer  un  point  projecteur  et  un 
plan  de  projoclion,  tels  que  cette  condition  ail  lieu  (l'rinc.  I). 

Soient  [Jig.  ^4)  AN  et  (C)  les  deux  droites  données 
ainsi  que  le  cercle,  la  question  revient  évidemment  à celle-ci  : 

Fie.  74- 


yi 

!/'» 


Ouelle  est  la  courbe  telle  que,  si  d’un  point  quclcompie  a, 
de  celle  courbe,  on  mène  au  cercle  (C)  deux  tangentes  *\' 
1.  10 
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et  a\",  dont  l'iiiie  vient  couper  lu  directrice  AM  au  point 
X',  et  l’autre  la  directrice  AN  au  point  X",la  droite  X' X" 
soit  constamment  tangente  à ce  cercle  ? 

Je  place  l'origine  des  coordonnées  x et  r,  a et  p en  C,  et  je 
donne  ’à  l’axe  des  x la  direction  AC.  Ola  posé,  soit  r le  rayon 
du  cercle  et  a la  distance  AC;  suppo.sons,  de  plus,  que  les 
abscisses  do  chaque  point  soient  représentées  par  les  lettres 
de  la  figure,  on  aura  pour  les  équations  du  cercle, 

1""  = -f'  •+-.■)”  = c*,  a?;  -i-r]  = c', 

celle  de  la  directrice  .\M  sera  repri'^sentée  par 
(i)  . x=:\x  — \a, 

et  celle  de  la  seconde  directrice  .VN  par 
( a),  y = Bjr — B«. 

L’équation  d’une  tangente  menée  par  le  points-',  sera,  d’auire 
part, 

y y -t-  .rjc'  = r*  ; 

cette  tangente  passant  par  le.  point  a,  on  a également 
pr''  + ax'  =r^. 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  x'  et  de  y correspondantes  au 
point  a,  il  faudra  combiner  cette  dernière  équation. avec  celle 
du  cercle  ou  r’;  d’où  l’on  tirera  les  doubles  va- 

leurs 

, c=  a ipr  -4- P’  — , Hp  » r — i’’ 

^ ~ ~ a’-f-  p’  ' ’ ~ a'-l-B' 

Prenant  les  signes  supérieurs  pour  x'  ety^  et  les  signes  in- 
férieurs pour  X,  et  y,  ; observant  que  l’équation  d’une  tangente 
au  cercle  en  x',  menée  par  a,  est,  en  général. 

x-a  = -^(,r— P); 
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siibsiiiunnt  les  valeurs  île  or'  oi  )•’  irouvée.s,  on  obiieni,  pour 
ri‘quaiion  de  la  laupenie  a\',  • 

rp  — * V':<= -i-'fi- — r’ 

,r  — * — -7— — X — . 

/•  a -4-  S + fl’  — 

et,  |iour  celle  de  *X", 

X - * = - ( 7-  P). 

/■a  — P V*’ -4- P’ — r’ 


Faisant,  en  vue  d’abréf'er, 


rp  — a\/g’-hp’^r^  ■+■  « y/g» -4- — >■» ^ 

r« -4-  P + — /■’  ra  — ^ fi’ — /'^ 

les  équations  des  tangentes  aX'  et  a\"  deviendront 

X — a = — K(j— ,3),  a;— * = — L (_)•— P), 

qu'il  faudra  combiner  respectivement  avec  les  équations  (1) 
et  (a)  afin  d’obtenir  les  coordonnées  X',  Y'  et  X",  Y"  des 
points  d’intersection  X',  X";  ce  qui  donnera 

y,  _ g -f-  ‘V  Cl  K -4“  P K _ g -f-  Il/ï  F -e  p !.• 

“ TTTk  ’ “ 1 -+-B1.  ’ 

les  valeurs  de  Y ' et  Y"  ne  sont  pas  nécessaires,  comme  on  va 
le  voir,  pour  les  résultats  du  calcul. 

Pour  que  X'  X"  soit  tangent  au  cercle  { C),  il  faut  satisfaire  à 
l’équation  de  condition 

(V  V"  _ Y'X")’  = /^  [(X'  — X" j»  + (Y ' — Y")=]. 


Or  on  a.  d’après  les  conventions  et  notations  ci-dessus, 

Y'  = AX'  — A«,  Y"  = BX‘'-A«; 

^nc  l’équation  de  condition  devient 

j [(B-A)X'X"-«(BV-AX'')]» 

^ ' I =/^;(X'-X")’  + [AX'-BX"-r/[A-B)pj. 

( f'ojrz  In  suite  au  tableau  ci-après.) 

10. 
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La  seconde  île  ees  éqiialions  peut,  à son  tour,  èlre  décom- 
posée en  deux  fadeurs  p — A« — A«  et  9 — Bat  — B«,  qui, 
égalés  séparément  à zéro,  donneront  à sa  place,  les  deux 
équations  suiNanles  : 

P — \a  — \ /I  z=  O,  6 — Ha  — H rt  = O. 

On  reconnaît  d’abord,  que  ces  dernières  équations  sont  celles 
des  deux  droites  ou  iliruclrices  AM  et  AN.  (Jnant  à l’équation 
a’  -h  P’  — r'  = O,  elle  est  celle  du  cercle  (C),  lui-même;  or  ces 
trois  équations  ne  sauraient  être  que  des  solutions  particu- 
lières de  la  question  proposée;  l’équation 

/■(A  — U )(oa  — r’)-+-  { ABrt’  A Br’  — r’)  p’  — r’  = o 

est  donc  la  seule  qui  convienne  à cette  question,  du  moins  telle 
qu’on  se  l’est  primitivement  proposée  , et,  comme  on  le  voit, 
elle  représente  une  courbe  du  second  degré  en  a et  car,  en 
y faisant  disparaître  le  radical,  elle  devient  simplenteni 

( AB«’  — .\B  I - — r’)’  (a’-t-  P’  — r')  — r’(  A — B )’  { o a — r’)’=o. 

Celte  équation  ne  renfermant  pas  de  terme  en  p,  il  est  clair 
que  la  courbe  est  .symétrique  par  rapport  à l’axe  AC  des  x ou  a, 
et  par  conséquent,  son  centre  est  situé  sur  cet  axe. 

De  plus,  si  l’on  y fait  a a — r’=  o,  l'ordonnée  p devra  satisfaire 
à l’équation  a’-t-p’  — r’=o,  qui  est  celle  du  cercle  (C)  lui- 
même;  la  courbe  aura  donc  deux  points  en  commun  avec  ce 
cercle,  situés  symétriquement  au-dessus  et  au-dessous  de 
l’axe  des  x : l’équation  aa — r’ = o fait  voir  d’ailleurs  que 
ces  points  s’obtiendront  en  menant,  du  point  A,  deux  tangentes 
à ce  même  cercle.  Ainsi,  quand  le  point  A est  au  dedans  de  (C), 
la  courbe  ne  le  rencontre  nulle  part.  Dans  tous  les  cas,  le 
point  a étant  toujours  au  dehors  du  cercle,  la  courbe  ne  sau- 
rait entrer  dans  son  intérieur,  et  partant,  lorsqu’elle  a deu^ 
points  en  commun  avec  lui,  elle  le  louche  forcément  en  ces 
jtoinis:  ce  qui  est  évident  à l’inspection  même  de  la  Jig.  75,  et 
ensuivant  attentivement  la  construction,  le  mode  de  généra- 
tion de  celle  courbe. 
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Hfinaïqtirs  iv/titivrs  aux  solutions  étraiijrèrcs. 

Il  lions  resic  à o\i)lii]iier  |M)uri|uoi  les  (‘i|uations  du  corde  (C) 
et  dos  doux  direcli ires  \M  ol  \N,  se  sont  iiitroduilos  dans 
rr‘qtia(iuii  qui  ruuniil  la  solution  anal\ti(|iie  du  problèini’. 

Ur,  si  l’on  sc  reporte  à renoncé  : « trouver  le  lieu  d'un 
» point  a,  ici  que  les  tangenU‘s  menées  de  ce  point  au  cer- 

Fig  75. 


M 

\' 


» de  (C),  rencontrent  respectivement  VM  et  \N  en  dos  points 
>>  situés  sur  une  tangente  à ce  cercle,  » on  vcri-a  facilement  que 
les  points  du  cercle  et  des  droites  remplissent  parfaitement  les 
conditions  imposées  aux.  points  a.  Considérant,  par  exemple, 
la  droite  ,\M,  il  est  clair  que  si  d’un  point  X'  de  cette  droite, 
on  mène  les  deux  tangentes  X'  x',  et  X'^,  la  première  ren- 
contrant ,VM  au  point  X'  lui-même,  et  la  seconde  AN  en  X", 
les  deux  points  X'  et  X"  sont  bien  situés  sur  une  môme  tan- 
gente au  cercle.  De  même,  si  d’un  point  quelconque  x de  la 
cin.-onférence  du  cercle,  on  essaye  de  lui  mener  deux  tan- 
gentes, il  est  évident  (|ue  celles-ci  se  superposant,  le  triangle 
générateur  aX'X"  se  réduit  à la  tangente  unique  X'X"  et 
le  point  œ vient  en  x. 

il  n’est  plus  étonnant,  d’après  cela,  (|ue  les  équations  du 
cercle  et  des  droites  ,\M  et  .\N  se  soient  trouvées  combinées 
avec  l’équation  même  de  la  courbe  cln'rcbée;  c’est  une  suite 
nécessaire  de  la  généralité  de  l’analyse  algébrique. 

Nous  pouvons  conclure  de  là,  que,  avant  de  mettre  un  pro- 
blème en  équation,  il  faut  examiner  avec  soin  si  la  méthode 
employée  n'introduira  pas  quelque  solution  étrangère  à l’objet 
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qu’on  se  propose;  on  saura  ainsi,  à l’avance,  si  l’équalion  finale 
à la(|uelle  on  veut  parvenir,  doil  renfermer  un  ou  plusieurs 
fadeurs  inutiles,  cl,  souvent  même,  on  pourra  reconnaître  la 
nature  de  ces  facteurs.  Cet  examen  permellra  fréi|uemmenl,  de 
choisir  une  marche  qui  ne  donne  pour  é(]uation  finale  que 
l'équation  même  delà  courbe  cherchée;  mais  il  n’en  est  pas 
toujours  ainsi  ; car  certains  problèmes  comportent,  de  leur  na- 
ture, plusieurs  solutions  liées  les  unes  aux  autres  d’une  ma- 
nière inséparable. 

La  méthode  ([ui  fournirait  la  solution  exemple  de  toute  so- 
lution j)ariiculière,  ne  sera  d’ailleurs  pas  toujours  la  plus 
commode  ni  la  plus  rapide.  Si  l’on  se  proposait,  jiar  exemple, 
de  rechercher  uni(|uemenl  le  dcftré  de  la  courbe  satisfaisant  à 
certaines  conditions  données,  et  (|u’on  eut  reconnu  que  la 
question,  présentétMrune  certaine  manière,  dnl  introduire  un 
ou  plusieurs  facteurs  d’un  degré  connu,  il  suffirait  de.  déter- 
miner le  degré  de  l’écjuation  finale,  ce  qui  est  toujours  pos- 
sible et  souvent  très-facile,  et  l’on  en  conclurait,  par  soustrac- 
tion, le  degré  propre  de  la  courbe  cherchée.  11  faut  avoir 
soin  néanmoins,  d’éviter  rintroduciion  de  ces  facteurs  auxi- 
liaires, vraiment  étrangers,  adoptés  parfois  en  vue  de  faciliter 
les  opérations,  et  qui  sont,  en  certains  cas,  d’autant  plus  fâ- 
cheux qu’ils  peuvent  faire  disparaître  de  véritables  solutions. 

Consi ritvl ion  géométrique  et  discussion  des  éléments 
de  ta  conique  lien  du  sommet  libre,  etc.  (*). 

I"  Cas.  — On  peut  déterminer  par  une  construction  géomé- 
trique simple  les  sommets  situés  sur  l’axe  de  symétrie  AC,  de 


{*)  Les  conslruclions  ci-après  ont  pour  but  évident  une  premioro  Icn- 
lalive  do  sohitiun  directe  et  pureineiil  géométrique,  des  problèmes  énon- 
cés plus  loin  et  dont  le  cas  tout  à fait  élémentaire  relatif  à u l’inscription 
» au  cercle  d’un  triangle  dont  les  côtés  passent  par  des  points  donnés  en 
» ligne  droite,  » avait  déjà  occupé  les  géomètres  de  l'École  d'.Alexandri.e 
et  ceux  du  siecle  dernier. 

A ce  sujet,  un  se  rappellera  que  les  méthodes  de  résolution  des  pro- 
blèmes de  géométrie  se  réduisent  aux  suivants  ; i°  In  résolution  algébrique 
et  arithmétique  des  é<iuatiuns  par  un  calcul  direct  ou  de  tâtonnement  ; 
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la  courbe  lieu  des  points  a.  Concevons,  en  ellel  76),  que 
l’on  trace  le  triangle  x,x'  x,  qui  a pour  sommets  les  points 
•le  contact  des  côtés  du  iriaiij^le  circonscrit  au  cercle  (C);  on  a 

Fij».  7fi. 


fait  remartjuer,  à l'occasion  de  la  solution  géométrique,  que 
les  cordes  xx' , xx,  passent  dans  toutes  leurs  positions,  par 
deux  pôles  fixes  m et  n,  toujours  faciles  à construire.  D’autre 
part,  lorsque  le  point  a est  situé  sur  \C,  il  est  visible  que  la 


2"  le  tracé  graphique  par  points  ou  d’un  mouvement  continu,  à l’aide 
d’instruments  de  précision,  tels  que  règles,  compas,  etc.  La  résolution 
au  moyen  de  calculs  arithmétiques  et  de  tracés  géométriques,  répétés  ou 
par  imints,  est  généralement  longue  et  pénible;  on  l’abrége,  il  est  vrai, 
l>ar  les  tables  logarithmiques,  les  instruments  à calcul,  la  règle  de  fausse 
position  ou  le  tracé  graphique  des  courbes  d'erreurs.  Mais  ces  méthodc<s 
ne  sont  pas  considérées  comme  bien  satisfaisantes  ; il  en  est  tout  autre- 
ment des  solutions  dirccti*s,  rapides  ou  réduites  au  plus  petit  nombre 
possible  d'éléments,  par  une  combinaison  simple,  en  cola  môme  savante, 
des  données  et  des  inconnuas,  soit  qu’on  y emploie  princii>alement  les 
ressources  de  l'analyse  algébrique,  soit  que,  faisant  un  usage  en  quelque 
sorte  exclusif  du  raisonnement  géométrique,  on  se  livre  à la  contemplation 
intime,  intuitive  pour  ainsi  dire,  des  conditions  et  des  données  de  chaque 
problème;  ce  genre  de  solutions,  dont  les  écrits  mathématiques  ont,  de- 
puis une  certaine  épocpie,  offert  de  si  remarquables  exemples,  mérite 
seul,  en  effet,  les  épithètes  d'efe^o/rr,  rapide,  ingénieux. 

Quant  aux  méthodes  d’invention  et  de  démonstration,  c’est  autre  chose 
encore,  et  l'on  ne  doit  pas  oublier  que  démontrer  à poslériori,  ce  n’est 
pas  réellement  iltkom’rir,  à moins  que  le  mode  même  de  démonstration, 
doué  ou  non  des  qualités  préctVlentes,  ne  constitue  en  soi  une  innovation, 
et  un  principe  fécond  de  découverte.s. 
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corde  de  coiilaci  correspoiidanie  x'x,  est  peipeiidiculaire 

a VC. 

La  qiiesiiuii  l•evi(Mlt  donc  à celle-ci  : a Par  deux  point!»  don- 
)i  nés  m et  H pris  dans  le  plan  d’uti  cercle,  mener  deux  cordes 
» mx,  nx  qui  se  coupent  en  un  point  x de  sa  circonférence, 
» de  telle  manière  que  la  droite  qui  joint  leurs  deux  autres 
» extrémités  x',x,  soit  parallèle  à mn,  » Or  il  est  facile  de  voir 
que  le  point  iticonnti  x,  s’obtiendra  en  menant,  par  /«  et  n,  im 
cercle  taiiKeul  au  cercle  donné  (L)  ; problème  traité  dans  le 
I"  (iabier,  et  susceptible  de  deux  solutions.  Les  deux  points  x 
une  fois  construits,  on  en  déduit  simplement, comme  l'indique 
la  (if^ure  jioiir  l’un  d’eux,  les  sommets  a et  a'. 

La  construction  ci-dessus  peut  s’exécuter  toutes  les  fois  (lue 
les  points  m et  « sont  tous  deux  intérieurs  ou  tous  deux  exté- 
rieurs au  cercle.  Lorsqu’il  en  est  ainsi,  on  peut  donc  détermi- 
ner directement  le  centre  et  l’un  des  axes  principaux  de  la 
courbe;  la  position  des  points  a et  a'  par  rapport  au  cercle  en 
fera  d’ailleurs  connaître  l’espèce.  Si  l’un  de  ces  points  est  à 
l'inrini,  le  lieu  est  une  parabole  ; c’est  une  ellipse  lorsque  les 
deux  points  sont  situés  de  part  et  d’autre  du  cercle,  et  une 
hyperbole  lorsqu’ils  .sont  situés  du  même  coté.  Dans  tous  les 
cas,  on  aebèvera  facilement  de  déterminer  la  position  et  la 
({i-andeur  de  la  courbe. 

Si  c’est  une  hyperbole,  on  en  conslruiia  les  asymptotes  par 
la  méthode  indi(|uée  plus  bus,  et  de  là  on  déduira  lu  fîrandcur 
de  l’axe  itnaginaire.  Lors(|ue  c’est  une  ellipse.  On  en  déter- 
mine un  [toint  (luelconque  par  la  ctnistruction  générale,  et 
l’on  obtient  ensuite  l’axe  inconnu,  en  remarquant  (jiie  le  rap- 
port de  cet  axe  à xa',  est  égal  au  r.qqtort  de  l’ordonnée  du  point 
construit,  à l’oidonnée  ci^respondante  du  cercle  [décrit  sur  3.x 
comme  diamètre.  * 

Eidin,  lorsipie  la  courbe  est  une  parabole,  on  en  détermine 
encore  un  point  quelcon(|iie,  et  l’on  déduit  le  paramètre  de  la 
relation  connue  y'=9.px.  On  pourrait  aussi  construire  la 
tangente  en  ce  point,  en  s'appuyant  sur  ce  que,  dans  cette 
courb(‘,  la  sous-tangente  est  ilouble  de  l’abscisse,  et  déduire 
ensuite  de  là  le  foyer. 

Les  constructions  relatixcs  à l’ellipse  et  à la  parabole,  se 
simplifient  lorsque  le  point  A est  hors  du  cercle;  car  alors  on 

H. 
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Cümialt  iimnodialcinent  au  moins  un  point  de  la  couibc;  à 
savoir  le  point  de  contact  t ou  l',  de  l’une  (piclconque  des  tan- 
gentes menées  de  ce  point  au  cercle  (C  '. 

II'  Cas,  oiX  l'un  des  pôles  es!  au  dedans  et  l’autre  au  dehors 
du  eerele  directeur.  — Lors(]ue  le  point  « 77  ) étant  exté- 

rieur au  cercle  (C)  et  le  point  ni  intérieur,  c’est-à-dire  quand 
la  directrice  VN,  conjuguée  à n,  rencontre  ce  cercle,  et  (pie 
celle  VM,  (jui  a m pour  pôle,  lui  reste  extérieure,  la  construc- 
tion relative  aux  points  a et  a'  devient  illusoire  : l’axe  prin- 


Fip.  77. 


cipal  de  la  courbe  dirigé  suivant  AC,  sera  donc  imaginaire,  et 
par  conséquent  cette  courbe  sera  une  hyperbole.  Dans  le 
même  cas,  le  point  A étant  extérieur  au  cercle  (<i),  par  hy- 
pothèse, le  lien,  du  deuxième  degré,  a néc(‘ssairement  la 
position  indicpiée  dans  la  fig.  77  ci-dessus,  et  il  s’agit  d’en 
trouver  le  centre  et  les  asymptotes. 

Uappelons-nous  pour  cela  (jue  l’asymptote . étant  une  tan- 
gente à l’un  des  points  situés  à l’infini,  il  devient  nécessaire 
de  reclierclier,  au  préalable,  la  position  occupée  par  de  tels 
points  sur  les  branches  illimitées  de  la  courbe.  Or,  pour  ob- 
tenir un  point  qiielcompie  a de  cette  courbe,  il  faut  d’un 
point  arbitraire  x,  du  cercle  (C),  mener  aux  points  m et 
les  droites  mx  et  nx  qui  coupent  de  nouveau  ce  cercle  en 
x‘  et  en  x,;  tracer  ensuite;  en  ces  points  n^spectifs les  tangentes 
qui  iront  se  couperau  point  ademandé.Si  donc  ce  dernier  point 
doit  être  situé  à l'infini,  il  faudra  que.  les  tangentes  jr'a,  x,a, 
en  x'  et  Xi  soient  parallèles  l’une  à l’autre,  et  par  conséquent 
(|ue  la  droite  x'  r,  soit  un  diamètre  du  cercle,  d’où  il  suit  ([ue 
l’angle  x'xr,  d(ut  être  droit. 
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Üoiic  si,  sur  la  disiancc  «irtcoiiiiiie  diamélre,  on  décrit  une 
nouvelle  circonférence  de  cercle,  les  points  æ-  et  X où  elle 
coupe  la  première  , seront  tels  nue  les  a (|ui  leur  corresjion- 
derit  seront  situes  à rinniii  ; donc  les  asymptotes  de  la  courbe 
s(!ront  respectivement  [larallèles  aux  tangentes  obtenues  de  la 
manière  indi(|uée  en  pai-iiculier  pour  le  point  x. 

üi dirc'Ction  desasvmptotes  étant  ainsi  trouvée,  il  ne  s'agira 
plus  (|ue  d’en  fixer  la  position  ; pour  cela,  on  rt'gardera  les 
points  situés  à l’infini  comme  deux  points  distincts,  à cbacun 
desquels  il  faudra  mener  une  tangente  à la  courbe;  on  cboisira 
à cet  effet,  trois  autres  points  quelconques  de  cette  courbe,  et 
on  exécutera  la  construction  indiquée  [fif'.  (>8j.  Or,  les  |)oiiiis 
/ et  i'  étant  ici  connus  à priori,  il  suffira  d’en  déteiininer  un 
troisième  a,  par  la  construction  ordinaire. 

Les  points  de  conUict  t étant  ici  encore  réels,  et  représen- 
tés 7^)  par/»,/ respectivement,  soit»  un  troisième  point 
déterminé,  comme  on  vient  de  le  dire;  on  mènera  par  h et  /' 
des  parallèles  /»c,/eaux  asymptotes,  elles  viendront  se  couper 
évidemment  en  un  point  /’  de  l'axe  de  svméirie  AO  de  la 
courbe;  on  tracera  «/'et  (tb\  par  le  point  (’on  mènera  //l'paral- 

l'iC.  78. 


r 


•Icle  à «/’,  (|ui  coupera  ah  prolongé  en  /■';  ce  sera  un  [loint  de 
l’une  oc,  des  asymptotes  eberebées,  et  le  point  o oit  elle  cou- 
pera l’axe  AC  sera  le  centre  de  la  cottrbi'.  On  obtienilrait  l’autre 
asymptote  en  menant  par  le  même  point  i une  parallèle  ih"  a 
<(/>,  (pii  couperait  af  au  point  A"  appartenant  à la  deuxième 
oc  des  asymptotes. 

Cette  construction  se  tlédiiit  de  celle  de  la //g.  tiH,  art.  l //. 
en  supposant  dans  cette  figure  <pie  C et  L sont  les  pf>inls  .à  l’in- 
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(iiii,  desquels  il  faille  mener  des  tangentes  à la  courbe.  Toute 
droite  qui  passe  par  l’un  de  ces  points,  a,  en  effet,  une  direc- 
tion parallèle  à celle  de  l’asymptote;  par  conséquent  la  droite 
FE  devient  ici  une  droite  menée,  par/,  parallèlement  à cette 
asymptote.  11  en  est  de  même  de  la  droite  BC,  qui  devient  ici 
ibc;  la  droite  EC  étant  tout  entière  à l’infini,  son  intersection 
L'  avec  AF,  est  par  là  même,  située  à l’infini  sur  cette  droite; 
donc  L'I  est  représentée,  dans  la  nouvelle  figure,  par  la  droite 
/7t"  menée  de  i parallèlement  à ab , laquelle  par  conséquent 
donne  avec  ab,  représentant  ici  .\B,  le  point  A'  représen- 
tant rintersection  K'  de  la  tangente  en  E,  devenue  l’asymp- 
tote oh'e. 

Ayant  obtenu  ainsi  les  asymptotes  de  la  courbe,  on  détermi- 
nera facilement  son  grand  axe  réel , en  se  rappelant  que  si, 
d’un  point  qnelcomine  f de  cette  courbe,  on  mène  deux  or- 
données y?  et/' parallèles  à ces  asymptotes,  leur  pioduit  ou 
rectangle  J1  .fl' = ol . ol'  est  constant.  Quand  le  point /est  pré- 
cisément le  sommet  de  la  courbe,  ol=ol';  par  conséiiuent, 
si  l’on  cherche  une  moyenne  proportionnelle  entre  ol  et  ol', 
et  qu’on  la  porte,  à partir  du  centre  o,  sur  l’une  et  l’autre 
asymptotes;  qu’ensuile,  des  points  obtenus,  on  mène  des  pa- 
rallèles à ces  asymptotes,  le  point  où  elles  se  rencontreront 
sera  le  sommet  même  de  l’hyperbole,  etc. 

Recherche  des  intersections  de  la  conique  avec  les  direc- 
trices. — Il  est  des  cas  où  la  courbe  rencontre  les  directrices 
du  triangle  mobile  ou  générateur;  on  peut  se  demander  alors 
de  construire  les  intersections  correspondanlês.  Supposons 
(jne  la  position  de  AM  et  .VN  soit  telle  que  l’indique  la  fig.  79, 
ci-après,  et  qu’il  s’agisse  de  trouver  les  points  oit  AM  ren- 
contre la  courbe  cherchée.  On  déterminera  le  point,  toujours 
réel,  ou  p»j|c  m conjugué  à la  droite  AN;  par  les  points  p et  q 
où  AN  rencontre  le  cercle  dircctetir  (C),  on  mènera  les  tan- 
gentes p\  et  q\ , qui  donneront  par  leurs  intersections  avec 
AM,  les  points  X et  Y demandés. 

En  effet,  on  peut  considérer  le  point  p comme  étant  donné 
arbitrairement  sur  le  cercle  (C).  Pour  trouver  le  j)oint  descrip- 
teur correspondant  a,  il  faudrait  joindre  ce  point  p avt'c  le 
pôle  m par  la  droite  pin,  (pii  couperait  le  cercle  en  un  deuxième 
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|ioiiil  /#';  le  joindre  pareillemeiU  un  pôle  « 'de  AN,  par  une 
droite  np  coupant  le  cercle  \V.)  une  deuxième  fois  en  p:  par 


loi:-  79- 

- M 

/ 


n 


les  points  p et  p',  enlin,  mener  deux  tangentes  à ce  cercle. 
(|ui  se  couperaient  au  point  a demandé.  Or  il  est  évident  (|ue 
la  corde  pp'  passant  par  le  pôle  m,  le  point  descripteur  ou  ». 
est  sur  la  directrice  ,\M. 

On  jteul  tirer  de  là  comme  con.séquence,  que,  si  les  direc- 
trices AM  et  AN  rencontrent  à la  fois  le  cercle  (C'),  auquel 
cas  m Cl  n sont  tous  deux  au  dehors  de  sa  circonférence,  ces 
mêmes  droites  rencontreront  aussi  la  coniijue;  (jnc  s’il  n’y  en 
a qu’une  seule  qui  coupe  le  cercle,  elle  ne  coupera  pas  non 
plus  cette  courbe,  l’autre  la  coupant;  (lu’enfin,  si  ni  l’une  ni 
l’autre  des  directrices  ne  cou|»e  le  cercle,  aucune  ne  rencon- 
irera  celle  même  courbe. 

Inscription  et  circonscription  d’un  triangle  à un  autre  ou  à 
une  conique  donnée.  — Les  axes  principaux  de  la  courbe  éuml 
ainsi  Irouvièt,  on  pourra  se  proposer  de  rechercher,  [>ar  une 
('onsiruclion  géoméiri(pic  directe,  ses  int(*rsections  avec  une 
droite  de  position  connue,  ce  ijui  fournira  la  solution  du  pro- 
blème suivant  : 

n KlanL  doimi'S  S<>)  un  cercle  (II)  et  un  triangle  .\MN, 
I)  circonscrire  à ce  cercle  un  antre  triangle  amn  dont  les  som- 
» mets  m,  n et  n soient  respectivement  sur  les  côtés  AN,  AM 
i>  et  MN  du  triangle  donné  AMN.  » 

Il  est  facile  de  voir  (pie  ce  problème  revient  inversement, 
a celui  (|ui  suit  : 

•I  Klant  donnés  arbitrairement  trois  points  /,  o et  /■  ainsi 
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» (|u’un  rei’ole  (C),  ilans  un  même  plan,  faire  passer  par  ces 
X points  trois  droites  tpii  se  eonpeni  respcrtivement  sur  la 

Fip.  8o. 


M 


» circonférence  de  (C),  et  qui  forment  par  conséquent  un 
I)  triangle  xx'  x,  inscrit  à ce  cercle.  » 

Si  la  courbe,  directrice  ou  enveloppe  des  sommets  et  des 
cdtés  de  ces  triangles. respectifs,  était  une  coni<iue  ou  courbe 
quelconque  du  deuxième  degré,  la  solution  serait  du  même 
ordre,  mais  beaucoup  moins  facile,  à exécuter  géométrique- 
ment, c'est-à-dire  par  la  règle  et  le  compas. 


Ih-uxième  solution  analytique  du  problème  énoncé' 
en  télé  de  cette  sert.  III  (p.  .5,). 

La  question  revient  évidemment  encore  à celle-ci  : .Soient 
//g-.  8i , un  cercle  [C]  et  deux  points  ou  pôles  fixes  a et  a'  situés 

Fie  Si. 


■ y 


'jT- 


arbitrairement  dans  son  plan;  que,  d’un  point  quelconques' de 
ce  cercle,  on  mène  aux  pôles  a etc'  les  droites  x'a  et  x'a'  cou- 
pant le  cercle  en  deux  autres  points  x"  et  x”'-,  qu’en  ces  points 
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on  mène  les  deux  langenies  x"  n.  ei  .r”  * (|iii  se  coupent  en  a, 
quelle  sera  la  courhe  engendrée  par  ce  point  a? 

Supposant  encore  (|ue  chaipic  pointait  pour  coordonnées  les 
lettres  correspondantes  à celles  dt;  la  ligure  (*),  on  aura  évi- 
demnient  les  équations  de  condiiion  suivantes, 


X 4- 

U-V 


■ r\  x""‘  -4-  >■' 


(3)  ^ v"-(- aj-"=  ^r"+xx'"=r\ 


Ces  équations  étant  au  nombre  de  sept  et  renfermant  huit 
inconnues,  donneront  par  l'élimination  une  é(]uation  de  con- 
dition entre  a et  ^ seuls,  qui  sera  l’étiuation  même  de  la 
courbe  cherchée. 

Si  l’on  fait,  pour  un  moment. 


les  équations  (a)  deviendront 

(4)  y — r'=/«(x" — x'),  y — y'=rv'(x”' — x' ). 

Retranchant  la  première  des  équations  (i)  de  la  deuxième,  on 
aura  , 

{x''—x')(x’'+x')+ (y— y }(y  h-  / ) = o. 

Substituant  la  valeur  de  >" — >■'  tirée  de  la  première  des 
équations  (4).  d supprimant  le  facteur  x" — x'  qui  répond  à 
une  .solution  étrangère,  puis(]u’il  ne  saurait  être  nul  sans  qu’il 
en  soit  ainsi  dey — y'  ou  de  a — x'  (a),  on  aura  donc 

x" ■+■  x' -i-  ni  ( r"-hy')  = o. 

Cette  équation  donnera  conjointement  avec  la  j)remière  des 


(*)  Désormais  nous  désignerons  constamment,  par  la  leilrequi  corres- 
lK>nd  à l’abscisse  courante  de  chaque  point,  la  position  géométrique  même 
de  ce  point  sur  la  fignre. 


Digitized  by  Google 


DKS  SIMPLES  CONIQUES.  i5y 

lieux  éi|uuiiun<>  cuuiiirises  sous  le  11°  4. 

_ 1' — ■}.ntx' — ni^}-'  U 

I -I-  /jU  |) 

,,  m' x’  — 2 ;w  r'  — x'  N 
a,  _ — 7)’ 

où  les  leilrcs  n,  N,  D .sont  inlroiiuites  pour  l’abréviation. 

En  ehangeanl  ni  en  m'  dans  ces  deux  expressions,  adopiani 
des  abréviations  analogues,  elles  donneront 


^ >•' — ?.ni' x' — «■ 

y 1 -H  m"  ^ F’ 

„ m’^x'  — iini’r'—x'  N' 

, ~ F’ 


Si  l’on  substituait  res  valeurs  dans  les  équations  (3),  on  ob- 
tiendrait deux  équations  en  a,  p,  x'  et  r'.  d’où  l’on  tirerait  les 
valeurs  de  x'  et  y'  en  a et  p,  qui,  mises  dans  x'‘-+-y^=  r^, 
donneraient  l’équation  de  la  courbe  cberchéo.  Mais  cette  ma- 
nière directe  de  faire  l’élimination  ne  serait  pas  la  plus  simple 
en  CO  qu’il  s’introduirait  des  facteurs  étrangers  à la  question; 
ce  qu’il  s’agit  ici  d'éviter. 

Substituant  donc  les  valeurs  de  x",  y",  etc.,  dans  les  équa- 
tions (3),  elles  deviendront 

pn -t- aN  = /-^D,  p«'  f-2N'=r=ri'. 

Puis,  éliminant  successivement  a et  p,  on  obtiendra  les  deux 
équations  suivantes 

(5)  p(«N'— n'N)  = /-^(DN'— D'N}, 

(6)  a(/i'N— nN')  = r’(l)n'  — D'n), 

qui  tiendront  lieu  des  premières. 

Calculant  séparément  les  valeurs  des  coeflicients  qui  entrent 
dans  ces  équations,  on  parviendra  .i  des  expressions  dans 
lesquelles  entrera  le  lacieur  ni  — m'  : laissant  ce  facteur  lilire, 
mettant  dans  l’autre  partie  pour  ni  et  ni'  leurs  valeurs,  et  ren;- 
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Ces  valeurs  de  x'  el  y étani  substituées  dans  l'équation 
x"‘+y''=t^,  donneront  une  équation  du  second  degré  en  a 
et  9;  donc  la  courbe  cherchée  est  une  section  conique. 

Remarque,  — Puisque  la  courbe  parcourue  par  le  point  a 
est  du  second  degré,  il  s’ensuit  que  renvcloppe  de  l’espace 
parcouru  par  la  corde  x"x"',  est  réciproquement  de  ce  degré, 
ainsi  qu’on  le  verra  plus  tard;  mais  on  peut  démontrer  cette 
dernière  proposition  d’une  manière  entièremeiu  directe. 

L’équation  de  la  corde  x" x"  étant 


si  l’on  y substitue  les  valeurs  de  x",  etc.,  trouvées  ci-dessus. 


elle  deviendra,  en  chassaiiLles  dénominateurs, 

». 

(y  D— n)(Nl)'  — N'D)  =z(nD'— n'D)(xD  — N), 
ou 

jD  (ND'— N'D)  — (ni)'—  n'D)  = n'ND  — nN'D, 

laquelle,  divisée  par  D,  se  réduit  à la  suivante 

^(NIV  — N'I))— x(nl)'  — n'D)  = n'N  — nN'. 

Substituant  dans  celle  équation,  les  valeurs  des  coefficients 

trouvées  précédemment  (7),  divisant  ensuite  par  le  facteur 

2 f m — m'  ) , . „ , 

commun  ; on  obtient  finalement 

[a  — x](a — x) 

(8)  I — jr[(rta' — bb'-hr')x'-{-(ab'-\-ba')y — r’(«-t-n')] 

( =r’[r’-|-aa'-t-if>' — (a-l-a')x'  — 


Cette  équation  étant  du  premier  degré  en  x'  cl  y,  en  la  dif- 
féreniiant  par  rapport  à x\  il  en  résultera  une  nouvelle  équa- 

(ly^ 

lion  qui,  ne  renfermant  que  ar  et  y,  exprimera  une  relation 

I.  1 1 
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entre  les  coordonnées  x et  j du  point  d'intersection  de  deux 

cordes  infiniment  voisines. 

Or  l'équation  du  cercle  ar'’ = r’  donne,  parla  différen- 
tiation immédiate, 


d/ 

dx' 


d)-' x' 

dF-~~ÿ' 


c'est  la  relation  qui  doit  exister  toujours  entre  x'  et  y, 
pui.sque  le  point  x'  doit  demeurer  sur  le  cercle;  par  consé- 
quent,  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  dans  l'équation  pré- 
cédente, on  aura  une  équation  du  premier  degré  en  x'  c\y, 
comme  l'équation  (8),  et  donnant,  conjointement  avec  elle, 
les  coordonnées  a;  et  du  point  d'intersection  de  la  corde  x"x’" 
avec  celle  qui  lui  est  infiniment  voisine;  par  conséquent  aussi, 
ce  sera  le  point  même  de  contact  de  la  corde  x"x“'  avec  l’en- 
veloppe cherchée.  . 

Donc  enfin,  en  éliminante'  et^''  entre  Iqs  deux  équations 
ainsi  obtenues  et  l’équation  x'^-i~y‘—r^,  le  résultat  en  x cly 
sera  l’équation  même  de  la  courbe  cherchée. 

Voici  la  suite  de  ce  calcul. 

Ordonnant  l’équation  (8)  par  rapporta  x'  et  y,  on  aura 


y[{aa'  — bb' — r^)y — [ab'-h  6n')e  4-  -)-  6')] 

— x'\[aa' — />/>'-(-  r’)  ba')y — r’  (<x-|-a')] 

(n4-fl')e  — an'  — bb' — r’]  = o. 


dr" 


Différentiant  par  rapport  à x'  et  mettant  pour  pp  sa  valeur 


il  viendra,  toutes  réductions  faites. 


x'[{aa(  — bb' — c’)  — (ab'-i-ba']x-\-  r’(6  -f-  6')] 
■+-y[[aa' — bb' r')  x-{-  [ab' -‘i-ba')y — r’(a-i-n')]=^  o. 

C’est  entre  ces  deux  éiiuations  et  l’équation  -f-  r'’ = c’  qu’il 
faut  éliminer  x'  et  y.  Pour  cela,  multipliant  la  première  par 
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X'  ei  la  seconde  par  relrandianl  la  première  de  la  deuxième 
et  observant  que  l’on  a x'’-hjr'’=r',  il  viendra 

;•’[(  aa' — hb'-h  /•’  )x  + ba'  ) v — r’(  a n')] 

= x'  r‘‘\{  b b' )y-i-{  a -ha')  X — aa'  — bb' — r’  ]. 


Faisant  maintenant  l’inverse,  c’est-à-dire  multipliant  la  pre- 
mière équation  par  y'  et  la  deuxième  par  x',  les  ajoutant  en- 
suite, on  aura  l’équation 

r’[(a«' — bb' — r‘‘)  r-~{ab' -h  ba')x  -h  r*{  b -h  b' )] 

— — b -h  l>'  )y-h  (a  -h  a')x  — aa' — bb' — 

Ces  deux  dernières  écpiations  remplacent  parfailement  les 
deux  premières.  Si  on  les  élève  l’une  et  l’autre  au  carré  et 
qu’on  les  ajoute,  qu’on  mette  ensuite  r*  à la  place  de  x’’-hy'’, 
qu’enlin  on  divise  le  résultat  par  r*.  il  viendra 

[{aa' — b b'  -h  r*)x  -4-  ( ab'  -y  ba'  )y — r“(«  -(-  a')]’ 

-H  [(  no' — bb'  — r’  ) >•  — ( ab'  -y  ba'  )x  -y  r'{  b -y  b'  )]' 
r^[{b  -y  b')y-y(a  -y  a')x  — aa' — bb' — r*]’. 

relie  est  finalement  l’équation  de  l’enveloppe  cherchée; 
donc  puisqu’elle  est  du  deuxième  degré,  cette  enveloppe  est 
en  effet  une  section  conique. 

Le  facteur  m — m'  supprimé  dans  le  cours  de  l’opération, 
n’a  qu’une  application  indirecte  au  problème  qu’on  s’était 
proposé,  et  il  doit  être  regardé,  en  quelque  sorte,  comme 
une  quantité  finie  et  constante. 

En  effet,  si  l'on  voulait  satisfaire  à l'équation 


[x-x") 


de  la  corde  x"x“,  en  faisant  in  = m',  et  substituant  pour  m et 
m’  leurs  valeurs  algébriques,  on  aurait  l’équation 


qui  n’est  autre  que  celle  de  la  corde  même  jr'.r'',  pour  une 

II*. 
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posilioii  |i:ii'(inilièn‘,  |>iiis()tri'lli>  u|)|iiirti(’iilà  la  droite*  qui  passe 
par  les  pôles  fixes  a et  droite  avec  laipielle  se  eonl'oiid  la 
corde  x"  x’"  quaiiil  le  point  x'  <*st  sur  cette  droite  (/»{?•  8t). 
En  supprimaiil  le  facteur  ni  — ni',  ou  n’a  doue  pas  diiniiiué 
la  f:énéralilé  de  réqualion 


Neaiuuoius,  couiiue  à la  corde  an'  correspond  une  valeur 
particulière  de  a et  p,  ou  |>eiit  appeler  l'équation  ni  — m'=o 
suliitioii  sin<fitliére. 

(à's  sortes  de  solutions,  en  apparence  étrangères  à la  ques- 
tion telle  ipi'on  l’a  énoncée  ou  ipi'ou  fa  entendue,  provien- 
neiil  essenliellemenl  de  la  inaniére  dont  on  a fait  féliniina- 
tion  ( *). 

Ou  voit  (pie,  dans  les  deux  solutions  précédentes,  l’éiiualioii 
liliale  ne  reiifernie  ipi’iin  seul  lacleur  étnuiger,  parce  cpi’eii 
effet  la  ipiestion  présentée  de  ces  deux  niaiiières,  n’est  susc(*p- 
lilde  que  d une  seule  solution  générale;  connue  ou  peut  s’eu 
assurer  dir(‘ctcnii‘iit  d’après  fexanieii  de  ta  8i. 


(*)  M.  Moutard,  dont  j'ai  été  à niéuio  d’apprécier  le  talent  daiialystu, 
a bien  Noulii  véritier  tontes  les  opérations  algébriques  do  ces  fahiors, 
([u’il  a trouvées  exactes  dans  leurs  résultats  divers,  mais  au\quell(>s 
il  aurait  voulu  apporter  ciTtainos  abréviations  ou  simplifications  que  je 
n’ai  pas  dii  admettre  d’après  mou  intention  formelle  de  no  rien  changer 
aux  déinonslnitions  et  aux  idées  du  t(>xte  manuscrit.  Ces  abréviations, 
fondées  en  partie  sur  les  méthodes  niiiriiionir/ur.\  ou  syniholiqiifs  d’élimi- 
nation et  de  notation  aujourd’hui  adniisi's  parmi  les  adeptes,  sont  les 
mêmes  qui,  depuis  i8i(i,  ont  permis  à l’analyse  algébrique  de  suivre  les 
récents  progrès  de  la  géoméliie  intuitive;  or  cos  abréviations,  c»'s  arti- 
fices de  calcul  ne  |K)uvaienl  trouver  accès  dans  un  livre  daté  de  i8i3, 
et  destiné  au  plus  grand  nombre  de  lecteurs.  M.  Moutard  fa  compris,  et 
a bien  voulu  ré.scrver  pour  les  Notes  qui  terminent  ce  volume,  les  rt*- 
eherchc's  analytiques  qu  il  a entieprises  sur  quelques-unes  des  matières 
ipii  y sont  ri'nfermées. 

fliiaiit  aux  réflexions  (|ui  accompagnent  celte  seconde  solution  analytique, 
je  me  borne  à consigner  ici  bi  ievemenl  une  remarque  essentielle  de  ce  sa- 
vant professeur  ; elest  que  l'abaissement  du  degré  de  1 ('><]uation  liiuile  ou  la 
suppressiim  des  facli-urs  élrangci-s  dont  celle  solution  otfre  un  remarquable 
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Troisième  solution  analytique  du  même  firoblème. 

(Æltc  solution  résulte  d’une  niiuiiére  toute  différente  de 
poser  la  question. 

« Soit  {(^)  [Jig.  Si)  un  cercle,  a,  a'  deux  points  ou  pôles 
» lixes  arbitraires  situés  dans  son  plan  ; quelle  est  In  courbe 
Il  telle,  que,  si  de  l’un  quelconque  a de  ses  points,  on  mène 
Il  deux  tangentes  xx"  eiax'”  au  cercle  (C),  le  touchant  l’une  au 
O point  x"  et  l’autre  au  point  x'",  les  droites  x" a etx'"rt',  ine- 
II  nées  respectivement  par  chacun  des  points  de  contact  et  les 
Il  pôles  a et  af,  viennent  se  couper  en  un  dernier  point  x' 
Il  situé  sur  le  cercle  dont  il  s’agit?  » 

On  s’aperçoit  aisément  de  l’analogie  qui  existe  entre  cette 
manière  de  présenter  la  question  et  celle  déjà  employée  dans 
la  première  solution  analytique;  aussi  l’équation  finale  à la- 
quelle on  parviendrait  dans  ce  cas,  offrirait-elle  les  mêmes 
circonstances,  comme  nous  allons  le  démontrer,  sauf  ce  qui 
concerne  les  radicaux  et  les  facteurs  étrangers  introduits  dans 
cette  équation.  , 


exemple,  est  amené  par  la  suppression  même,  toute  volontaire  d’ailleurs, 
du  facteur  variable  m — m'  ou  x’  — x’,  considéré  comme  fini,  constant  et 
étranger  à la  question,  dès  le  début  du  calcul.  Or  il  est  bien  clair  que,  en 
suivant  les  méthodes  générales  de  l’élimination,  cette  simplification  n’aurait 
pas  eu  lieu,  et  <pie  le  degré  de  l'éipiation  finale  se  fût  élevé  au  nombre  8, 
produit  des  degrés  des  7 é»pialions  fondamentales  du  problème,  cpii  com- 
porte, comme  le  fait  observer,  avec  raison,  M.  Moutard,  trois  es|>éces  dis- 
tinctes de  solutions  ou  facteurs  singuliers,  à savoir  : 1rs  derivés  îles  fMes  a 
fin',  h;  cercle  directeur  tui-meme,  elles  lem^e/iles  aux  /minls  où  d cnit/ie 
lu  droite  nu' ; facteurs  parmi  lesrpiels  se  retrouvent  ceux  de  la  [iremiére 
des  solutions  analyti(pies  du  problème,  et  dont  l'introduction,  l’interpré- 
tation géométrique  reposent  sur  des  considérations  analogues. 

On  trouvera  dans  le  tome  Vlll  (1"  janv.  1818)  des  Annules  de  Mullw- 
wuliqne.s^  à l’occasion  de  la  théorie  des  jxtluircs  rcri[iroiiucs , des  remar- 
•[ues  plus  générali*  encore,  sur  l'introduction  de  ces  facteurs  soi-disant 
étrungers,  dans  la  solution  analytique  des  problèmes  de  géométrie.  Ces 
remarques,  «jui  seront  reproduites  avec  extension  dans  le  tome  II  do  ces 
A/i/dicutions,  n’ont  pas  jus<pi’à  prirent,  je  pense,  fixé  convenablement 
l’attention  des  modernes  analystes. 
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Il  csi  d'abord  aisé  de  voir  que  tous  les  points  du  cercle  (CJ 
remplissent  la  condition  qui  vie.ni  d'être  énoncée. 

En  effet,  si  d’un  point  quelconque  o'  de  ce  cercle,  on  lui 
mène  deux  tangentes,  elles  se  confondront  en  une  seule  et 
leurs  points  de  contact  seront  réunis  au  point  commun  a'.  Si 

Kifi.  Ha. 

^ H 

\ 

\ 

\ J' 


ensuite,  de  ce  point,  on  mène  une  droite  au  point  a et  une 
autre  au  pointa',  il  est  clair  que  ces  deux  droites  se  couperont 
aussi  en  a'  sur  le  cercle  ; donc  l’équation  finale  renfermera 
l’équation  du  cercle  (C),  comme  facteur. 

Pareillement  si  l’on  considère  la  droite  ou  directrice  AM, 
dérivée  du  pôle  a,  comme  on  l’a  dit  plus  haut,  c’est-à-dire  telle, 
que,  menant  par  l'un  quelconque  de  ses  points  deux  tangentes 
au  cercle  (C),  leur  corde  de  contact  passe  constamment  par  ce 
pôle,  je  dis  que  cette  dérivée  satisfera  à la  même  condition 
que  la  courbe  cherchée;  car  x’  et  .r",  par  exemple,  étant  les 
points  de  contact  relatifs  à l’un  des  points  X de  AM,  il  fau- 
dra, selon  l’énoncé  et  comme  l’indique  en  particulier  la  figure, 
joindre  x"  au  point  a,  et  x'"  au  point  a',  par  de’ nouvelles 
droites  qui  se  couperont  visiblement  en  x'  sur  le  cercle  direc- 
teur (C). 

Donc  l’équation  finale  de  la  courbe  des  points  a devra  con- 
tenir un  facteur  du  premier  degré,  qui,  égalé  à zéro,  sera 
l'équation  même  de  la  droite  AM,  dont  il  s’agit.  Par  la  même 
raison,  l’équation  finale  devra  renfermer  pour  facteur,  la  déri- 
vée ou  ligne  droite  AN  qui  répond  au  pôle  fixe  »'■  Le  qua- 
trième facteur  de  l’équation  finale  devant  appartenir  au  lieu 
cherché,  on  voit  que  cette  manière  de  présenter  la  question 
ne  diffère  pas  essentiellement  de  la  première  des  solutions 
analvtiqucs  ci-dessus,  et  que  l'équation  à laquelle  on  par- 
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viendrait  serait  exactement  la  même,  si  l’on  supposait  les 
axes  'des  coordonnées  places  aussi  de  la  même  manière  dans 
les  deux  cas. 

Quatrième  solution  analytique. 

Cette  dernière  manière  de  présenter  la  (juestion  offrant 
des  conséquences  iiarticulièrenicnt  remarquables,  nous  allons 
la  développer  dans  toute  son  étendue.  Soit  a [fig.  83)  l’un 

Fie-  83.  . ' 


des  points  de  la  courbe  cherchée.  Si  l’on  mène  par  ce  point 
deux  tangentes  ax"  et  ax"  au  cercle  (C),  on  aura  pour  déter- 
miner les  points  x”  et  x"  (voy.  la  première  des  solutions  ana- 
Ivticiues  du  problème),  les  deux  équations 

x"^+y"’=r\  p/'-t-ax"=:r’; 

d’où  l’on  tirera  les  formules  suivantes  pour  déterminer  les  va- 
leurs de  x"  et  >*",  x“'  cl  y'", 

„ r’x-y  — r'  _ „ r’P  — — ;■* 

a’-t-p»  ’ 

/ ’g — rp  \lg}-y  p» — r»  ' rgy/g^-t-p' — r' 

g’ -h  P'  ’ g’-hp' 

Maintenant,  si  l’on  mène  par  le  point  x"  et  par  le  pôle  a une 
droite  x/'a,  elle  viendra  couper  en  général  le  cercle  (C),  en  un 
deuxième  point  x',  et  l’on  aura  les  équations  suivantes  pour 
déterminer  les  coordonnées  x'  et  y : 


(■) 

x''-hy’=  r\ 

x"^-yy"' 

(,)- 

‘ a- 

-r" 

— X ' 
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d’où  l’on  lire  la  nouvelle  relulion 

(3) 

L’équalion  (3)  s’oblienl  en  relraiichanl  la  deuxième  des 
équations  (i)  de  la  première  et  substituant  ensuite,  dans  le  ré- 
sultat, la  valeur  de  — y"  tirée  de  l’équation  (a).  Des  équa- 
tions (a)  et  (3)  on  déduira  ensuite,  par  l’élimination  et  en 
ayant  soin  de  remplacer  a.-"’ par  r’, 

, aAr'  — 7.(ibx" -\-y"  [n}  — é’ — /■’) 

^ ~~  — aflar*  — aéf-''  ’ 

, an;-’  — a aby" -f-  x"  ( é’ — a?  — r’ ) 

^ — aflx" — ^by" 

On  voit  que  ces  valeurs  ne  sont  que  du  premier  degré  en 
.r"  et  j",  comme  on  d(!vait  s’y  attendre. 

Supposons  pareilletmmt  que,  de  l’autre  point  de  contact 
x”,  on  mène  une  deuxième  corde  qui  passe  par  le  point  a’, 
elle  viendra  couper,  en  général,  le  cercle  (C)  en  un  deuxième 
point  X,  qui  dilTérera  du  point  x',  si  a est  (juelconque.  On  ob- 
timidra  évidemment  les  coordonnées  x,  et  y,  de  ce  point,  en 
cbangeant  dans  les  valeurs  de  x'  et/',  x"  en  x”,y"  en  a en 
«'  et  b en  b',  ce  qui  donnera 

a é'  /•>  — a a'  b'  x"  y”  («''  — b'’~-r^  ) 
aa'x"— ai'>^  ’ 

a a'  r*  — aa'  b' y"'  -)-  x'"  ( b'^ — a'* — r") 
b‘‘-t-  r’ — ia'  xf" — 2 b' y"' 

Cela  posé,  puisque  le  point  a doit  être  tel,  que  les  deux 
points  x'  et  x,  se  confondent,  il  faudra  qu’on  ait  à la  fois 
x'  = Xi  et/'  =/i.  Substituant  dans  l’une  et  l’autre  de  ces  deux 
équations,  les  valeurs  de  x',  /',  x,  et  /,,  elles  ne  renfermeronl 
plus  que  a et  p,  et  par  conséquent  elles  devront  être  simulta- 
nément satisfaites  par  l'équation  de  la  courbe  cbercbée. 

il  semblerait,  d’après  cela,  que  ces  équations  dussent  être 
identiques;  mais,  comme  on  va  le  voir,  il  en  est  tout  autre- 
ment; il  faut  donc  que  l’une  et  l’autre  soient  compliquées  de 
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facteurs  étrangers  à la  question  ; le  facteur  correspondant  à la 
courbe  cherchée  devra  seul  être  commun  à ces  équations,  et 
il  n’y  a que  lui  qui  puisse  vérilablemenl  remplir  les  conditions 
du  problème  exigeant  qu’on  ail  à la  fois  x'  = x„  y = y,\  les 
facteurs  éli’angers  ne  remplissent,  au  contraire,  que  l’une  ou 
l’autre  des  deux  conditions  séparées  x'  = x„  et  cette 

observation  suffit  pour  en  faire  connaître  l’origine. 

En  effet,  considérant  un  facteur  qui  satisferait  à la  seule 
condition  x'=zx„  ce  facteur  répondrait  évidemment  à la  ques- 
tion suivante  : 

« Trouver  une  ligne  courbe  (jui  soit  telle  que  si,  d’un  point 
U (|uelconque  a de  celle  courbe,  on  mène  deux  tangentes  tnx" 
U et  xx'"  au  cercle  (C)  ; qu’on  joigne  ensuite  les  deux  points  de. 

Fie-  «4- 


fj 

/•  1 

y 

W'' 

C //  X 

Vj 

1 

» contact  x"  et  x'"  respectivement  avec  les  deux  points  a et  a', 
U par  les  droites  x"a  et  x^a',  ces  droites  viennent  couper  le 
» cercle  (C)  en  deux  autres  ])oints  x'  et  x,  situés  sur  une  même 
» perpendiculaire  à l’axe  des  x.  » 

Celte  condition  pourra  évidemment  être  remplie  de  deux 
manières  différentes  : 

1"  Quand  les  points  x'  et  x,  se  confondront,  auquel  ras  on 
aura  en  même  temps  j'=  ri; 

a"  Quand  ces  deux  points,  sans  se  confondre,  seront  simple- 
ment situés  sur  une  même  parallèle  à l’axe  des  n 

11  est  clair  que  la  première  condition  fournirait  une  courbe* 
entièrement  distincte  de  la  deuxième. 

Donc  l’équation  = JT,,  qui  renferme  à la  fois  ces  deux  con- 
ditions, devra  donner  en  même  temps,  l’équation  de  la  courbe 
correspondante  à la  première  d’entre  elles,  et  celle  de  la  courbe 
qui  répond  à la  seconde.  Elle  sera  donc  dccomposable  en  deux 
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l'arieurs  disiliicts,  dont  Tun  iit‘,  salLsfcra  qu’à  la  seuin  condition 
x^  = x,,  cl  dont  l’autre,  satisfaisant  simultanément  aux  deux 
équations  = et  j'=  ri;  fournira  ré<|ualion  unique  de  la 
courbe  cbcrcliée. 

L’équation  y'  =iy„  considérée  à pari,  fournirait  des  consé- 
quences semblables.  Elle  sera  donc,  comme  l’équation  x’  — .r,, 
décomposable  en  deux  facteurs  dont  l’un,  égalé  à zéro,  m*  rem- 
plira que  la  seule  condition  >•'  = j,  et  dont  l’autre,  satisfaisant  à 
la  fois  aux  équations  a:'=x,  et  donnera  ré(iuatioii  même 

de  la  courbe  cherchée;  ce  dernier  facteur  sera  dotu;  en  inème 
temps  facteur  de  l’équation  .c'=  æ",  cl  de  l’é(|uaiion  » 

Achevons  maintenant  le  calcul  {f'oy.  le  tableau  ci-contre). 
t^ette  équation  étant  du  second  degré,  le  lieu  des  points  a 
de  rencontre  des  tangentes  au  cercle,  sera  vériUtblemeiU  une 
courbe  de  ce  degré  ou  l’une  des  sections  du  cône,  comme  on 
l'a  annoncé.  On  voit,  en  outre,  que  les  deux  autres  courbes 
mentionnées  plus  haut  sont  également  du  second  degré.  Ile 
là  on  lire  celle  conséquence  : « Soit  (C)  un  cercle  [Jig.  851  et 
a,  a',  a"  trois  pôles  fixes  situés  dans  son  plan;  que,  d’un 
point  (]uelconque  x'  de  ce  cercle,  on  mène  aux  pôles  a et  a', 

Fig.  85. 


deux  <lroitcs  .r'o  et  x' a'  qui,  prolongées,  viendront  couper  le 
cercle  (C).  en  deux  nouveaux  points  x"  et  x*  ; qu’ensuitc  de  x" 
on  mène  au  point  a"  la  nouvelle  droite  x''a"  coupant  le  cercle 
en  un  second  point  x”;  qu’enlin  on  mène  aux  points  x"  et  x" 
deux  tangentes  ax"  et  ax'*  au  cercle  (C),  ces  tangentes  vien- 
dront se  couper  en  un  dernier  point  a,  situé  sur  une  courbe 
du  second  degré;  de  sorte  que  si  l’on  fait  parcourir  la  circon- 
férence de  (C)  à x',  le  point  a décrira  celle  courbe.  » 

En  effet,  le  cercle  (C)  peut  être  considéré  comme  la  projec- 
tion d’un  autre  cercle,  et  le  pôle  fixe  a comme  la  projection 
d’un  point  situé  à l'infini.  Or,  dans  celle  nouvelle  projection. 
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le  système  des  droites  x' x”  qui  passaient  par  le  pôle  a devien- 
dra celui  de  cordes  parallèles  entre  elles.  Si  donc  on  place 
l'origine  des  axes  au  centre  C,  et  l’axe  des  y parallèlement  aux 
cordes  dont  il  s’agit,  il  est  clair  que  la  courbe  engendrée  par 
les  nouveaux  points  «,  satisfaisant  à la  condition  uni(|ue  x'=x,, 
sera  une  section  conique,  d’après  ce  qui  a été  prouvé  ci-des- 
sus, et  par  conséquent  la  projection  de  cette  courbe,  c’est-à- 
dire  celle  que  décrit  le  point  » {fig-  85),  sera  aussi  une  section 
conique. 

De  là  il  résulte  donc  que  la  propriété  du  cercle  démontrée 
dans  les  solutions  précédentes,  et  qui  n’avait  lieu  que  pour 
deux  pôles  a et  a!  seulement,  est  vraie  aussi  pour  le  cas  de 
trois  pôles  a,  a!  et  a" . Je  dis  plus  encore  : cette  propriété 
a lieu  pour  une  conique  ([uclconque  et  quel  que  soit  le 
nombre  des  pôles  arbitraires  a,  a',  a",  etc.  ; comme  le  prou- 
vent les  démonstrations  suivantes. 


IV. 

HECIIERCUES  AXALYTiqCES  SÜB  LES  POLYGONES  aOBILES  INSCRITS  ALX 
CONIUL'ES  ET  DONT  LES  COTÉS  PASSENT  RESPECTIVEME.NT  PAR  DES 
POINTS  FIXES  OC  POLES  DONNÉS. 

Soit  [/ig-  86)  un  polygone  quelconque  x,  x, x,  x,  x',  x', x', x', 
inscrit  à une  ligne  du  second  degré  (C).  Soient  pris  sur  la  di- 
rection de  chacun  de  scs  côtés,  des  points  fixes  arbitraires 
«I.  rtj.  fli.-.-a',.  a\,  excepté  sur  le  dernier  côté  x,x',, 

qui  demeurera  absolument  libre.  Soient,  de  plus,  menées  aux 
extrémités  de  ce  dernier  côté,  les  tangentes  x,  a et  x\a  qui 
viendront  se  couper  en  un  point  mobile  que  j’appelle  a.  Ima- 
ginons que  l’on  déforme  le  polygone  en  assujettissant  tous 
ses  sommets  à parcourir  la  conique  (C),  et  ses  côtés,  à l’ex- 
ception du  dernier  x,  x', , à pivoter  autour  des  points  res- 
pectifs a,,  a,,  fl,,  etc.,  comme  pôles;  je  dis  (|ue  l’enveloppe 
de  l’espace  parcouru  par  le  côté  libre  x,x',  sera  une  autre 
scclion  conique  ainsi  que  la  courbe  décrite  dans  ce  mouve- 
ment par  le  point  3. 

Dans  le  même  cas,  si  l’on  circonscrit  à (C),  un  polygone 
dont  les  côtés  touchent  celte  courbe  aux  sommets  respectifs 
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du  poljgone  inscrit,  cliacuii  de  ses  sommets  parcourra  la 
droite  dérivée  du  pôle  correspondant,  à l’exception  du  dernier 
sommet  ou  sommet  libre  a,  qui  décrira  généralement  une  ligne 
du  second  degré  ou  dernière  section  coni(|iie. 

La  courbe  (C)  pouvant  être  censée  la  projection  d’un  cercle 
t|uelcoiU]ue,  il  suffira  do  démontrer  la  proposition  pour  ce  der- 
nier cas.  Je  suppose  que  les  coordonnées  variables  des  sommets 
du  polygone  inscrit  et  celles  des  pôles  situés  sur  la  direction 
de  chacun  des  côtés,  soient  représentées  par  les  couples  de 
coordonnées  qui  correspondent  aux  lettres  simples  de  lu  figure  ; 
j’appelle,  de  plus,  r le  rayon  du  cercle  donné,  et  je  place  l’ori- 
gine des  coordonnées  à son  centre 


Fig  S6. 


(icia  étant  convenu  une  fois  pour  toutes,  je  suppose  que  le 
point  a soit  pris  d’abord  arbitrairement,  en  sorte  que  si  l’on 
mène  les  deux  tangentes  aÆ",  et  a.r',  au  cercle,  et  qu’on  joigne 
de  proche  en  proche  le  premier  point  de  contact  Xi  avec  le 
pôle  rt, , ce  qui  déterminera  x-,,  puis  le  second  point  x,  avec  le 
pôle  suivant  et  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à 
un  certain  sommet  correspondant  au  pôle  rt„_,  ; qu’on  en 
agisse  de  même,  à partir  du  second  point  de  contacta:',,  en 
allant  de  proche  en  proche,  du  sommet  a:',  au  sommet  x\  par  le 
pôle  o', , de  x\  au  sommet  x'.^  par  le  pôle  a',,  cl  ainsi  de  suite 
jiis(|u’à  ce  qu’on  |inrvienne  au  pôle  le  plus  voisin  de  celui  a„_,, 
aiuiucl  on  s’est  arrêté  précédemment  : en  supposant  que  le 
dernier  des  pôles  a',,  a',,  etc.,  soit  a'„_,,  le  dernier  des  som- 
mets x\,  x\,  etc.,  sera  pareillement  a-„.  Supposant  le  point  a. 
pris  arbitrairement,  les  points  a:,.  i>t  x,„  seront  quclcon(|ucs  ; 
mais  si  * satisfait  à la  condition  précédente,  il  faudra  que  ces 
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deux  ilcmiers  poiiils  se  cojirondcnl  en  un  seul  et  même  soni- 
mel  n]ip:irlenanl  an  cercle  (C). 

Olte  condition  serait  évideinincnt  remplie  si  l’on  exprimait 
(|ue  les  deux  dernières  cordes  olHennes,  x^^a^-x  se 

coupent  sur  la  circonférence  de  (C).  Mais  elle  peut  l’étre  égale- 
ment en  exprimant  <pie  les  eoordonnées  x,,  _r„  sont  r(>specti- 
vement  égales  aux  coordonnées  .r'^  et  ce  qui  donnera  les 
é(|ualions  de  condition  x„ — y„ — (pii  devront 
avoir  lien  à la  fois.  Or  il  est  clair  ipie  le  point  a étant  déter- 
miné, les  points  X,  et  Æ"„  le  sont  également  d’après  la  construc- 
tion précédente;  donc  les  coordonnées  de  ces  points  (pii  en- 
trent dans  les  é(|uations,  peuvent  être  olitenues  au  movcn  de  a, 
P et  des  conslant(*s  (pii  déterminent  la  position  des  piiles 
(I,,. . et  du  ravon  r du  cercle  (0).  Ün  aura  donc 
des  équations  de  condition  de  la  forni(‘  ^(a,  p)  = o,  -}(a,  p)  = o, 
(|ui  devront  avoir  lien  en  même  temps,  entre  les  ctiordonnées 
variables  a et  p. 

Evidemment  ces  dmix  éipiatioiis  ne  sont  point  indépendantes 
l'une  de  l’antre,  sans  (pioi  il  n'y  aurait  (pi’un  certain  nombre 
de  valeurs  de  a et  de  p (pii  y satisferaient  à la  fois,  et,  parcon- 
séipienl,  la  condition  dont  il  s'agit  ne  pourrait  être  remplie 
<pie  parmi  égal  nombre  de  positions  détermim^s  du  pointa; 
ce  tpii  est  absurde,  puisipi’il  est  clair,  d’après  la  ligure,  qu’il 
y en  a une  iiitinité  formant  parleur  succession  conlinm*,  une 
courbe  uniipie  et  distincte.  Donc  enlin,  puisque  les  éipiatioiis 
(j.(a,  p)  = o,  ij;(a,  p)  = o lie  soiit  point  indépendantes  entre 
elles,  et  ipi’elles  doivent  être  satisfaites  à la  fois  par  l’éiiuation 
d’une  certaine,  ligne  courbe,  il  faut  (pi’elles  aient  un  facteur 
commun  de  la  forme /(a,  p). 

(le  facteur  égalé  à zéro,  remplissant  la  double  condition 
x„ — x'^=o,‘)\ — y'^-=.o,  sera  évidemment  ré(|uation  même 
de  la  courbe  cherchée.  Quant  aux  deux  facteurs  non  com- 
muns à ces  équations,  égalés  de  même  à zéro,  ils  représen- 
tent séparément  deux  autres  courbes,  mais  étrangères  à la 
ipiestion.  Pour  savoir  à (pioi  elles  répondent,  et  comment  il 
se  fait  (pi’elles  se  soient  introduites  dans  la  solution  du  pro- 
blème, il  n’y  a (pi’à  examiner  séparément  les  éipiations  de 
condition  x, — x'^—n,  y„ — o,  et  chereber  d'où  ces  so- 
lutions ou  facteurs  étrangers  proviennent. 
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Si  l’on  ne  considère  (|ue  la  seule  é<iuation  x„ — x'^=o,  on 
verra  qu’elle  répond  ii  la  question  suivante  : Soient  a,,  a,,  a,, 
a„  a,  (*)  six  pôles  ou  points  fixes  situés  sur  le  plan  d’un 
cercle  (C);  Cx  et  C>-  deux  axes  rectangulaires  de  position 
donnée  : on  mène  une  corde  arbitraire  Xfx\  parallèlement  à 
l’axe  des  >•;  on  joint  son  extrémité  x,  avec  le  pôle  a,,  ce 
qui  détermine  le  point  x,;  on  joint  ce  point  x,  au  pôle  sui- 
vant flj,  et  l’on  continue  ainsi  jusqu’au  point  x,\  on  répète 
la  même  construction  à l’égard  de  l’autre  extrémité  x\  de  la 
première  corde  et  des  pôles  fl',,  fl',,  fl',,  ce  qui  détermine  un 
second  point  x\  ; par  les  deux  points  x\  et  x,  ainsi  obtmius, 
on  mène  au  cercle  (C)  deux  tangentes  qui  viennent  se  couper 
en  a ; quelle  est  la  courbe  parcourue  par  le  point  a quand  on 
fera  varier  la  corde  Xtx\  parallèlement  à l’axe  des  j? 

On  voit  que  la  question,  présentée  de  la  sorte,  donnera 
lieu  à une  courbe  différente  de  celle  qui  satisfait  à la  fois  aux 
deux  équations  x, — x\^=o,  }■„ — >-^=o.  Et,  comme  l’une 
et  l’autre  courbes  doivent  satisfaire  à la  même  condition 
X, — ou  <)>(a,  P)  = O , il  faut  (|ue  cette  dernière  équa- 

tion soit  décomposabie  en  deux  facteurs  dont  l’un,  égalé  à zéro, 
donnera  une  équation /(a,  p)  = o,  représentant  la  première 
des  courbes  en  question,  et  dont  l’autre,  égalé  de  même  à 
zéro,  donneia  une  seconde  é(]uation  F(a,  p)  = o,  différente  de 
celle-là  et  représentant  l’autre  de  ces  courbes.  Il  y a plus,  on 
peut  imaginer  que  la  /îg.  86  soit  la  projection  d’une  figure  ana- 
logue, mais  dans  laquelle  la  directrice  (C)  des  sommets  serait 
toujours  un  cercle,  et  le  système  de  cordes  parallèles  x,x, 
un  système  de  cordes  passant  par  un  septième  pôle  donné  a,, 
en  sorte  que  la  seconde  des  deux  courbes  dont  il  s’agit,  peut 
être  considérée  comme  la  projection  d’une  ligne  engendrée 
de  la  même  manière  que  la  première,  mais  pour  laquelle  il  y 
aurait  un  pôle  de  plus  à l’infini. 

Ces  préliminaires  étant  posés,  nous  allons  chercher  la  forme 
des  équations  x„ — x'^=o,  — r'„=o  en  a et  p.  Pour  cela, 

nous  observerons  d’abord  que,  si  d’un  point  a on  mène  deux 


(*)  On  prcnil  le  ras  |iarliiHiljcr  do  la  Ag.  fWj.  alin  do  reinire  la  ilémons- 
tration  plus  claire. 
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uingcnlcs  xx,  et  xx\  au  cercle  (C),  les  coordonnées  des  points 
de  contact  x,  et  auront  les  valeurs  suivantes  : 


r’a-t-  rp  P’ — c’  r’p  — rx  ya’-t-  fP — c’ 

, c’a  — rPv^a’-t-p’ — r’  , r’  p-f-  ra  ^a’-f-  p’ — ri 


Il  s'agit  maintenant  de  trouver  la  valeur  des  coordonnées 
a-,  et  r».  en  fonction  de  x,  et  _r„  x,  et  j',  ; car  alors, 

en  y substituant  les  valeurs  précédentes  de  x,,  y,,  etc.,  on 
aura  celles  de  x,,y„  etc.,  en  fonction  de  « et  de  p,  desquelles 
on  pourra  conclure  ensuite,  les  deux  équations  de  condition 
mentionnées  ci-dessus. 

Si  l’on  mène  par  le  point  x,  et  par  le  pôle  voisin  a,  une 
ligne  droite,  elle  viendra  rencontrer  le  cercle  en  un  second 
pointa:,,  dont  on  pourra  facilement  déterminer  les  coordon- 
nées au  moyen  de  celles  du  premier.  Pour  généraliser  cette 
dernière  recherche  et  la  rendre  plus  simple  en  même  temps, 
appelons  s et  t les  coordonnées  du  premier  point  donné  x„ 
et  fl,  b celles  du  pôle  qui  lui  correspond,  les  équations  du 
cercle  (C)  et  de  la  droite  sa  seront  évidemment  . 

(i)  ' 

* 2 V— /= T — i); 

' • fl — s ' 


on  a,  de  plus,  l’équation  de  condition  suivante  : 
(3) 


qui  exprime  que  le  point  i est  situé  sur  le  cercle  (C). 

En  combinant  l’équation  (i)  avec  l’équation  (a),  on  aurait 
évidemment  les  coordonnées  a:  et_fdu  point  d’intersection  de 
la  droite  et  du  cercle;  on  se  servirait  ensuite  de  l’équation  (3) 
pour  simplifier  le  résultat;  mais  on  peut  y parvenir  d’une  ma- 
nière beaucoup  plus  simple.  En  effet,  si  l’on  retranche  l’équa- 
tion (3)  de  l’équation  (i),  et  qu’on  y substitue  la  valeur  de_j- 
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tirée  de  l’équation  (2),  on  aura 


re  qui  donne  séparément 

/ / 1 . I / I * \ ^ ^ 

(4)  X — 5 = 0,  = o. 

« — s 


Substituant  la  valeur  x = s,  fournie  par  la  première  de  ces 
équations,  dans  l’équalion'  {?.)  ci-dessus,  on  en  déduira _7‘=  l; 
donc  la  droite  (2)  coupe  d’abord  le  cercle  (C)  au  point  s;  ce 
qui  revient  à l’Iiypolhèse  même  d’où  l’on  est  parti. 

Pour  déterminer  la  valeur  des  coordonnées  x et  r du  se- 
cond point  d’intersection,  il  faudra  combiner  la  seconde  des 
équations  (4)  avec  l’équation  (1),  et,  pour  cela,  on  la  mettra 
sous  cette  nouvelle  forme 


X — i-i-  (j— /) 


= 2 5 2 / 


b — i 


En  y substituant  la  valeur  dej  — l tirée  de  l’cqualion  (2),  on 
on  conclura 


ce  qui  donne,  par  suite. 


On  tirera  de  là,  en  réduisant  au  môme  dénominateur  et  ob- 
servant que  5’-t-/’=r’, 

_ _2«r’ — •>.nbl+s{l>'  — rt’  — r’) 

rt’ -t- f»’ -h  /•'  — 2rt5  — 2bi  ’ 

zbr^ — 7.abs-\-  t{a' — b^s-i^) 

^ rt’-t-ù’-l-e’ — 2 05 — ibl 

On  voit  que  les  coordonnées  5 et  / n’entrent  qu’au  pre- 
mier degré  dans  ces  dernières  expressions. 
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Si  l’on  substitue  dans  ces  expressions,  x,  et  ^'i  pour  s et,  /,  et,  et  6,  pour  a et  b,  on  aura  les  valeurs 
(le  X,  et  f,;  si  l’on  y met  pareillement  x,  et  y,  pour  s et  /,  n,  et  b,  pour  a et  b,  on  aura  celb*s 
de  X,  et  y„  etc.  En  agissant  de  même  pour  les  points  x',,  x',,  etc.,  il  viendra  la  suite  d’équations 
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degré;  si  l’on  fait  la  même  substitution  dans  l’expression  de  _Vs>  on  aura  pareillement  une  nouvelle 
expression  où  x,  et  y,  n’entreront  qu’au  jtremicr  degré,  et  dont  le  dénominateur  sera  le  même  ipie 
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colui  lie*  jr, ; siilisliliiiini  île  iiunvoau,  les  valeurs  Irouvées 
pour  X,  et  1',  dans  ar,  et  t'i,  on  oliiiendra  par  la  ini'rne  rai- 
son, pour  les  valeurs  de  ces  coordonnées,  deux  expressions 
où  X,  et  T,  n'cnlreronl  i|u’au  premier  def’ré  et  qui  auront  le 
même  dénoniiuateur.-En  continuant  ainsi  de  proche  en  proche, 
on  voit  qu'on  parviendra  enlin  aux  valeurs  de  x„  et  qui 
auront  le  même  dénominateur,  et  où  x,  et  Vi  n’entreroui  . 
qu’au  premier  degré  ; donc  ces  valeurs  seront  de  la  forme 
suivante  : 

_ ' + . _ A'4-ir.r,-MVr.  _ 

Ï)-I-Êx,-|- l'.Vi  ’ 1) -t- Ex, -i- !'■  >•, 

En  opérant  de  la  même  manière,  à l'égard  de  la  suite  des  va- 
leurs des  coordonnées x',  et  )',,  x',  et  etc.,  on  aura  poui  x., 
et  des  expressions  qui  seront  de  cette  forme 

, A,  -f-  Bi  x',  , A , -f-  B , X,  -|-  E,  ^'i 

1),  -H  El X,  -+-  h I D|  -l-  E,x,  ■+■  F, ^ , 

Substituant  ces  expressions  dans  les  deux  équations  de  con- 
dition x„  — x',„  = o,r, — 7’!„  = o,  il  viendra,  en  chassant  les 
dénominateurs, 

(A-|-B.i’,-t-Cv,)  (D|-t-E|.x^,-|- F, _>■',)  — (A|-f-  r’,)  (D-l-Er,-i-F_>"  ) = o, 

(A’-f-B'X|-t-C[V|)(D,-f-E|a/|  -t-P,  ) ',  ) — (A',  -f-  B',  x',  C,  )■',  ) (D  -|-E.i|-|-  F't ,)  = o. 

Développant  la  première  et  réunissant  les  termes  affectés 
de  la  même,  inconnue  x,,  x', , etc.,  on  aura 

( BE,  — B,  E)  x\  X.  -i-  ( BF,  — C,  E ) x, /,  + ( CE,  - B,  F ) x', 

-h  (CF,  — C, F ) )',  r.  -+-  ( BD,  — A,  E ) x, -i-(AE,  — B, D)  x'. 
-h(CD.— A,F)j.4-(AF,  — C,D)y,  -h  AD,  — A,  D = o. 

Les  valeurs  ci-dessus  de  x,  et  Vr>  x',  et  y\  donnant 


, r‘— , r’ *8 

= iVTTfi, ’ 


, r’»®  — r’v/a’-t-8* — I”  , 

x,r,  = — ' r„r. 


r‘  — r’a’ 


si  l'on  fait  la  suhstitution  de  ces  \aleurs  dans  l'équation  pré- 
cédente, on  obtiendi-a  évidemment,  sans  qu'il  soit  necessaire 
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d’achcvor  le  calcul,  une  équaliou  de  la  forme 

(5)  [Mp+Na-HPlv'a'-t-f*  — '••  + R8’-f-Si’-|-Tp+U*-+-V=:o; 

les  coefficienls  M,  N,  etc.,  éiant  constants  comme  fonctions 
des  i]uantités  constantes  r,  a,,  h,,  etc.,  tt\,  //, , etc. 

l’ar  la  même  raison,  réi|ualioii  y„  — >•'„  = o sera  de  la  forme 

(G)  ( W ? + \'*+ 1*')  4-11'  fl’4-S' *»4-T'  P 4- ü' a4- V'=o, 

dans  laquelle  les  coefficients  sont  également  des  quantités 
constantes,  fonctions  de  r,  a,,  h,,  etc.,  , //, , etc. 

Maintenant  ()ue  nous  connaissons  (juels  sont  et  la  forme  et 
le  degré  des  é(|uations  .r,  — .t'„  = o,  — v*  = o,  il  nous  sera 
facile,  de  reconnaître  aussi  (|uels  sont  le  degré  et  la  forme  de 
l’équation  de  la  courbe  cherchée. 

En  effet,  d’après  ce  que  nous  avons  démontré,  l’équation 
— x'„  — o peut  toujours  se  décomposer  en  deux  facteurs 
F (a,  P)  et  f(x,  P).  Pareillement,  l’équation  = o peut  se 

décomposer  aussi  en  deux  facteurs,  dont  l’un  serait  le  fac- 
teur f{x,  P),  commun  avec  la  première,  et  l’autre  un  facteur 
quelconque  j (a,  p),  de  même  degré  que  le  fiicteur  F (a,  p), 
en  sorte  que  les  é(|uations  (5)  et  (G)  sont  de  la  forme 

F (a,  p)  X/(«,  P]  = o,  j (a,  p)  X/(a,  P)  =o; 

d’où  l’on  tirera  séparément 

F(a,  p)  = o,  j(a,  p)  = o,  /(«,  p)  = o. 

Celte  dernière  sera  l’équation  de  la  courbe  cherchée.  Quant 
aux  deux  autres,  elles  pourront  êiro  n'gardées  comme  celles 
de  deux  courbes  engendrées  de  la  même  manière  que  la  pre- 
mière, mais  avec  un  pôle  de  |)lus;  ou,  au  moins,  elles  peu- 
vent être  regardées  comme  les  équations  des  projections  de 
pareilles  courbes;  ce  qui  ne  change  pas  le  degré  de  ces 
équations. 

Considérons  d’abord  la  première  équation  F(a,  p)x/(»,  p)— o 
qui  représente  l’équation  (5),  il  est  clair  qu’il  ne  peut  y avoir 
()ue  deux  cas  ; ou  les  facteurs  /(a,  p) , F (a,  p)  sont  à la  fois  de 
la  forme  X4- Yva’4-p“  — \ et  Y étant  des  fonctions  du 

premier  degré  en  a et  p,  c’est-à-dire  que  les  courbes  qu’ils 

1 2. 
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représenleiil  sont  du  second  degré;  ou  bien,  l’un  des  facteurs 
étant  du  premier  degré  en  a et  p,  l’autre  est  nécessairement 
de  la  forme  X -+-  Y y'»’  -4-p’ — rK  Or,  je  dis  que  ce  dernier  cas 
est  impossible,  au  moins  en  général,  c’est-à-dire  pour  tous 
les  cas  où  les  coordonnées  des  pôles  donnés  auront  des  va- 
leurs quelconques. 

En  effet,  si  cela  était  généralement  possible,  on  aurait  deux 
équations  de  la  forme 

(7)  .A*-+-Bp-(-C=o, 

(8)  X-H  V v'*’-hp’— r'  = o. 

Les  quantités  X et  Y ne  peuvent  être  évidemment  que  du 
premier  degré  en  a et  p,  et,  même,  le  coefficient  Y ne  sau- 
rait renfermer  ni  « ni  p,  puisque,  dans  l’équation  (5),  qui  est 
le  produit  des  deux  précédentes,  le  coefQcient  du  radical,  évi- 
demment aussi  égal  à Y (A« -(- Bp -t- C),  ne  renferme  a et  p 
qu’au  premier  degré. 

Cela  posé,  soit  p le  nombre  des  pôles  correspondants  à la 
courbe  cherchée  dont  l’équation  est /{a,  p)  = o,  p -H  i sera  le 
nombre  des  pôles  correspondants  à celle  dont  l’équation  est 
F(a,  p)=o.  Si,  donc,  les  équations  de  ces  deux  courbes 
/{a,  p)=o,  F (a,  P)=o,  étaient  de  la  forme  des  équations  (7) 
et  (8),  il  arriverait  que  la  ligne  décrite  dans  le  cas  d’un  nom- 
bre p.de  pôles,  étant  une  droite,  la  courbe,  dans  celui  de 
p -I-  I pôles,  serait  une  section  conique. 

Maintenant,  si  l’on  supposait  qu’on  eût  cherché  la  courbe 
décrite  par  le  point  a,  pour  p i pôles,  on  aurait  obtenu  des 
équations  de  la  forme  de  celles  (5)  et  (6)  ; donc,  puisque  la 
courbe,  dans  ce  même  cas  de  p-\-i,  doit,  selon  ce  qui  pré- 
cède, rester  du  second  degré,  il  faudrait,  par  une  raison  sem- 
blable, que,  pour  le  cas  de  p+i-,  elle  devint  une  simple  ligne 
droite;  et  ainsi  de  suite  alternativement. 

Or  cela  est  faux,  car  nous  avons  démontré  précédemment  (*) 


(*)  Troisième  solution  annlrtique  du  problème  énoncé  en  tête  de  la 
section  précédente,  n"  III,  p.  167  à 171.  Cette  solution,  dont  l'auteur  a 
développé  exprès  tous  les  calculs  pour  servir  de  point  de  départ  à celle- 
ci,  doit  en  être  considérée  comme  réclaircis.sement  et  le  commentaire 
indispensables. 
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que,  lorsqu’il  ii’y  a que  trois  pôles  seulement,  comme  quand 
il  y en  a quatre,  la  ligne  courbe  décrite  par  le  sommet  a,  est 
toujours  du  second  degré. 

Donc  il  est  impossible  que  les  facteurs  /(a,  p)  et  F(a,  p) 
soient  simultanément  de  la  forme  correspondante  aux  équa- 
tions (7)  et  (8);  donc  enfin,  iis  sont  l’un  et  l’autre  de  la  forme 
\ -f- Y v^z'-i-p’ — r’,  et,  par  conséquent,  le  lieu  cherché  ayant, 
en  général,  pour  é(iuation 

X + Y v'a’-i-  P»— r’  = O , 
est  une  section  conique. 

Toutefois,  ce  lieu  peut  se  réduire  à une  simple  ligne  droite, 
mais  seulement  pour  une  disposition  toute  particulière  des 
pôles  fixes,  autour  desquels  pivotent  les  divers  côtés,  ainsi 
que  nous  le  verrons  dans  le  Cahier  suivant. 
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suri:  in:s  iœchkhciies  slk  i.es  imiopkietks 
dusciuptin  es  des  simples  coniques. 


I. 

l’RKJIItKF.S  CU.>Sf.yLE.>i:FS  GÊOMÊTHI^UFS  KKLATIVES  A l'^SGRIHTIüN 
ET  A LA  CIR(:U>S(:RII>HON  UES  PULIGUSES  A CES  CUIRBES. 

I.einmes  prtUintinaires  concf ruant  les  polygones  mobiles 
suivant  des  lois  données. 

On  a vil  (n"  IV,  Cali.  111]  iiue,  « le  lieu  <lu  suinmei  a,  <le  l’an- 
» gle  cireonseril  au  dernier  côté  ou  côté  libre  x,x\,  [Jig-  S()). 
» «run  polvfîoiie  sariable  iiiscril  à une  courbe  du  deuxième 
» degré,  est  lui-nièine  une  courbe  de  ce  degré,  quand  les 
» divers  aulres  côtés,  rendus  mobiles,  sont  assujettis  à passer 
» respectivement  par  autant  de  pôles  ou  points  fixes,  arbitrai- 
» renient  choisis  sur  le  plan  de  la  conique  donnée.  » 

Je  dis,  de  plus,  que  « le  côté  libre  ou  indépendant  x,x\  du 
» même  polvgone,  corde  de  contact  conjuguée  au  sommet  a 
)i  lie  l'angle  circonscrit  x,aa',  roulera,  en  l’enveloppant  tan- 
» gentiellenient  dans  toutes  ses  positions,  sur  une  troisième 
H courbe  de  la  même  espèce.  » 

En  effet,  il  sera  démontré  dans  le  Cahier  suivant, .que  si, 
d’un  point  quelconque  d’une  courbe  (C)  du  deuxième  degré, 
on  mène  deux  tangentes  à une  autre  courbe  (C')  de  ce  degré, 
puis,  que  l’on  joigne  les  deux  points  de  contact  par  une  ligne 
droite,  cette  droite  reste  dans  toutes  ses  positions,  tangente  à 
une  troisième  courbe  du  deuxième  degré. 

Imaginons  donc  [Jig.  87)  que  l’on  mène,  par  les  différents 
sommets  du  polygone  inscrit  ci-dessus,  XiX,. . .x\x\x,  des 
tangentes  à la  conique  (C),  ces  tangentes  se  couperont  consé- 
cutivement aux  points»!,  »,  O,  />,...«,  et  constitueront  ainsi  un 
polygone  circonscrit,  dont  ces  points  respectifs  seront  les  som- 
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mets,  iiiiiis  qui  pourra  avoir,  comme  le  polygone  inscrit,  une 
ligure  très-irrégulière.  Cela  po.sé,  si  l'on  déforme  ce  dernier 


fil!-  87- 


f'" 

'y 


polygone  de  manière  i|ue  chacun  des  côtés  tourne  autour  de 
son  pôle  respectif,  il  est  clair  (|ue  le  sommet  correspondant 
de  l’autre  polygone,  considéré  en  particulier,  parcourra  unu 
ligne  droite  (III'' Cahier,  p.  r?.5  et  i33),  tandis  (jue  le  dernier 
sommet  a,  décrira  la  courhe  ci-dessus  indi(|uée. 

Donc  réciproquement  ; « si  les  sommets  ni,  n,  etc.,  d’un  po- 
» lygoiie  circonscrit  à une  courbe  du  deuxième  degré  sont,  à 
» l’exception  du  <leriiier  sommet  a,  assujettis  à parcourir  cha- 
>1  cnn  une  droite  donnée,  et  (|u’on  déforme  ce  polygone,  le 
» dernier  sommet  décrira  une  courbe  du  même  degré.  » 

Celte  dernière  jiroposition  donne  lu  solution  graphique  du 
problème  suivant  : 

/ une  conique  donnée,  eiivonscrire  un  polyf'one  dont  les 
sommets  s'appuient  sur  autant  de  droites  données. 

Soient  MM’QUS  S8)  un  polygone  quelcomiue,  convexe 
ou  non;  (C)  une  section  conique  tracée  d’une  manière  arbi- 

Fig.  88. 


M 


traire  d.ms  son  plan,  i irconscrire- à celle  ligne  courbe  un  poly- 
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gonc  d’un  même  nombre  de  côlés  que  le  polygone  donné,  et 
dont  les  sommets  m,  n,  />,  q,  r,  s soient  situés  respectivement 
sur  les  côtés  du  premier. 

D’après  le  lemme  général  précédemment  cité,  si  l’on  ima- 
gine que  l’on  déforme  le  polygone  mnp,  etc.,  de  manière  que 
chacun  de  ses  sommets  jiarcoure  un  côté  correspondant  du 
polygone'  donné,  à l’exception  du  dernier  sommet  s,  qui  res- 
tera libre,  ce  sommet  parcourra  lui-pième  une  courbe  du 
deuxième  degré.  Si  donr;  l’on  cherche  l’intersi’Ction  de  cette 
courbe  avec  le  dernier  côté  RS  du  polygone  MNP...,  on  ob- 
tiendra, en  général,  deux  points  s et  s' , auxquels  correspon- 
dront deux  polygones  circonscrits  tels  que  mnpqrs,  qui  seront 
les  polygones  demandés. 


Problème  inverse  relatif  à l'inscription  d’un  polygone 
dont  les  côtés  pussent  par  des  points  donnés. 

Si,  au  lieu  du  polygone  MNP,  etc,  on  avait  donné  les  pôles 
correspondants  à chacun  des  côtés  de  ce  polygone,  le  pro- 
blème précédent  serait  évidemment  revenu  à celui-ci  : 

« Etant  donnés  (Jig.  87),  une  coniiiuc  et  un  nombre  déler- 
» miné  de  points  n,,  a,,.. .a',,  </',  et«  situés  arbitrairement  dans 
>>  son  plan,  inscrire  à la  courbe,  un  polygone  dont  les  côtés 
U passent  respectivement  par  les  points  donnés.  » 

Or,  les  points  dont  il  s’agit  étant  donnés  à priori  Sur  ce  plan, 
on  pimt  en  déduire  la  position  de  chacune  des  lignes  droites 
sur  lesquelles  les  sommets  du  polygone  circonscrit  à la  section 
conique  [Jig-  88),  doivent  être  situés;  en  sorte  que  la  solution 
précédente  donne  aussi  celle  du  problème  qui  a été  énoncé 
en  dernier  lieu. 

Hemarque  historique.  — Ce  dernier  problème  avait  déjà  été 
résolu,  je  crois,  pour  deux  cas  particuliers,  .savoir  : pour  celui 
où  le  polygone  inscrit  ne  doit  être  qu’un  triangle,  lorsque  par 
conséquent  il  n’y  a que  trois  points  donnés  à priori  sur  le  plan 
de  la  conique,  et  ensuite  pour  le  cas  où,  le  nombre  des  points 
donnés  étant  arbitraire  ainsi  que  le  nombre  des  côtés  corres- 
pondants du  polygone  à inscrire  dans  cette  conique,  tous  les 
points  dont  il  s’agit  sont  situés  sur  une  même  ligne  droite. 
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Nous  en  avons  vu  (lil*  Cah.),  la  solution  qui  appartieiil  à 
M.  Krianchon.  L’autre  est  d’un  jeune  Italien  mort  à l’âge  de 
seize  ou  dix-sept  ans  ( * ). 

.filtre  solution  graphique  des  niâmes  problèmes. 

L’enveloppe  de  l’espace  parcouru  par  le  dernier  côté  x,x\ 
[fig.  87)  du 'polygone  mobile  inscrit  à la  section  coni(jue 
donnée,  étant  une  courbe  du  deuxième  degré  dans  les  hypo- 
thèses ci-dessus  indiquées,  on  voit  que  cette  propriété  four- 
nira une  seconde  manière  de  résoudre  les  problèmes  dont  il 
vient  d’etre  question. 

En  effet,  si  l’on  suppose  que  les  points  ...a',,  a,  et  « 
soient  donnés,  et  qu’il  faille  inscrire  à la  courbe  un  poly- 
gone dont  les  côtés  passent  respectivement  par  ces  points,  on 
imaginera  que  le  dernier  côté  x^x\,  correspondant  au  point  a, 
devienne  libre,  et  (|ue  les  autres  soient  seuls  assujettis  à rem- 
plir la  condition  précédente;  alors  en  déformant  le  polygone 
d’une  manière  continue  ou  progressive,  ce  dernier  côté,  d’après 
ce  qui  précède,  enveloppera  dans  toutes  ses  positions  une 
même  section  conique.  Donc,  si  l’on  mène  par  le  point  a,  à 
cette  section  conique,  deux  tangentes,  et  que  l’on  trace  éga- 
lement les  deux  polygones  correspondants,  ces  polygones  don- 
neront la  solution  demandée. 

Pour  construire  les  deux  tangentes  en  question,  il  sera  con- 
venable de  tracer  le  contour  de  la  courbe  enveloppée  par  la 
droite  x,x\  : à cet  effet,  ou  déterminera  cinq  positions  de 
cette  droite,  et,  au  moyen  de  la  propriété  F'///  (IIP  Cah., 
p.  iSq),  on  pourra  trouver  le  point  de  contact  de  chacune 
d’elles  avec  la  courbe  cherchée.  Ayant  cinq  points  de  cette 
courbe,  on  en  trouvera  par  une  autre  construction  fort  simple, 
autant  que  l’on  voudra  [Prop.  FI]). 

Par  la  suite,  nous  donnerons  les  moyens  d’obtenir  directe- 
ment le  centre  et  les  axes  d’une  courbe  du  deuxième  degré 


(*)  11  y a là,  dans  les  souvenirs  et  les  i<lées,  une  lacune,  une  confusion 
que  je  n’essayerai  pas  de  rectifier  ici,  et  pour  ce  point  encore,  je  renver- 
rai aux  écrits  déjà  cités  et  bien  connus,  du  mon  vieil  et  excellent  ami, 
M.  Brianclion,  ou,  à leur  défaut,  au  Tmitr  des  Propriétés  prnjeetifes  des 
Jigurcs,  sect.  IV,  chap.  111. 
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tioiit  0(1  roniiatl  cinq  poinis  : ainsi  les  soliiliuns  précédeiiU's 
seronl  eomplèles;  nous  (levons  en  ouiro  ajoiilcr  (|iie  ces  soin- 
lions  scronl  gi'-iK'rales,  et  les  ni(>ines  rpielle  (jiie  soil  la  courbe 
(loniu*e  (i;),  c’csl-ii-(lire  qu’elle  soit  une  circonri'rencc  de  cer- 
cle ou  une  section  conique  quelconque. 


Examen  d’un  cas  loiil  particulier. 


\ üici  un  corollaire  des  pro|)osilions  ci-dessus  qui  méi  ile 
dVilre  remarqué  en  passant. 

Soient  (C)  Jij^.  Hq,  une  conique  ou  courbe  (iuelcon(|ue  du 
second  degré;  AN  et  AM  deux  droites  arbitraires,  tracées  dans 


Fifj. 


son  plan  ; d’un  point  x'  qiielcon(|ue,  situé  sur  la  droite  AN,  on 
lui'iie  deux  tangcnites  x’ m et  x'  m'  à la  coni(|ue  ((^);  par  les 
deux  points  m et  m'  où  ces  tangentes  coupent  l’autre  droite  AM, 
on  mène  deux  nouvelles  tangentes  ma.  et  m'a  qui  se  coupent 
en  a.  Si  l’on  imagine  maintenant  que  l’on  fasse  varier  le 
point  x'  sur  la  droite  AN,  le  point  a décrira,  dans  son  niou- 
\einent,  une  ligne  droite  A a,  qui  passera  par  le  point  A d’inter- 
section des  deux  premières  droites  AM  et  AN. 

En  effet,  la  ligure  peut  être  |)rojetée  sur  un  autre  plan,  de 
fa(;on  (]ue  la  courbe  (E)  y devienne  un  cercle,  et  que  tous  les 
points  de  la  droite  AM  passent  à l’inlini.  Dans  cette  nouvelle 
projection  (/(/,'.  qo),  les  tangentes  am'  et  x'  m',  ou  a K et  a ' K' 
sont  devenues  parallèles,  de  même  (|ue  les  deux  tangentes  m a 
et  mx'  ou  a K'  et  .r'  K. 

Or  il  est  parfaitement  évident  (pic,  si  l’on  joint  le  point  .i' 
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au  poinl  a,  celle  droile  sera  la  diagonale  d’un  parallélogramine 
akj-'K.'  circonscril  à la  circonférence  de  ccrcle(C)  de  la  pro- 

liU-  18' • 


/a 

/ 

A- 


jeclion;  donc  elle  passera  par  le  cenlre  C,  el,  par  siiiie,  la  dis- 
lance C»  sera  égale  à la  dislancc  Cx'  ; donc  encore,  si  le  ])oinl  a ' 
se  nicul  sur  une  droile  AN,  le  poinl  a se  mouvra  sur  unedro  ile 
A' N'  parallèle  et  symétrique  à la  première. 

Maintenant,  si  l’on  remet  la  figure  en  projeclion  sur  le  pre- 
mier plan  {Jif;.  8<)),  on  verra  que  le  poinl  a,  projection  du 
poinl  de  concours  des  tangentes  mobiles  ou  variables  m'aK, 
awK',  parcourra  une  droile  convergeant,  avec  AM  et  AN,  au 
poinl  A qui  représeriK'  le  point,  à l'inlini,  commun  aux  paral- 
lèles AN  el  A'N'  de  la  projf^ction  90). 

D'une  autre  port,  les  deux  points  K el  K'  étant,  dans  celte 
fig.  go,  situés  sur  un  même  diamètre  KK',  à égale  distance  du 
centre  C,  il  n’est  pas  difficile  de  voir  que  ces  points  décriront, 
dans  le  mouvement  dont  il  s’agit,  une  même  ellipse  dont  le 
centre  se  confond  avec  celui  du  cercle  de  projeclion.  Donc  les 
points  correspondants  K et  K'  de  la  Jig.  89,  parcourront  éga- 
lement une  seule  et  même  ligne  du  deuxième  degré  ; ce  que 
l’on  savait  déjà  parce  qui  précède  (*). 

Si  le  poinl  x'  de  la  Jig.  go,  au  lieu  de  parcourir  une  droite' 
AN,  décrivait  une  courbe  quelconque  du  deuxième  degré,  il 


(*)  Voy.  les  solations  analytiques  du  problème  dont  on  s’est  occu|)é 
dans  le  n"  III  du  III'  ('allier,  p.  i.ji)  et  siiiv. 
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est  clair  que  son  syniélrique  a,  parcourrait  aussi  une  ligne  de 
ce  degré,  et  qui  ne  différerait  de  la  premier»  que  par  sa  posi- 
tion. Donc,  dans  le  même  cas,  le  point  a de  la  ligure  primitive, 
tracera  encore  une  courbe  du  second  degré. 

II. 

RECHERCHES  AISALYTIQl'ES  PARTICULItiRES  RELATIVES  AU  PROBLÈME  DU 
M"IV  (III*  r.AH.),  POUR  LE  CAS  OU  LES  POLES  DES  DIFFÉRENTS  COTÉS 
DU  POLYGONE  SONT  EN  LIGNE  DROITE. 

Dans  le  cas  tout  particulier  où  les  pôles  u„  etc.,  de  la  ' 
yig.  86  ou  91,  seraient  situés  sur  une  même  ligne  droite,  la  fi- 
gure pouvant  être  projetée,  sur  un  nouveau  plan,  de  manière 
que  la  directrice  du  second  degré  des  sommets  du  polygone 
soit  un  cercle,  et  que  tou^  les  points  de  la  droite  où  se  trouvent 
situés  les  pôles,  soient  placés  à l'infini  sur  le  nouveau  pian,  il 
est  parla  évident,  d’après  le  Principe  IV  de  projection  souvent 
invoqué,  que  les  droites  qui  concouraient  en  chacun  de  ces 
pôles  dans  la  figure  d’abord  considérée,  sont  devenues  des 
droites  parallèles  dans  la  nouvelle.  Donc,  si  l’on  conçoit  par 
l’origine  C,  des  axes  coordonnés,  une  droite  qui  passe  par  la 
projection  à rinfiiii  du  pôle  a,  par  exemple,  celte  droite  aura 
une  inclinaison  invariable  ou  déterminée. 

Soit  m,  la  tangente  trigonoinétri(|ue  de  l’angle  (|ui  mesure 
celte  inclinaison  sur  l’axe  des  ar,  l’équation  de  la  parallèle  Cn, 

Kig.  91. 


à étant  _^-=/;i, J.',  les  coordonnées  a,  et  />,  de  la  projec- 
tion du  jiôle  a,,  tout  en  devenant  infinies,  devront  satisfaire  à 

, . a,  I 

cette  e(|ualion,  de  sorte  ou  ici  — 

6.  m, 

Pareillement,  quoique  les  coordonnées  de  ta  projection 
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de  fl,  soient  devenues  infinies,  si  on  les  représente  par  a, 
et  b\,  leur  quotient  sera  égal  à une  quantité  déterminée  m\ 
qui  ne  sera,  en  général,  ni  nulle  ni  infinie  : or  il  est  clair  que 
les  équations  par  lesquelles  nous  avons  obtenu  les  coordonnées 
des  intersections  successives  x„  etc.,  subsistent  toujours, 
et  qu’il  suffira  d’y  faire  les  coordonnées  a,,  a„  etc.,  des  pôles 


égales  à en  observant  cependant  qu’on  doit  avoir  — =m,, 

O a, 


—r  — ni, , et  ainsi  des  autres. 

a, 

Si  nous  considérons,  par  exemple,  la  valeur  de  x,  trouvée 
dans  l’endroit  précédemment  cité. 


X,: 


2</i  r’ — ‘ 2rt,  6,  X,  (i’  — rtj  — /■’) 


on  la  divisera  d’abord,  haut  et  bas,  par  a],  ce  qui  en  changera 
la  forme  sans  en  changer  la  valeur;  en  y fai.sant  ensuite  les  sup- 
positions précédentes  et  supprimant  les  quantités  multipliées 


par  — comme  milles,  il  viendra,  pour 


— 7.ni,r, — — inViX, 

Si  l’on  fait  la  même  chose  pour  r»,  on  obtient 


— 2w,Xi — {ni; — i)y. 
I -t- 


Remplaçant  ensuite  dans  ces  expressions,  ni,  par  ni,,  x,  et  r, 
par  X,  et  y,,  on  aura  les  valeurs  de  xj  et  y,,  et  ainsi  de  suite. 

De  là  il  résulte  que  tous  les  dénominateurs  seront  des  con- 
stantes, et  que  les  numérateurs  ne  renfermeront  point  de 
ternies  indépendants  de  x.  ou  y,.  Si  donc  on  faisait  les  substi- 
tutions successives  indiquées  dans  le  cas  général,  évidemment 
on  obtiendrait  pour  x,  et  y,  des  valeurs  de  cette  forme 

Bx.-t-Cr.  B'x,-t-(;'y, 

x._  |j— r-—  I) 
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Par  la  même  raison,  tm  aurait  pour  x'„,  et  îles  valeurs  telles 

qiu^ 

TT, ’ ih 

On  voit,  d’après  cela,  que  les  équations  de  condition  x„ — a;'^=  o, 
7'„ — >[„=o  n’auront  plus  la  forme  (5)  et  (G)  qu’elles  avaient 
dans  le  cas  général. 

En  effet,  si  l’on  substitue,  par  exemple,  pour  x„  et  x^^  leurs 
valeurs  dans  l’équation  x„ — x'„=o,  elle  deviendra 

BI),x,-t-Gl)i  r, — B,  Dar',  — G,D  ) ',  = o. 

Mettant  dans  cette  équation  pour  a:,,  x\,  , leurs  valeurs 

res[ieclives  (p.  i^S),  on  obtiendra  évidemment  une  dei'nière 
équation  de  la  forme 

(rt)  (M  P -h  Na)  P’ — r’+  Tp  + Ua  = o, 

laquelle,  d’après  ce  (ju’on  a démontré  (IIP  Cah.,  n"  IV,  p.  \ 
doit  être  le  produit  de  deux  facteurs  /(a,  p)  et  F (a,  p),  dont 
l’un  égalé  à zéro  donne  l’équation  de  la  courbe  cberchée,  et 
dont  l’autre  donne  celle  d’une  ligne  qui  peut  être  considérée 
comme  la  projection  d’un  lieu  géométrique  analogue,  mais 
pour  lequel  il  y a un  pôle  de  plus,  ou  jilutôt,  pour  lequel  un 
côté  de  plus  du  polygone  doit  avoir  une  direction  connue. 

Or  il  est  facile  de  s’assurer  que  l’équation  (n)  ne  peut  être 
ici  que  le  produit  de  deux  facteurs  de  la  forme 

Ma-I-Np,  T-+-S  v'a’-l-p'— r’ 

dans  lesquels  M,  N,  T,  S sont  des  constantes  distinctes  de 
celles  déjà  eiiqtloyées  ci-dessus. 

Si  on  les  égale  séparément  à zéro  pour  savoir  à quelles  lignes 
ils  correspondent,  ce  i|ui  donne 

[b)  Ma-)-Np  = o, 

pour  le  premier  d’entre  eux,  et,  pour  le  second, 

(<■)  T -(- S V a^-l- p’ — /■’=  O, 
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ou  verra  (|ue  l'uiie  des  deux  ligues  re|m'‘seiuées  par  ces  équa- 
lions,  est  une  droite  et  l’autre  une  circonférence  de  cercle. 

Piscnssioii  des  résnllats.  — Influence  du  nondtre  des  pôles 
ou  des  a.res  fixes  parallèles  aux  côtés  du  polygone. 

Supposons  que  p représoutc,  j)Our  uii  certain  cas,  le  nombre 
des  pôles  ou  des  axes  (|ui  répoiideiilà  ré(iuation  (c),  la  droit»* 
dont  réqualion  est  (l>)  ou  Ma-l-Np=o,  répondra  générale- 
ment au  cas  où  il  y a p-hf  de  ces  mêmes  axes,  ou  directions 
fixes,  et  réciproquement  (p.  178  et  174)* 

Admettons  que,  les  équations  précédentes  se  rapportant  au 
cas  où  p est  le  nombre  des  axes  dont  la  dir»!Ction  est  donnée, 
la  courbe  cherebée  soit  réellement  un  cercle  (c),  la  droite  {h) 
sera  une  solution  étrangère.  Si  l’on  sujiposc  (|uc  les  mêmes 
équations  appartiennent  au  cas  où  p -+- 1 est  le  nombre  de 
ces  axes;  alors,  des  deux  lignes  fournies  par  l’équation  [a) 
ou  x„ — ar'„=o,  l’une  sera  une  ligne  droite  correspondant  à 
p-hi  directions  fixes,  et  l’autre  sera  un  cercle  correspondant 
à p-h’î  de  ces  directions  (*). 

En  continuant  ce  raisonnement,  on  voit  que  si  l’on  aug- 
mente successivement  d’une  unité  le  nombre  des  côtés  du 
polygone  à directions  fixes,  on  obtiendra,  pour  les  cas  corres- 
pondants, alternativement  une  droite  et  un  cercle,  et  que, 
par  conséquent,  si  la  solution  relative  à p est  un  cercle,  celles 
relatives  à p -h  ot,  p p 6,  etc.,  p — 2,  p — 4,  etc., 
donneront  aussi  des  cercles;  tandis  »]uc,  dans  les  hypothèses 
relatives  aux  nombres  p -1- i , ^-1-3,  e\.c,,  p — i,  p — 3,  etc., 
les  cercles  seront  remplacés  par  des  lignes  droites.  Les  équa- 
tions (b)  et  (c)  font  voir  que  tous  ces  cercles  auront  même 
centre  que  le  cercle  donné  {(]  ),  et  que  toutes  les  droites  seront 
des  diamètres  de  ce  cercle. 

Il  reste  maintenant  à savoir  si  c’est  la  suite  des  nombres  de 
données  pairs  ou  impairs,  qui  produisent  le  cercle.  On  pour- 


(*)  La  rédaction  de  ce  pasKigo  était  obscure,  incorrecte  même  à force 
de  laconisme  et  par  l'emploi  du  mot  limite  appliipié  à des  choses  distinctes  ; 
on  a dû,  pour  la  clarté,  y apporter  lors  do  l'impression,  quelqui's  change- 
ments qui  n'en  altèrent  aucunement  le  sens. 
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rail  p6ul-èlre  le  découvrir  en'  compariinl  direciemenl  entre 
elles  les  équations  x, — x'^  — a,  y\ — _r^=o;  mais  il  sera  pins 
simple  d’examiner  géométriquement  ce  qui  arrive  dans  des  cas 
particuliers. 

Si  l’on  suppose,  par  exemple  p — i,  (fig-  92),  c’est-à-dire 
qu’il  n’y  ait  qu’un  seul  côté  mobile  .r'x,,  tlonné  par  sa  direc- 

f>b  ac- 


tion, il  est  facile  de  voir  que  la  courbe  décrite  par  le  som- 
met a de  l’angle  circonscrit  au  côté-corde  x'x,,  est  une  ligne 
droite  indéfinie;  l’inspection  seule  de  la  figure  suffit  pour  cela. 
Donc  tous  les  nombres  impairs  p,  de  pôles  ou  de  directions 
fixes,  donneront  des  lignes  droites  diamétrales,  et  tous  les 
nombres  pairs,  des  circonférences  de  cercle  concentriques 
au  cercle  directeur  (C). 

Si  l’on  considère  maintenant  une  courbe  quelconque  du 
deuxième  degré  et  un  système  de  pôles  situés  sur  une  ligne 
droite  dans  son  plan,  dont  la  figure  peut  être  supposée  avoir 
pour  projection  la  Jig.  86  ou  91,  il  est  clair  que,  dans  ce  cas, 
les  cercles  et  les  droites,  lieux  des  intersections  a des  couples 
de  tangentes  ou  sommets  d’angles  circonscrits,  deviendront 
respectivement  de  nouvelles  courbes  du  second  degré  ou  de 
nouvelles  droites  passant  toutes  par  un  même  point.  Ce  point, 
très-distinct  d’ailleurs  du  centre  de  la  conique  donnée,  pourra 
être  facilement  déterminé  quand  la  droite  des  pôles  le  sera 
pareillement,  comme  on  le  verra  ci-après. 

Cas  où  le  nombre  p,  des  pôles,  étant  impair,  le  lieu 
du  point  1 est  une  simple  liffne  droite. 

Soient  n,  n',  (ftg-  93),  la  drefite  des  pôles  donnés  et  (C)  une 
courbe  quelconque  du  deuxième  degré.  Supposons  d'abord 
qu’il  n’y  ait  qu’un  pôle  a,  : alors  si  l'on  mène  par  ce  pôle,  une 
droite  <juelconque  rt.x'x"  (|ui  coupe  la  conique  (C),  en  deux 
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points  x',  x",  et  qu’à  rhacuii  de  ces  points  un  mène  une  tan- 
gente à la  eourbe,  ces  deux  tangentes  se  couperont  en  un 
point  ni;  imaginant  de  plus,  que  la  droite  a,x'  varie  de  posi- 

Fie.  ac- 


tion autour  de  a,,  le  point  ni,  dérivé  de  a,x'x",  parcourra 
une  droite  mC,  qui  est  elle-même  la  dérivée  du  pêde  a,;  pro- 
priété bien  connue  et  déjà  démontrée  (III'  Cah.).  Si  d'ailleurs, 
au  lieu  du  pôle  on  eût  choisi  le  pôle  , le  sommet  d’an- 
gle circonscrit  correspondant  n,  eût  parcouru  une  autre  droite 
nC',  qui  coupe  la  première  en  un  point  C'  : le  pôle  a\  four- 
nirait pareillement  une  dérivée  pü  passant  parle  même  point 
fixe  C',  etc. 

En  effet,  si  l’on  suppose  la  ligure  projetée  sur  un  nouveau 
plan,  de  façon  que  la  conique  donnée  devienne  un  cercle  et 
que  tous  les  points  de  la  droite  a,d,  soient  situés  à l’infini, 
il  est  clair,  d’après  ce  qui  a été  dit  ci-dessus,  que  les  droites 
mC',  nCJ  eipC  seront  toutes  trois  des  diamètres  de  ce  cercle  ; 
par  conséquent,  elles  se  coupent  aussi  en  un  même  point 
correspondant  au  centre  du  cercle  de  projection.  Donc  enfin 
(Princ.  IV)  les  droites  mC,  nC,  pCJ  et  leurs  analogues  pour 
un  nombre  impair  de  pôles  se  coupent,  comme  on  l’a  avancé, 

en  un  point  unique  C',  pôle  dérivé  de  la  droite  a,d,a\ , 

représentant  le  centre  du  cercle  projection  de  la  conique  don- 
née (C),  qui  contient  les  sommets  mobiles  du  polvgone. 

Considérons,  en  particulier,  un  quadrilatère  x'x" x,x,  in- 
scrit à la  courbe  (C),  et  dont  trois  des  côtés  x' x",  x" x,,  x,x, 
passent  respectivement  par  les  pôles  n,,  d,  et  n\.,  le  quatrième 
I.  i3 
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cùlé  x'.r,  reslanl  Jihre;  supposons  toujours  (pi’iinx  oxlrémilos 
x'  et  a."i  de  ce  dernier  côté,  on  mène  deux  tangentes  x' x et 
X,  a à la  conique  (C),  elles  se  couperont  en  un  point  a,  qui  pai^ 
courra  une  ligne  droite  aC'  (]uand  on  déformera  le  quadrilatère 
en  l'assujettissant,  dans  toutes  ses  positions,  à la  condition  dont 
il  s’agit,  et  cette  droite  passera  par  le  point  C',  déterminé  jué- 
cédemment. 

I,a  même  chose  arriverait  évidemment,  quels  que  fussent  le 
nombre,  la  position  des  pôles  fixes,  situés  sur  la  droite  , 
pourvu  néanmoins  que  ce  nombre  soit  impair.  On  voit,  par  là, 
combien  il  devient  facile  de  résoudre  ce  problème  : 

Étant  donnés  un  nombre  impair  de  points  situés  en  lii^ne 
droite  et  une  courbe  quelconque  du  deuxième  degré  (C)  , 
inscrire  à cette  courbe,  un  polygone  dont  les  côtés  passent 
respectivement  par  les  points  donnés. 

S’il  s’agit,  par  exemple,  du  cas  de  trois  pôles  a„  n,,  a],  on 
déterminera  la  droite  aC'  par  le  moyen  indique  ci-dessus; 
après  quoi,  on  cherchera  les  deux  points  K et  1 oii  cette  droite 
vient  couper  la  conique  (0);  ces  deux  points  seront  les  som- 
mets  des  deux  triangles  inscrits  demandés,  dont  les  côtés  pas- 
sent par  les  trois  points  d,,  a". 

Considérant  en  particulier  le  point  1,  on  mènera  par  ce 
point,  qui  représente  à la  fois,  un  point  x'  et  un  point  x,  con- 
fondus, deux  droites  I«,  et  la',  aux  pôles  a,  et  a',  correspon- 
dants, ces  droites  prolongées  viendront  couper  la  conique  (C) 
en  deux  autres  points  ly  et  ir  qui  seront  les  sommets  mêmes  du 
triangle  cherché;  de  sorte  qu’en  traçant  le  troisième  côté  or, 
il  passera  par  le  point  a*,,  et  le  triangle  I or  sera  le  triangle 
demandé. 

Théorème  relatif  aux  couples  de  polygones  d’ordre  impair, 
inscrits  à une  conique,  et  dont  les  côtés  respectifs  concou- 
rent en  des  points  rangés  sur  une  droite. 

Les  deux  triangles  relatifs  à l’exemple  ci-dessus,  donnés  par 
la  droite  Kl  (fig.  gS),  sont  les  seuls  que  l’on  puisse  inscrire  à 
la  conique  (C),  (|uoiqne  cette  droite  Kl  ne  soit  pas  nnitjue. 

Kn  effet,  soient  Bü»  (Jig.  g4  ) *•'  droite  IK  déterminée  coiniiK* 
on  l’a  dit  précédemment.  ABC  et  abc  h*s  deux  triangles  insorits 
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rorrespondaïus,  je  dis  que  si  l’on  joint  deux  à deux  les  som- 
mets de  ces  irianf;les,  par  les  trois  droites  B/>,  A«,  Ce,  ces 
droites  viendront  se  couper  en  un  même  point  C';  car  c’esi 
une  propriété  connue  que,  quand  les  côtés  correspondants  de 


deux  triangles  quelconques  se  coupent  respectivement  en  trois 
points  situés  sur  une  même  ligne  droite,  les  trois  droites  qui 
joignent  deux  à deux  les  sommets  opposés  dans  ces  irianglcs, 
se  coupent  en  un  même  point.  Or  c’est  là  ce  qui  a lieu  dans  le 
cas  de  la  figure  ci-dessus. 

Il  n’est  pas  difficile  de  voir  maintenant  (pie  les  trois  droites 
B6,  Ce  et  Art  sont  précisément  les  trois  droites  qu’On  obtien- 
drait, parla  construction  précédente,  si  l’on  intervertissait  l’or- 
dre des  cotés  du  quadrilatère  inscrit;  ce  qui  fait  voir,  en  même 
temps,  que  le  point  où  elles  se  coupent  est  le  même  que  le 
point  C'  de  la  fig.  p3. 

La  même  observation  a lieu  quel  que  soit  le  nombre  im- 
pair des  pôles  rti,  rt', , etc.,  ou  des  côtés  du  polygone  (lu’il  s’agit 
d’inscrire  à la  courbe  donnée  (C).  Ainsi,  tpiel  que  soit  le  nom- 
bre de  ces  pôles  et  côtés,  s’il  est  impair,  on  n’obtiendra  qm^ 
deux  polygones,  tels  qu’en  en  joignant  deux  à deux  les  sommets 
opposés  par  des  droites,  elles  se  coupent  en  un  même  point, 
lequel,  ici  encore,  n’est  autre  que  le  point  (7  conjugué  à rt,rt', . 

Cas  d'impossibilité. — La  solution  du  problème  ci-dessus 
ne  devient  évidemment  impossible  ou  imaginaire,  (]ue  (|uand 
la  droite  IK  (Jig.  q3)  cesse  de  cou|ier  la  coni(|ue  (C);  mais 
alors  le  point  ('/  est  nécessairement  situé  au  dehors  de  cette 
courbe,  et  par  conséquent,  dans  le  même  cas,  la  droite  rt,rt', 
sur  laquelle  sont  situés  les  points  ou  pôles  donnés,  rcncon- 

’i3. 
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trera  nécessaireineni  aussi  quelque  part,  la  direcirice  (C)  des 

sommets  du  polygone  variable. 

Donc  la  solution  sera  toujours  réelle  quand  la  ligne  des 
pôles  sera  au  dehors  de  la  courbe  donnée;  dans  le  cas  con- 
traire, elle  pourra  devenir  impossible  pour  une  disposition 
particulière  de  ces  pôles. 

Cas  oïl,  le  nombre  des  pôles  étant  pair,  le  lieu 
du  sommet  libre  est  une  conique. 

L’examen  du  cas  où  le  nombre  de  pôles  donnés  est  pair  va 
nous  fournir  des  consécjuences  assez  singulières. 

Soient  (C),  Jig.  g5,  une  courbe  quelconque  du  deuxième 
degré;  a,,  a',  etc.,  un  nombre  pair  de  points  donnés,  situés 
sur  la  même  droite  aa,;  proposons-nous  d’inscrire  à cette 
courbe  un  polygone  dont  les  côtés  respectifs  passent  par  les 
points  donnés. 

On  peut,  en  vertu  du  Principe  IV,  considérer  la  figure  comme 
la  projection  d’une  autre  {Jig.  9G),  dans  laquelle  la  courbe  (C) 
serait  remplacée  par  le  cercle  (C'),  et  la  droite  aa,  par  une 
droite  située  à l’infini;  donc,  d’après  ce  qui  a été  démontré 
au  commencement  de  ce  n“  II,  si  l’on  imagine  un  polygone 


Fig.  95. 


((uelconque  inscrit  au  cercle  (C  ) et  dont  les  cotés  soient  res- 
pectivement parallèles  à autant  de  droites  fixes  qu’il  y a de 
pôles  donnés,  à l’exception  d’un  dernier  coté  x,x'  resté  libre; 
qu’on  mène  par  les  extrémités  de  ce  dernier  côté,  deux  tan- 
gentes à la  conique  devenue  cercle,  ces  tangentes  se  coupe- 
ront en  un  point  a,  et  si  l’on  suppose  que  l’on  déforme  le 
polygone  en  l’assujettissant  toujours  à la  même  condition,  ce 
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point  * décrira  un  cercle  concentrique  à (C').  Donc  le  cercle 
décrit  ne  pouvant  jamais  rencontrer  (C'),  il  est  impossible, 

Fig.  96 


aussi  que  le  point  a soit  jamais  sur  ce  dernier  cercle,  à moins 
toutefois  que  les  deux  cercles  ne  se  confondent. 

Donc  enfin  il  sera  impossible  que  les  deux  points  x',  x,  se 
confondent  nulle  part,  et  partant,  qu’il  y ait  un  seul  polygone 
d’un  nombre  pair  de  cotés  de  directions  données  inscrit  au 
cercle  (C'),  à moins  que  tous  les  polygones  construits  de  la 
même  manière,  ne  soient  spontanément  inscriplibles  à la 
circonférence  du  cercle  ((7). 

Impossibilité  absolue  ou  possibilité  indéfinie  de  l'inscription 
des  poly-f'ones  d’ordre  pair. — De  là  résulte,  en  général,  qu’il 
ne  sera  pas  possible  d’inscrire  à la  conique  [fig.  gS),  projec- 
tion du  cercle,  un  polygone  d’un  nombre  pair  de  côtés  passant 
respectivement  par  autant  de  points  donnés  sur  une  droite, 
et  que,  s’il  était  possible  d’en  inscrire  rigoureusement  un  seul, 
on  pourrait,  par  là  même,  en  inscrire  une  infinité.  Ainsi,  dans 
le  cas  particulier  de  cette  dernière  figure,  où  il  s’agit  d’un 
quadrilatère  à quatre  pôles,  s’il  y en  a un  seul  x'x"x,x,  d’in- 
scrit à la  conique,  il  y en  aura  nécessairement  une  infinité. 

La  solution  se  borne  donc  à ceci  : « Par  le  pôle  a,  mener 
» arbitrairement  une  droite  ax',  qui  coupe  la  conique  en  x' 
» et  X,;  joindre  le  point  x'  avec  le  pôle  a',  ce  qui  déterminera 
» le  point  x",  joindre  x"  avec  le  pôle  a„  ce  qui  donnera  le 
» point  X,,  enfin  joindre  le  point  x,  avec  le  quatrième  pôle  a,, 
» ce  qui  donnera  un  dernier  point  x,  ; » si  ce  point  se  confond 
avec  celui  obtenu  d’abord  au  moyen  de  ox,,  ce  qui  a lieu  dans 
le  cas  de  la  fig.  gS,  tous  les  quadrilatères  obtenus  de  la  même 
manière,  seront  inscrits  à la  courbe;  dans  le  cas  contraire,  il 
n’y  en  aura  absolument  aucun. 
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K(‘miii'quüiis-Ie  cependant,  l'observation  précédente  suppose 
que  la  projection  de  la  /ig.  q5  dans  la  fi",  i)lj,  soit  possible 
géoniétri(|uenienl;  ce  qui  exige  <jue  la  droite  des  pôles  ne 
rencontre  pas  la  courbe  (Princ.  IV).  En  d’autres  termes,  de  ce 
que  la  courbe  décrite  par  le  point  a [fif;.  qS),  sommet  des 
angles  circonscrits  au  côté  libre  x' .r„  ne  peut,  ici  où  il  s'agit 
d’un  nombre  pair  de  pôles,.  renconln;r  la  coni<|ue  donnée  (G) 
sans  se  conlondre  avec  elle  quanil  la  droite  ««,  ne  rencontre 
j)as  cette  conique , ce  n’est  pas  un  motif  suflisant  d’en  con- 
clure (|ue  cela  aurait  encore  lieu  dans  le  cas  contraire  où  cette 
ilroite  la  rencontrerait  géométriquement. 

Eu  effet,  la  coitilition  pour  que  deux  couiijues  se  coupent 
eti  un  ou  plusieurs  |ioints,  est  évidemment  purement  relative 
et  dépendante  de  la  grandeur  des  constantes  qui  entrent  dans 
leurs  é(|uations.  Par  conséquent,  il  peut  arriver  (pi’une  cer- 
taine disposition  (bt  la  ligne  décrite  par  le  somtnet  a,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  une  certaine  disposition  des  pôles 
fl,  fli,  etc.,  rende  réelles  certaines  valeurs  des  coorilonnées  des 
points  d’intersection,  de  sorte  que,  dans  un  tel  cas,  les  courbes 
pourraient  se  couper  effectivement 
Qiioi(|ue,  d'après  cela,  il  ne  soit  plus  exact  tie  dire,  en  toute 
rigueur,  «lue,  quand  la  droite  des  pôles  rencontre  la  conique 
donnée  (G),  la  courbe  (a)  ne  puisse  avoir  aucun  point  commun 
avec  elle  sans  s’y  confondre  entièrement,  on  ne  doit  pas  néan- 
moins en  conclure  «luo  la  propriété  dont  jouit  le  quadrilatère 
inscrit  à cette  conique  quand  la  droite  des  pôles  est  en  de- 
hors de  son  j)érimètre , ne  soit  |ias  vraie  dans  le  cas  con- 
iraire.  En  effet,  ce  quadrilatèrt*  ii’est  assujetti  qu’à  une  condi- 
tion de  position,  à savoir  ; que  ses  sommets  soient  situés  sur 
la  courbe  (G),  et  que  ses  côtés  passent  par  les  quatre  points  don- 
nés; d’autre  part,  comme  il  (*st  prouvé  pour  le  premier  cas, 
que,  i|uand  les  (pialre  sommets  peuvent  être  à la  fois  sur  (G), 
ils  doivent  pouvoir  y être  d’une  inlinité  de  manières  différentes 
et  telles,  par  conséquent  que,  si  trois  d’entre  eux  parcourent 
cette  courbe,  le  quatrième  la  parcourra  en  mente  temps,  il  faut, 
de  toute  nécessité,  que  celte  même  propriété  ail  lieu  aussi  dans 
le  cas  couliaire  où  la  ligne  droite  des  pôles  pénétrerait  à l’in- 
térieur de  la  courbe  (G,). 
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Hi‘JJexions  sur  les  cas  d' inipossibililé 

des  problèmes  de  "èométrie  ci-dessus. 

TuuU's  les  consé(|uciices  précédentes  dérivent  naturelle- 
ment des  principes  établis  au  commencement  du  III'  (Allier. 
Nous  allons  cependant  en  donner  encore  ici  une  démonstra- 
tion particulière. 

Su|)pnsons  t)ue  le  quadrilatère  a.x" x'“Xi  [Jig.  97)  soit  assu- 
jetti aux  cortditions  suivantes  : que  ses  côtés  passent  par  les 
pôles  respectifs  a,  a,,  a',  a„  et  (jue  ses  trois  sommets  x",  x" 
<‘l  X,  restent  sur  la  courbe  (C);  son  dernier  sommet  a,  demeure 

P'E-  97' 


/ 


libre,  parcourra  nécessairement  une  autre  ligne  courbe,  quand 
on  viendra  à déformer  ce  même  quadrilatère  de  toutes  les 
manières  continues  possibles.  En  soumettant  cette  question  à 
l’analyse  algébrique,  il  est  clair  que  l’on  trouvera  une  équation 
du  deuxième  degré  (111'  Cah.,  Prop.  IX),  qui  sera  la  même, 
soit  ([lie  la  droite  cw,  rencontre  ou  ne  rencontre  j)as  la  co- 
nique (C).  Donc,  s’il  arrive  que  le  lieu  du  sommet  a doive  se 
confondre  avec  cette  courbe  pour  le  cas  où  aa,  ne  la  rencontre 
pas,  la  même  chose  arrivera  encore  dans  le  cas  où  cette  droite 
vient  à la  rencontrer  : la  raison  en  est  bien  simple,  puisque, 
en  passant  d’un  cas  à l’autre,  l’équation  finale  en  a et  p ne 
changeant  pas  de  forme,  il  n’y  a que  la  valeur  implicite  des 
coefficients  qui  puisse  changer;  leur  expression  analytique 
restant  explicitement  la  même. 

Donc  aussi,  toute  propriété  qui  ne  dépend  que  de  la  forme 
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générale  de  celle  éqiialion  sera  une  propriété  de  nalure  inva- 
riable, tandis  que  loule  propriété  dépendante  de  la  grandeur 
implicite  des  cCefficients,  peut  cesser  d’exister  nécessairement 
quand  celle  grandeur  vient  à changer.  Ainsi,  par  exemple, 
si  les  courbes  (a)  et  (C]  devaient  en  général  être  tangentes 
entre  elles,  celle  propriété  pourrait  bien  cesser  d'exister  sans 
que  la  forme  de  l'équation  de  la  première  d’entre  elles  chan- 
geât, à proprement  parler.  Dans  ce  cas  donc,  la  condition  de 
contact  a bien  lieu,  analytiquement  pariant,  mais  les  coor- 
données des  points  de  contact  eux-mémes  sont  imaginaires, 
et,  par  conséquent,  le  contact  n’existe  plus  physiquement  ou 
graphiquement. 

Nous  pourrions  de  là  tirer  une  conséquence  assez  difficile  à 
concevoir  géométriquement , et  qui  n’en  est  pas  ntoins  une 
vérité  mathématique  indiscutable,  quoique  d’apparence  para- 
doxale : « Deux  coniques  qui  ne  se  coupent  pas  peuvent 
» néanmoins  être  liées  entre  elles,  géométriquement  ou  par 
Il  certaines  relations  graphiques,  de  la  même  manière  que  si 
Il  elles  se  coupaient  ou  se  louchaient  effectivement,  et  elles 
Il  peuvent,  dans  l’un  et  l’autre  cas,  posséder  les  mêmes  pro- 
II  priélés  relatives.  » 

Pour  en  donner  un  exemple  bien  élémentaire  (I"  Cahier), 
nous  savons  que  deux  cercles  peuvent  se  couper  en  général  sui- 
vant deux  points,  et  par  conséquent  qu’ils  ont,  généralement 
aussi,  une  corde  commune;  mais,  sur  le  plan  de  ces  cercles,  il 
existe  une  droite  liée  à leur  système  ou  ensemble  d’une  manière 
indépendante  et  telle,  que  si  les  cercles  ne  se  coupent  plus,  la 
droite  cesse  bien,  géométriquement  parlant,  d’être  une  corde 
commune,  sans  que  cela  soit  vrai  considéré  d’une  manière 
analytique.  11  résulte,  en  effet,  des  lemmes  du  1"  Cahier,  que 
la  direction  indéfinie  de  celle  droite  existe  encore  dans  le  der- 
nier cas;  qu’on  peut  même  la  construire  de  plusieurs  manières 
différentes  et  qu’elle  remplace,  en  fait,  une  véritable  corde 
commune,  puisqu’elle  en  conserve  toutes  les  propriétés  des- 
criptives inhérentes  à la  disposition  mutuelle  des  parties  de  la 
figure  et  non  à leur  grandeur  absolue. 

En  particulier,  soient  sur  un  même  plan  trois  cercles  qui  se 
coupent  ou  ne  se  coupent  pas;  si  l’on  trace  les  trois  cordes 
communes,  deux  à deux,  à ces  cercles,  ou  les  droites  qui  le.s 
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remplacent,  elles  passeront  par  un  même  point  dans  tous  les 
cas  possibles  (ooj.  les  propriétés  des  cordes  communes  aux 
cercles,  Cahier,  Prop.  N'III  et  suiv.). 


Examen  analytique  circonstancié  du  cas  où  les  pôles 
des  côtés  se  réduisent  à deux. 

Ce  cas  tout  particulier,  a évidemment  un  rapport  immédiat 
avec  la  question  générale  qui  nous  occupe. 

Supposons,  en  effet,  qu’au  lieu  de  quatre' pôles  on  n’en 
considère  que  deux , celte  hypothèse  devra  nous  offrir  des 
conséquences  à peu  près  semblables.  Ici  il  ne  peut  être  ques- 
tion d’inscrire  à une  conique  (C),  un  polygone,  à deux  som- 
mets, dont  les  côtés  passent  par  les  pôles  donnés,  car  la  chose 
évidemment  n’a  plus  de  sens.  Mais,  comme  la  courbe  décrite 


Fig.  ij8. 


par  le  point  de  concours  a des  tangentes  ax'  et  ax,  {Jig.  98), 
ne  cesse  pas  d’exister,  il  est  possible  de  tirer  de  sa  discussion 
algébrique,  quelques  conséquences  générales  intéressantes. 

Celte  courbe  est  évidemment  celle  que  nous  avons  consi- 
dérée au  n°  III  du  III‘  Cah.  : les  droites  AM  et  AN  sont  ici 
celles  décrites  par  les  sommets  m et  n dans  leurs  différentes 
positions.  Or  l’équation  de  la  courbe  des  points  a,  relative  à 
ce  cas,  en  supposant  que  l’axe  des  x passe  par  le  centre  C du 
cercle  et  par  le  point  A,  revient  à la  suivante  ( p.  i48)  : 

[ AB(m’ — r’j  — e’J’-fa’-f-  S’  — /■’)  — /•*(  \ — — /■’)'=  o. 
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Ouiiiul  on  suppose,  dans  celle  équalion, 

/•’ 

a — — . OU  (IX.  — »■’=<>, 

U 

elle  se  rédiiil  a celle-ci, 


a’-f-  3-— /•'=o; 

c'(>sl-ii-<lire  que  le  iioini  (jui  coiTCspond  à l'aliscissc  —i  esi 

commun  au  cercle  el  à la  courbe  des  a;  il  j a plus  encore,  c(’ 
poini  qui  esl  double,  puis(]ue  l’on  a ^ — — x\  esl  celui 

ni^me  oi'i  ces  deux  courbes  se  louchenl  ('),  puisque  jamais  le 
soniinel  a ne  saurail  enlrer  dans  le  cercle  ((}). 

11  n'esl  pas  difficile  de  voir,  coninie  on  l’a  remarqué  à l’en- 
droil  cite,  (|ue  les  j)oinls  de  <-onlact  s’oblicnnent,  dans  clnKpu^ 
cas,  en  menant  j)ar  A,  deux  langenles  au  cercle  (C).  De  plus, 
le  point  A est  lié  à la  droite  des  pôles  ««,,  de  telle  sorte  que 
(|iiand  ce  point  esl  au  dedans  du  cercle,  sa  dérivée  passe  au 
dehors,  el  récipro(|uemcnl.  Donc  quand  la  droite  an,  sera  exté- 
rieure au  cercle  (C),  on  ne  pourra  jias  lui  mener  de  tangente 
par  le  point  A,  et  par  conséquent  la  courbe  (a)  n’aura  aucun 
point  en  coininun  avec  le  cercle  (C).  Au  contraire,  si  celte 
dérivée  coupe  le  cercle,  les  tangentes  étant  possibles,  la 
coui'be  (a)  louchera  le  cercle  (C)  en  deux  points  distincts; 
néanmoins,  dans  l’un  cl  l’autre  de  ces  cas,  l’équation  ci-dessus 
de  la  ligne  des  sommets  a,  n’a  pas  changé  de  forme  ; seule- 
ment dans  un  cas,  a est  <C  c et,  dans  l’autre,  on  a a'^  r,  ce 
(]ui  rend  l’ordonnée 


-t- 


V 


± — v'u‘- 
a 


c-. 


du  point  de  contact  et,  par  suite,  le  contact  des  deux  courbes 


( * ) Il  ist  évident  que,  quel  que  soit  le  nombre  dos  directrices  données  AN 
et  ,\.M  , la  conique  parcourue,  par  a a deux  points  de  contact  avec  le 
cercle  (É);  il  n'est  pas  même  irécessaire  (pic  ces  droites  se  coupent  en 
un  même  point  .V.  (A«/c  iln  trxtr  imimi.irril.) 
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imaginaire  ou  impossible  pour  l’un  des  e.is,  mais  réel  et  pos- 
sible pour  l’aulre. 

Il  faut  bien  distinguer  eneore  relie  impossibilité,  qui  n'est 
que  relative,  de  celles  qui  sont  absolues  : celle-là  n’a  lieu  que 
pour  des  cas  particuliers,  celles-ci  subsistent  toujours;  cl, 
quoique  ilans  le  premier  cas,  une  relation  descriptive  puisse 
cesser  d’être  géométri()uement,  pour  une  série  de  positions 
des  parties  de  la  ligure,  elle  doit  cependant  être  rangée  au 
nombre  des  propriétés  générales  de  cette  ligure. 

Ainsi  il  est  permis  de  dire  cpie  la  propriété  qu’ont  le  cer- 
cle (C)  et  la  courbe  (a)  d’être  tangents  en  deux  points 
déterminés,  est  une  propriété  spécilique  dont  ces  courbes 
doivent  être  censées  jouir,  même  dans  le  cas  oit  le  contact 
devient  imaginaire:  les  conséquences  géométriques  tirées  do 
cette  propriété  (Uant  vraies  aussi,  généralement  pariant,  mais 
pouvant  ces.ser  d’offrir  un  sens  géométritiuc  pour  une  série  de 
positions  particulières  des  données  de  la  ligure. 

(>eci  est  conforme  encore  à la  remarque  déjà  faite  au  com- 
mencement du  III'  (àdiier,  où  nous  nous  proposions  de  trans- 
former les  ligures  en  d’autres  plus  simples,  mais  jouissant  des 
mêmes  propriétés  générales. 

Relation  de  contact  des  coniques  dans  le  cas  général. 

Hevenons  au  cas  où  il  s’agit  d’un  nombi'e  quelconque  pair, 
de  pôles  situés  en  ligne  droite:  x'x"x"'x.,x,  (y<g'.  <19)  repré- 

i>c-  99 


sentant,  comme  ci-dessus,  la  portion  de  polygone  inscrit  et 
ouvert  dont  les  côtés  successifs  |)asscnl  respectivement  par  les 
pôles  «„  a,  a',  a,  de  la  droite  ««,. 
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Nous  avons  vu  que  le  sommet  «,  de  l’angle  circonscrit  formé 
par  les  tangentes  aux  extrémités  libres  du  polygone,  décrit 
une  courbe  du  deuxième  degré,  qui  n’a  aucun  point  en  com- 
mun avec  la  conique  donnée  (C),  quand  la  droite  aa,  des  pôles 
se  trouve  située  entièrement  au  dehors  de  cette  courbe  ; 
l’exemple  précédent,  ralatif  au  cas  de  deux  pôles,  nous  dé- 
montre clairement  qu’on  ne  doit  pas  en  conclure,  en  général, 
que,  pour  toute  autre  position  de  la  droite  aa,,  la  même  chose 
aura  lieu  nécessairement.  Car,  quoique,  géométriquement 
parlant,  la  chose  soit  vraie  <lans  ce  cas  particulier,  les  deux 
courbes  (C)  et  (*)  pourraient  cependant  être  liées  l'une  à 
l’autre,  de  telle  sorte  qu’elles  eussent  un  ou  plusieurs  couples 
de  points  en  commun,  imaginaires  seulement  pour  certains  cas 
spéciaux,  tandis  que  ces  mêmes  points  seraient  possibles  en 
général;  or  c’est  précisément  ce  qui  arrive  ici,  comme  noos 
allons  le  faire  voir  d’une  manière  bien  simple. 

Supposons,  en  effet,  que  la  droite  au"  rencontre  la  coni- 
que (C)  aux  points  T et  T'  (/ig.  loo),  je  dis  que  la  courbe 
parcourue  par  le  point  a touchera  cette  coni(|ue  précisément 
aux  points  T et  T'  ; car  il  est  aisé  de  voir  que  si,  au  lieu  d& 


Flp.  100. 


mener  par  le  pôle  a,  par  exemple,  une  droite  partant  d'un 
point  arbitraire  x',  de  la  conique  donnée,  on  la  fait  partir 
du  point  d’intersection  même  T',  comme  extrémité  de  poly- 
gone, le  sommet  .r"  viendra  en  T,  le  suivant  a:",  situé  à l’autre 
extrémité  de  a:" a',  en  T',  le  quatrième  ar,  reviendra  en  T,  enfin 
le  dernier  sommet  ar,  viendra  se  confondre  en  T'  avec  x',  et 
par  conséquent  le  point  a avec  cette  même  intersection  de  (C) 
et  de  aa,.  On  prouverait,  de  même  encore,  que,  pour  une  se- 
conde position  analogue,  mais  opposée,  du  polygone,  le  som- 
met d’angle  circonscrit  a viendrait  se  confondre  avec  l’inter- 
section T;  donc,  puisque  ce  sommet,  toujours  constructible 
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par  hypothèse,  reste  en  dehors  de  la  conique  donnée  (C),  il 
faut  nécessairement  que  la  courbe  qu’il  décrit  soit  tangente  .à 
la  fois  aux  points  T et  T'  de  cette  conique. 

Singulière  indétermination. — H est  bien  évident  par  le 
raisonnement  ci-dessus,  que  ceci  est  indépendant  du  nombre 
des  pôles  a,  a',...,  donnés,  pourvu  qu'il  soit  pair.  La  courbe  (a) 
ayant  donc,  en  général,  deux  points  de  contact  avec  la  co- 
nique (C),  il  s’ensuit  qu’elle  est,  à l’égard  de  cette  conique, 
comme  si  elle  avait  quatre  points  en  commun  avec  elle.  Donc 
aussi  deux  sections  coniques  qui  ont  cinq  points  communs 
étant  identiques  ( II' Cah.,  p.  i38),  les  courbes  (*)  et  (L)  ne 
sauraient  avoir  en  commun  un  point  différent  de  T et  T',  sans 
se  confondre,  en  sorte  que,  s’il  est  possible  d'inscrire  à la  co- 
nique (C),  un  quadrilatère,  ou  plus  généralement,  un  poly- 
gone quelconque  d’un  nombre  pair  de  sommets,  dont  les  côtés 
passent  respectivement  par  les  pôles  donnés  a,  a' , etc,,  il  y en 
aura  par  là  même,  une  infinité  d’analogues.  Ainsi  notamment, 
tout  quadrilatère  dont  les  côtés  prolongés  passent  par  les  inter- 
sections d’une  droite  et  d’un  quadrilatère  déjà  inscrit  à une 
conique  donnée,  s’il  a trois  de  ses  sommets  sur  cette  courbe, 
y aura  nécessairement  aussi  le  quatrième. 

Maintenant,  que  aa"  vienne  à ne  plus  rencontrer  la  coni- 
que (C),  la  courbe  des  a ne  la  touchera  plus,  ni  même  n’aura 
aucun  point  en  commun  avec  elle.  Néanmoins  l’équation  de 
cette  courbe  reste  toujours  la  même,  et  par  conséquent,  si 
dans  le  cas  dont  il  s’agit,  elle  ne  touche  pas  la  courbe  donnée, 
ce  n’est  pas  d’une  impossibilité  absolue  que  cela  provient,  au- 
quel cas  la  propriété  n’existerait  ni  dans  une  hypothèse  ni  dans 
l’autre,  mais  seulement  d’une  impossibilité  relative  ou  ô’ima- 
ginarilé.  La  courbe  (a)  des  sommets  d’angles  circonscrits,  doit 
donc  être  considérée  dans  tous  les  cas,  c’est-à-dire  soit  que  aa" 
rencontre  ou  ne  rencontre  pas  la  conique  (C),  comme  si  elle 
avait  deux  points  de  contact  avec  elle,  ou,  si  l’on  veut,  comme 
si  ces  deux  courbes  avaient  quatre  points  quelconques  en  com-  » 

mun;  il  n’est  donc  pas  étonnant  qu’on  ait  trouve,  dans  ce  der- 
nier cas  comme  dans  le  premier,  que  si  l’on  assujettissait  ces 
courbes  à en  avoir  un  nouveau  en  commun,  elles  se  confon- 
draient rigoureusement  dans  toutes  leurs  parties. 
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Nouvelles  réjlexions  sur  la  vérité  des  principes  établis 
nu  commencenienl  du  précédent  Cahier. 

La  proposition  ci-dessus,  considérée  d’abord  comme  une 
conséquence  de  nos  principes  pénéraiix,  se  trouve  ainsi  établie 
presque  ftéométriquement  par  les  discussions  précédentes;  ce 
qui  confirme  ces  principes  et  montre  en  même  temps  com- 
ment ils  doivent  être  applicpiés  dans  chaipie  cas.  On  peut  aussi 
tirer  de  là  cette  conséquence,  sur  bupiclle  je  n'ai  pas  jusqu'ici 
assez  insisté  peut-être  ; 

i<  Bien  (|ue  la  projection  centrale  d’un  certain  système  géo- 
» métri(|ue  puisse  devenir  transitoirement  irréalisable,  incon- 
» structible,  les  propriétés  générales  de  position  dont  elle  jouit 
» quand  elle  est  graphiquement  possible,  sont,  par  là  même, 
» des  propriétés  générales  du  prenuer  système,  les(]uelles 
» pourront  bien  devenir,  à leur  tour,  d’une  impossibilité  rela- 
» live  pour  des  disjiositions  jtarticulières  des  données  de  la 
B figure,  mais  jamais  d’une  absurdité,  d’une  incompatibilité 
B absolues,  b 

« 

Kn  conséquence,  si,  par  le  moyen  de  celte  projection,  on  a 
pu  découvrir  une  relation,  une  propriété  nouvelle,  assujettie 
ou  non  assujettie  à des  restrictions  analogues  , c’est-à-dire  à 
des  impossibilités  purement  relatives,  on  ne  devra  pas  consi- 
dérer cette  propriété  comme  l'aussc  ou  d’une  impossibilité  ab- 
solue, à moins  d’une  preuve  certaine  que  l’on  pourra  toujours 
se  procurer  par  l’examen  direct  et  atlenlil'  de  quelque  circon- 
stance particulière  ressortant  de  la  figure. 

Malgré  cette  limitation,  je  le  répète,  les  principes  exposés 
au  commencement  du  Cab.  111,  n’en  sont  pas  moins  d’une  vé- 
rité malhémali(iue ; car  il  n’est  (pieslion  dans  cet  exposé  de 
principes,  (]ue  de  propriéléts  générales  relatives  à la  disposition 
ou  situation  réciiu'oipie  des  parties,  comme  celles  d’un  point 
décrivant  une  ligne  droite  ou  courbe,  d’une  ligne  du  deuxième 
degré  donnée  et  toute  tracée,  des  propriétés  descriptives  du 
système  de  plusieurs  lignes  droites  ou  courbes  qui  passeraient 
par  un  même  point,  etc. 

Dans  les  théorèmes  ou  problèmes  ci-dessus,  où  il  s’agit  de 
relations  de  contact  et  d’intersection  de  courbes  (|ui  tiennent 
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il  dps  condilions  île  fjraiidiMirs,  non  exiiliciies  on  exprimées  il 
csl  vrai,  mais  purement  implicites,  les  choses  se  passent  d’une 
manière  un  peu  différente;  car  les  équations  correspondantes 
restant  toujours  de  même  forme,  on  peut  bien  alors  tomber 
sur  des  propriétés,  des  relations  graphiques  qui  cessent  d'èire 
possibles  ou  deviennent  imaginaires  dans  de  certains  cas,  tandis 
que,  considérées  d’une  manière  générale  et  analytique,  elles 
ne  cessent  jamais  d’exister. 

Les  seuls  cas  donc,  auxquels  les  principes  de  projection 
dont  il  a été  parlé  ne  soient  pas  applicables,  sont  ceux  oii  il  est 
question  de  propriétés  relatives  à des  conditions  de  grandeurs 
explicites  ou  déterminées.  Par  exemple,  si  l’on  proposait  les 
questions  suivantes,  il  ne  serait  pas  possible  de  leur  appliquer 
ilirectcment  ces  principes  : « (Juelle  est  la  courbe  que  par- 
B courrait  le  sommet  d’un  angle  de  grandeur  invariable  et 
1)  dont  les  côtés  seraient  constamment  tangents  à une  courbe 
» du  deuxième  degré?  Quelle  est  la  courbe  dont  tous  les  jioints 
» sont  à égale  distance  de  deux  courbes  données  du  deuxième 
B degré  ? Etc.  « 

11  en  est  de  même  de  toutes  les  propriétés  di's  courbes  du 
deuxième  degré  relatives  à la  grandeur  des  paramètres;  iiuant 
à leurs  propriétés  concernant  la  ilirection  indélinie  de  certaines 
lignes,  ou  la  disposition  générale  des  parties  de  la  ligure,  nos 
piincipcs  pourront  s’y  appliquer  sans  bésitatiun  et  sans  re- 
courir aux  démonstrations  algébriipies. 

Je  me  suis  étendu  très  au  long,  dans  ce  qui  précède,  sur 
les  propriétés  dont  jouissent  les  polygones  inscrits  aux  cour- 
bes du  deuxième  degré,  et  dont  les  côtés,  en  nombre  pair, 
passent  par  des  points  quclcom|ues  donnés  en  ligne  droite^ 
mais  le  sujet,  ce  me  semble,  en  valait  bien  la  peine. 

On  a dû  s’apercevoir  d’ailleurs  que  les  conséquences  tirées 
des  Propositions  du  n"  Il  (HP  Cab.),  notamment  aux  p.  i3o, 
i3i  et  i32,  ne  sont  que  des  cas  jiarticuliers  de  celles  dont  il 
s’agit  ici.  ü’un  autre  côté,  toutes  les  propriétés  démontrées  en 
dernier  lieu  ont  été  déduites,  comme  on  l’a  vu,  pour  ainsi 
dire  de  la  seule  analyse  ; mais  il  n’est  pas  dilticile  de  les  établir 
directement  par  les  princiiies  de  la  simple  géométrie,  et  nous 
allons  le  faire  sans  nous  attacher  à en  développer  toutes  les 
conséquences. 
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EXPOSe  PI1RE»E!ST  GËOMÊTRIQl  E DES  PROPOSITIONS  RELATniiS  Al’X 
POLYGONES,  d’ordre  PAIR  OU  IMPAIR,  INSCRITS  ET  CIRCONSCRITS 
A UNE  MÊME  CONigCE. 

Démonstration  fondi^e  sur  les  propriétés  anf^nlaires  du  cercle  ; 
le  nombre  des  côtés  ou  des  pôles  étant  quelconque. 

Soient  une  courbe  quelconque  du  second  degré  et  un  nom- 
bre quelconque  de  pôles  situés  en  ligne  droite  sur  son  plan  ; 
supposons  que  l'on  inscrive  à celte  courbe,  un  polygone  dont 
les  côtés  passent  respectivement  par  les  pôles  donnés,  excepté 
le  dernier  côté  demeuré  libre;  soient  menées  aux  extrémités 
de  ce  dernier  côté,  deux  tangentes  .i  la  courbe,  elles  viendront 
se  couper  en  un  point  que  j'appelle  a;  imaginons  maintenant 
que  l’on  vienne  à déformer  ce  polygone  d’une  manière  conti- 
nue, en  rassujellissanl  aux  mêmes  conditions,  quelle  sera  la 
courbe  parcourue  par  le  .sommet  a? 

Projetons  la  figure  sur  un  nouveau  plan  de  manière  que  la 
conique  y devienne  un  cercle,  et  que  la  droite  des  pôles  y 
soit  située  à l'infini;  dans  celle  nouvelle  figure,  les  côtés  du 
polygone  inscrit  auront  respectivement  des  directions  paral- 
lèles à des  droites  données,  à l’exception  du  dernier  côté  qui 
restera  libre.  Soient  [fig.  loi)  celle  projection  c\.  x' x" x“ x,x, 
un  polygone  quelconque  inscrit  dans  le  cercle  (C')  projection  de 


Fie.  ■»'. 


la  conique  et  dont  les  côtés  ont  respectivement  des  directions 
parallèles  à des  droites  données,  à l’exception  du  côié.r'x,  de- 
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inour(‘  libro;  iinuf^inons  que  l'un  cii'cunscrive  au  cercle  ((!') 
un  polvgone  d'un  égal  nombre  de  côtés,  et  tel  que 

chacun  d’eux  loucbo  le  cercle  respeciivemetu  à l’un  des  soni- 
inels  du  puljgone  inscrit;  il  est  évident  (pie,  i|uand  on  dé- 
l'orrnera  ce  dernier  polvgone  en  l’assujettissant  toujours  à la 

condition  ci-dessus,  b>s  soniinets  ni,  n,  lu  polygone 

circonscrit,  parcourront  séparément,  les  diamètres  ('/ni,  Ç,' n, 

C P à l’exception  du  dernier  sommet  a',  qui  décrira  uile 

ligne  dont  il  s’agit  de  rechercher  la  nature. 

Pour  y paiAenir,  joignons  le  sommet  a' avec  le  centre  C',  par 
une  droite  C'a';  appelons  x,  a,  h,  c,  etc.,  les  angles  successifs 
que  les  côtés  a'w,  mil,  — , forment  avec  les  diamètres  C'a', 

C'm,  iV n \ppelons,  de  plus,  X,  B,  (i, ....  Y les  angles 

au  centre,  interceptés  entre  les  diamètres  consécutifs  ; les 
angles  X et  V seuls  sont  inconnus,  tous  les  autres  sont  donnés 
ou  déterminés  de  grandeur, 

Cas  lies  polyfioiii's  d'orilre  impair.  — Je  vais  d'abord  sup- 
|)Oser  que  le  nombre  des  côtés  du  polygone  soit  impair,  comnte 
c’est  le  cas  particulier  de  la  ligure,  et  je  représenterai  ce  nom- 
bre par  l’expression  2«i  -t-  i . 

Cela  posé,  la  somme  des  angles  intérieurs  d’un  polygone 
étant  égale  à autant  de  fois  deux  droits  qu’il  a de  côtés  moins 
deux,  celle  des  angles  a',  m,  etc.,  du  polygone  circonscrit  au 
ceicle  (C'),  sent  •>.oo"(2w  — i);  on  aura  donc 

aX  2 0 -H  2 Ô -(-  2C-(-  9.  rf-f-  . . . = 200" { 2 /n  — I ), 
ou,  en  divisant  par 

X -f-  O -f-  /»  -I-  r'  -i-  r/  -1-  . . . = 1 oo"  ( 2 /n  — i ) ; 

le  nombre  des  angles  x,  a,  b,  c,  étant  évidemment  égal 

a 2 «I  -h  I . 

On  aura,  de  plus,  les  relations  suivantes  : 

a -+-  b = 200" — A,  c + d 200" — t^,  etc. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ci-dessus,  et  observant 
que  le  nombre  en  es'l  égal  encore  à la  moitié  de  celui  des  an- 

I.  I î 
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{îles  a,  h,  <■,  c’esi-à-(lire  é{;al  à ^ !■  = »(,  on 


a II  ru 


ou  bien 


X 7.00" /«  — — C — . . . = ioo"(2  m — ^), 


<]elle  l'qiialion  prouve  évidenunenl  que  l'angle  7.x  ou  en  a'  est 
constant.  Donc  « la  ligne  décrite  par  le  sommet  mobile  a', 
J)  du  polygone  circonscrit  est  un  second  cercle  quand 

» le  nombre  des  côtés  de  ce  polygone  est  impair.  » 


Polygones  d’ordre  pair.  — Supposons  ce  nombre  pair,  et 
représenté  par  •2. ni,  la  somme  des  angles  du  polygone  circon- 
scrit sera  alors  égale  à 7O0°(7. »i  — 2)  ; donc  on  aura  l'équation 
de  condition  suivante  : 

2x-t-2rt-f-2A-|-7.c-(-2i/-(-...  = 200"  [2m  — 7.), 


ou,  en  divisant  encore  par  2, 

x-t-rt-t-ô-t-c-i- = 200”  (/M  — i). 

Le  nombre  des  angles  x,  a,  b,  etc.,  sera  dans  ce  cas,  égala  2 ni. 
On  a,  de  plus,  les  relations  particulières  : 

.r-l-a  = 2oo" — X,  6-f-c=2oo“ — B,  d-y-e=7.oo° — D,  etc. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  et  obser- 
vant que  leur  nombre  est  ni,  il  viendra 

200“  X«i  — X — B — D — ...  = 200“  (i«  — 1), 

c'est-à-dire, 

X = 200" — B — D — ...  ; 


d'où  l'on  voit  que,  quand  le  nombre  des  côtés  du  polygone 
circonscrit  est  pair,  l’angle  X est  constant,  et  que  par  consé- 
quent, le  point  a'  décrit  une  ligne  droite  C'a',  qui  passe  par  le 
centre  même  du  cercle  (C'). 

Remarque. — Les  propositions  précédentes  sont,  comme  on 
s’en  aperçoit  aisément,  les  mêmes  qui  ont  été  démontrées  ci- 
dessus  ( 11“  11),  par  l’analyse  algébrique,  et  il  ne  serait  pas  difli- 
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rile  d'en  tirer,  ù posteriori,  de  pareilles  conséquences  ( * );  mais 
il  vaudra  mieux  appliquer  le  même  genre  de  considérations 
géométriques  à la  démonstration  directe  de  quelques  proposi- 
tions simples  d’une  autre  espèce. 

Examen  de  quelques  cas  particuliers  afférents  aux  premiers 
théorèmes  du  III’  ('ah.  (n“  II  . 

Pentagones  circonscrits  aux  sections  coniques.  — Soit  le 
pentagone  mnpqoé  circonscrit  au  cercle  (C),  dans  les  condi- 
tions de  la  fig.  loi,  on  trouvera,  d’après  ce  (|ui  précède,  que 
l’angle  X,  pour  ce  cas  particulier,  est  égal  à 

A — I oo", 


(■)  Ces  diverses  propositions  sur  les  polygones  d’ordre  pair  et  impair, 
inscrits  on  circonscrits  aux  sections  coniques,  se  retrouvent  démonlrées,^ 
ainsi  que  beaucoup  d’autres,  par  la  voie  géométrique,  dans  le  Chap.  Il, 
Scct,  IV,  do  mon  Truité  des  Propriétés  projcctires  des  Jigurcs  (iSajt  j. 
Elles  ont,  depuis  quelques  années  seulement,  attiré  l'attention  de  plu- 
sieurs éminents  géomètres  étrangers  ; MM.  Mœbius  et  (îtipel  [Journal  de 
Crette,  1848),  sir  William  Hamilton  [Ixvtuns  on  quaterninns,  i853), 
Rev.  George  Salinon  (Treatisc  on  conic  sections,  i855,  p.  ^82). 

M.  Mœbius,  par  des  considérations  relatives  à 1a  projection  des  coni- 
ques suivant  des  cercles,  considérations  empruntées  à M.  Gergonne  (t.  IV 
des  Annules  de  Mathémutiipies)  et  fort  analogues  à colles  ci-dessus 
de  i8i3,  M.  Mœbius,  s'est  exclusivement  occupé  des  polygones  A'ontre 
/Htir,  comme  offrant  une  généralisation  du  célèbre  théorème  de  Pascal  sur 
Vhexugone  inscrit  aux  coniques.  Peul-élre,  ce  savant  professeur  aurait-il 
pu  aile»  plus  loin  encore,  en  s'appuyant  franchement  sur  les  principes  de 
l'ouvrage  cité  de  1822,  qu'il  semble  méconnaître  ou  ignorer;  ce  qu'on  ne 
saurait  reprocher  aux  autres  géomètres  d'abord  dénommés. 

M.  Giipel  notamment,  mort  trop  jeune  pour  1a  science  qu'il  cultivait 
avec  succès,  3f.  GojmîI,  dans  son  .Mémoire  sur  lu  projeetirité  des  sections 
runiques,  daté  de  i844,  s’est  occujté,  à la  fois,  des  polygones  d’ordre 
pair  et  de  ceux  d’ordre  impair,  dont,  avec  raison,  il  étend  et  rattache 
ingénieusement  les  curieuses  propriétés  à la  doctrine  du  double  contact, 
réel  ou  iniuginuire,  des  coniques;  doctrine  qui,  si  je  ne  me  trompe,  acté, 
pour  1a  première  fois,  publiée  par  moi  en  1822. 

Sir  Hamilton,  correspondant  de  notre  Académie  des  Sciences,  dans  deux 
.‘tp/H'ndices  à S.CS  Ixrturc.s  on  quuternions  (pages  700  à "3o),  .4ppen- 
dices  extraits  des  Mémoires  de  l’Académie  de  Dublin,  et  portant  la  dato 
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Si  ilonc,  on  ;ili:tisse,  du  conlre  ('/  sur  le  côlé  a'/»,  une  per- 
peiuliciilaire  C'a:'  (|ui  passerii  iiéoessaireinenl  par  le  point  île 
eoiitafl  .r',  il  csi  clair  que  l’angle  x'C'a'  qu’elle  l'ail  avec  la 
droite  variable  iVa'  sera  constant  et  égal  à 100“ — A — t;,  quelle 
que  soit  la  position  du  sommet  a'  sur  la  circonférence  qu'il 
parcourt.  Supposons,  en  particulier,  que  les  diamètres  C'm  et 
('.'(/  soient  le  prolongement  l’un  de  l’autre,  on  aura  alors 

A -(-  Il  -t-  (]  = 700", 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

7.00" — V — C =:  II. 


du  1 1 mai  i85o,  applique,  avec  beaucoup  de  succès  encore,  la  méthode 
lies  r/iiiiti  rnio/t.s,  communiquée  à cette  Académie  dés  i8.i3,  à la  démons- 
tration de  théorémi'S  sur  les  /mlygn/irs  gaurhrs  inscrits  n tu  sphrre,  et, 
par  une  extension  justifiée  dans  le  Supplément  du  Traite  des  Pm/jrietés 
/imjcrtices,  à la  surface  de  l'ellipsoïde,  etc.;  les  côtés  du  polygone,  en 
nombre  pair  ou  impair,  étant  assnijettis  à passer  par  certains  points  on 
pôles  fixes  donnés  sur  un  plan.  Ces  théorèmes  ont  une  analogie  évidente 
avec  ceux  des  n™  547  à 5Gi  de  ce  Traité,  dont  ils  sont  la  simple  exten- 
sion au  cas  do  l’espace,  comme  le  remarque  lui-méme  M.  Ilamilton,  qui 
ne  connaissait  d’ailleurs  mes  propres  recherches  que  par  les  citations  de 
rexcellenl  Traité  des  sections  cnnit/ncs  du  Rev.  1)'  Salmon,  postérieur  au 
mien  de  plus  de  trente  années. 

.A  l’égard  de  ce  dernier  et  savant  ouvrage,  la  publication  de  i85,â 
jouit,  en  France  comme  en  Angleterre,  d'une  juste  célébrité,  et  n'a  |>as 
peu  contribué  i relever  les  méthodes  de  démonstration  cl  do  recherches 
géomélriijnes  du  Traité  îles  Propriétés  projcctices , de  l’espèce  de  discréilit 
où  elles  étaient  tombées  depuis  par  suite  de  fôcheu.ses  discussions 
de  priorité  et  de  préventions  aussi  peu  justifiées  que  mal  déguLsées.  Néan- 
moins, on  doit  regretter  ipie,  dans  le  n“  3"Î8  tle  son  remarquable  Traité 
élémentaire,  M.  Salmon  n’ait  fioinl  accordé  plus  d’attention  à l'importante 
et  délicate  théorie  de  l'inscription  des  polygones  aux  coniques,  théorie 
que,  à l’exemple  de  M.  Townsend,  il  rattache  à la  considération,  plutôt 
synthétique  qu'analytique,  bien  que  symbnliipic  et  abréviative,  des  fais- 
ceaux projectifs  de  droites  convergentes,  dont  M.  üBpel  s’était  également 
servi  dans  son  .Mémoire  allemand,  de  1848.  Peut-être  même,  serait-on  en 
droit  de  lui  reprocher,  comme  à tant  d'autres,  de  n’avoir  pas  toujours 
tenu  un  compte  suffisamment  exact  de  la  dilïérence,  à mon  sens  capitale, 
entre  découvrir  et  démontrer.  — Sir  Ilamilton  me  parait  avoir  mieux  saisi 
l’esprit  et  la  portée  de  la  <piestion  dont  il  s’agit. 
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Donr,  dans  oc  cas,  l'angle  consiani  x'i'.'x'  mi  luo" — A — C 
esl  égal  à l'angle  U ; il'oii  l’on  voit  que  si  le  snininci  a.'  si*  min\c 
silué  sur  le  prolongeinenl  du  dianièlrc  cy»,  il  faudra  néoessai- 
reinenl  que  la  droite  C x'  soit  le  prolongeinenl  île  l'autre  dia- 
mètre (!'/>.  Ainsi, ,//;>■.  102,  « [C]  étanl  un  ccn  le  el  niiipiia'  un 


Fif;.  102. 


a’ 


» pentagone  oiroonserit  à ce  cercle,  tel  i|ue  deux  de  ses  diago- 
» nales  inq  el  11  a',  iiarlanl  des  extrémités  m el  d'un  même 
» côté  ma',  viennent  se  couper  :ni  centre  (7  de  ce  cercle,  la 
11  droite  px',  qui  joint  le  jioint  de  contact  x’  de  ce  côté  avec 
Il  le  sommet  opposé,  passe  aussi  par  le  centre  (7.  » 

Ile  là  on  déduit  ce  lliéorèmc  (dus  général  ; 

« Soicnl  {fif;.  iü3),  une  ligne  quelconque  du  second  degré 
>.  cl  MM’Qa  un  penlagone,  aussi  quelcon(|uc,  circonscrit  à 


Fij».  lo'J. 


» celle  courbe,  les  deux  diagonales  Mlj,  N»,  et  la  ligne  droite 
» l’a'  qui  joint  le  point  de  contact  a'  avec  le  somiuel  I’,  pas- 
)i  sent  louies  trois  par  un  meme  point  E. 
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En  effet,  celle  dernière  ligure  peut  être  considén’e  comme 
avant  j)our  projection  la  première  (Princ.  IV).  Mais  ii  y a [)Ius  : 

M Si  l’on  imagine  que  les  droites  N a et  MQ  soient  fixes,  et 
» que  l’on  fasse  varier  le  pentagone  de  manière  (jue  ses  quatre 
» sommets  N,  M,  » et  Q les  parcourent  respectivement,  le  cin- 
)>  qnième  sommet  P décrira  une  ligne  du  deuxième  degré,  et 
» la  droite  Vx'  qui  joint  ce  sommet  au  point  x'  de  contact  du 
» côté  opposé,  passera  dans  toutes  ses  positions,  par  le  point 
1)  fixe  » 

Ces  propriétés  des  pentagones  circonscrits  rappellent  celles 
exposées  sous  le  n"  /'///,  au  IIP  Cahier. 

Pe/itii{fonfs  inscrits;  conscifucnccs.  — Considérons  mainte- 
nant le  pentagone  x' x" x"^ x^x,  inscrit  à la  même  conique,  et 
dont  les  sommets  soient  les  points  de  contact  des  côtés  du 
polygone  circonscrit;  il  est  clair  (|ue,  si  i’on  fait  varier  ce  poly- 
gone dans  les  conditions  ci-dessus,  les  deux  points  a,  a',  obte- 
nus comme  l’indique  la  figure,  resteront  fixes  pendant  ce  mou- 
vement. Je  dis,  de  plus,  qu'ils  appartiennent  a une  ligne  droite 
na',  qui  sera  parcourue  généralement  par  le  point  de  con- 
cours a",  du  cimiuième  côté  x-,x“'  et  de  son  opposé  Ma,  dans 
le  polygone  circonscrit. 

Supposons,  en  effet,  pour  un  instant,  que  les  trois  droites 
N a,  MQ  et  Vx'  restent  fixes  : ii  est  évident  que  si  l’on  fait  varier 
le  point  P sur  la  droite  indéfinie  P.r',  toutes  les  cordes  x^x” 
passeront  par  un  même  point  n",  en  sorte  que  si  l’on  suppose 
alternativement  le  point  P dans  la  position  où  il  se  trouve  sur 
la  figure,  puis  dans  la  position  de  x',  la  corde  x'”x,  et  la  tan- 
gente x'a  viendront  se  couper  en  n";  il  en  est  ainsi  également 
des  cordes  x"x"’  et  x'x,  conjuguées  aux  points  N et  a mobiles 
sur  la  droite  Na,  elles  viendront  se  couper  en  un  point  fixe  a; 
enfin  pareille  chose  a lieu  pour  les  deux  cordes  x'x"  et  x,xs 
qui  viennent  se  couper  en  a. 

D’après  cela,  les  points  a",  a',  n peuvent  s’obtenir  en  me- 
nant, aux  extrémités  respectives  des  cordes  interceptées  par 
N'a,  MQ  et  Px’,  (les  tangentes  à la  conique  donnée  (C).  Or, 
piiis(|u'il  est  démontré  que  ces  cordes-diagonales  se  coupent 
au  point  uiti(|iie  (',  il  s'ensuit  néce.ssairemcnl  (|iie  les  points 
de  concours  a,  n'  et  a"  sont  situés  sur  une  même  ligne  droite 
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««".  Donc,  si  l’on  iléforme  le  pentagone  MNPQa  coininc  cela 
>icnl  d’t'.tre  dit,  les  points  n et  a'  ne  varieront  pas,  mais  le 
point  a"  changeant  de  place,  parcourra,  dans  toutes  ses  posi- 
tions, cette  droite  aa",  conjuguée  au  point  fixe  C. 

('ette  dernière  propriété  est  évidemment  encore^  l’extension 
de  celle  exposée  à l'rtr/.  FUI  du  III'  Cahier.  Ainsi  les  consi- 
dérations de  cet  article  comme  celles  de  Yart,  II,  ne  sont  que 
des  conséquences  très-particulières  des  recherches  analyti- 
ques dont  on  s’est  occupé  à la  fin  du  III'  Cahier  ou  au  com- 
mencement de  celui-ci.  Allons  plus  loin  et  faisons  voir  que 
la  même  chose  a lieu  pour  les  Propos.  et  VI  des  endroits 
cités,  qui  en  sont  des  conséquences  plus  immédiates  encore. 

Hexagones  circonscrits  aux  coniques.  — Soit  d'abord 
mnpqra!  [Jig.  io4)  un  hexagone  quelconque  circonscrit  à la 
circonférence  du  cercle  (C');  nous  avons  vu  que,  si  l’on  assu- 
jettissait tous  ses  sommets,  à l'exception  du  dernier  a',  à par- 


Fig-  104. 


courir  des  droites  diamétrales  de  directions  arbitraires,  ce 
sommet  ot'  parcourrait  aussi  une  dernière  diamétrale  C'a',  et 
que  l’angle  mY.'a'  que  cette  diamétrale  fait  avec  la  première 
Y,' ni,  serait  égal  a 200" — B — D,  c’est-à-dire  (|u’ün  aurait 

\ = 200"  — B — n. 

Supposons,  en  jKirticulier,  que  les  diamétrales  fixes  mYf  ei 
(^7,  «C' et  C.'c  soient  des  prolongements  respectifs  les  unes 
des  autres,  on  aura  évidemment 

A i B t (:=2oo".  B -t  (4 -!  I)  = 200", 
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«Ml,  «'c  «lui  revieni  :ui  iik'iih». 

V=  II,  200” — H — l)=tC; 

flonr  iiussi  l’on  a \ = C;  ce  i|ui  fait  voir  (|ue  (l'm  élaiil  It;  pro- 
longcmenl  de  </«/,  <;'a'  esl  n«’cessüiretnenl  le  prolongement 
de  /J  17,  et  «pie  par  « onsi'quenl,  dans  ce  cas,  le  sommet  a'  par- 
«■oiirra  la  direction  de  cette  dernière  diamtHrale. 

Sorenl  maintenant  (^g’.  io5),  une  courbe  «|uelconque  du 
ileuvième  degr«’  et  un  hexagone,  aussi  quelconque,  ninpqra. 
circonscrit  à*cetle  courbe;  on  pourra  supposer  que  la  figure 
soit  la  projection  de  la  précédente.  Donc  si  le  point  (1  repré- 
sente l’intersection  des  deux  diagonales  niq  et  nr,  parlant  des 
sommets  opposés  ni  cl  q,  n et  r et  de  l'hexagone,  «pie  l'on 
ilél'orme  ce  polvgone  en  assujettissant  ses  sommets  à pai-courir 

l i)».  io.>. 


les  directions  mq,  nrH  pC,  excepté  le  dernier  sommet  a qui 
restera  libre,  ce  sommet  parcourra  dans  le  mouvement  g«i- 
néral,  une  dernière  ligne  droite  C*  qui  sera  le  prolongement 
inéiue  «le  pC.  Donc,  en  particulier, 

Niins  lin  hexagone  quelconque  ninpqra  circonscrit  li  une 
courbe  du  second  degré,  les  trois  diagonales  qui  joignent  les 
sommets  opposés,  se  coupent  en  un  même  point  C,  (ibéorèine 
de  Ilriaucbon). 

Hexagones  inscrits;  conséquences.  — Soit  l'hexagone 
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x' x" x" XiTtX,  ayaiii  |i(uir  sommots  respeclilïj  li’s  poiiils  de 
conlacl  des  eûtes  de  l'Iiexagone  oireonscril  ninj>qrx,,ses  côtés 
opposés  se  coupent  nécessairement  en  trois  points  situes 
en  ligne  droite.  Fin  effet,  les  prolongements  des  deux  côtes 
opposés  x''x”  et  XiXi,  viendront  s(‘  croiser  en  un  point  n, 
qu’on  pourra  obtenir  aussi  en  menant,  aux  intersections  de  la 
diagonale  nr  avec  la  conique,  deux  tangentes  a cette  courbe. 
Pareillement,  le  point  a'  où  se  rencontrent  les  deux  côtes  op-  , 
posés  x" x'  et  XiXt  sera  le  même  que  l’on  obtiendrait  en  me- 
nant deux  tangentes  aux  points  oii  la  diagonale  niq  rencontre  la 
conique.  Enlin,  il  en  est  ainsi  encore  du  point  a"  où  se  coupent 
les  côtés  opposés  x'  x,  et  de  l’hexagone  inscrit. 

Donc,  puisque  les  trois  diagonales  niq,  nr  et  />*  de  1 hexa- 
gone circonscrit  se  croisent  en  un  même  point  (i,  les  cordes  de 
contact  ou  côtés  opposés,  sufTisainment  prolonges,  de  1 hexa- 
gone inscrit,  concourent  deux  à deux  et  respectivement,  aux 
trois  points  a,  a'  et  a",  situés  sur  une  même  ligne  droite  (théo- 
rème de  Pascal). 

De  là  celte  conséquence  : Soit  x'x”...x\x,  «o6),  un 

hexagone  quelconque  inscrit  à une  courbe  du  deuxième  de- 
gré (G);  d’après  ce  qui  vient  d’être  démontré,  les  trois  points 
rt,  fl',  fl,  où  se  coupent  deux  à deux  ses  côtés  opposés,  sont 
rangés  sur  une  même  ligne  droite  an,;  donc,  si  l’on  imagine 


a * 

que  l'on  déforme  arbitrairement  cet  hexagone  en  assujettissant 
toujours  scs  côtés  opposés  à passer  par  les  trois  points  n,  fl' 
et  fli,  et  admettant,  de  plus,  (lUC  cinq  de  ses  sommets  .r", 
x'",  x„  x„  x„  choisis  à volonté,  restent  constamment  sur  la 
courbe  (G),  le  sixième,  x',  parcourra  dans  ses  différentes  po- 
sitions, celle  courbe  (‘Ile-même.  G’est  une  consé(iucnce  évi- 


Fig.  to6. 
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<lenle  aussi  du  théorème  général  établi  pour  un  polygone  d’un 
nombre  quelconque  pair  de  côtés  passant  respectivement  par 
autant  de  points  situés  en  ligne  droite. 

Os  dernières  propositions  n’ont  point  encore  été  énoncées, 
je  crois,  mais  les  deux  précédentes  ne  sont  autres  que  celles 
et  /^du  III*  Cahier;  d’où  l’on  voit  généralement,  que  toutes 
les  propriétés  démontrées  au  commencement  de  ce  même 
Cahier  ne  sont,  au  fond,  que  des  corollaires  ou  cas  particuliers 
de  la  proposition  générale  établie  à l’art.  Il  de  celui-ci. 


IV. 

RECUERCHES  ANALVTIQl'ES  StR  LE  LIEU  l)U  SOMMET  LIBRE  d’uN  POLY- 
GOXE  PLAX,  DONT  LES  AUTRES  SOMMETS  DfiCRIVENT  UNE  CONIQUE 
DONNEE  ET  LES  DIVERS  COTÉS  PIVOTENT  SUR  AUTANT  DE  POLES  OU 
POINTS  FIXES  QUELCONQUES  ( * ). 


Soit  mx' x" [fis-  'O;  ),  un  polygone  dont  tous  les  sommets, 

à l’exception  du  dernier  *,  sont  situés  sur  une  ligne  (pielcon- 


Kig.  107 


-f 


, ' 0'» 


\ / 


que  (C)  du  second  degré,  et  dont  les  côtés  passent  respective- 
ment par  des  points  donnés  a,  a',  etc.  ; quelle  sera  la  courbe 
I 

(*)  Il  ne  faut  pas  confondre  ces  reclierclies  analytiques  avec  celles  qui 
nous  ont  précédemment  occupes,  et  dans  lesquelles  il  s’agis.«ail,  en  réalité, 
de  polygones  circonscrits  dont  les  divers  sommets,  moins  un,  étaient  as- 
treints à parcourir  des  directrices  droites  ou  fxilairrs  fixes;  le  lieu  du 
sommet  libre,  conjugué  au  dernier  côté  du  polygone  inscrit,  etc,,  ne 
s'élevant  pas  au  delà  du  second  degré.  Ici,  au  contraire,  le  lieu  du  sommet 
libre  appartient  à un  degré  supérieur,  sauf  dans  le  ras  particulier  où  les 
|mMos  donnés  sont  en  ligne  droite  et  les  directrices  polaires  convergent 
en  un  même  (s)int,  comme  le  suppose  le  tliéor,  IX,  sert.  II  du  (’ab.  III 
up.  i jo),  dont  la  démonsiralion  analytique,  fort  simple,  a été  primitivo- 
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(lécrile  par  le  sommei  libre  a,  i|unnd,  en  déformant  le  poly- 
gone, on  assujettira  ses  autres  sommets  et  ses  divers  côtés  à 
remplir  les  conditions  précédentes? 

Supposons  que  l’on  projette  la  figure  sur  un  nouveau  plan, 
de  manière  que  la  conique  directrice  des  sommets  se  réduise 
à un  cercle  (C),  /f’g.  108,  et  que  les  côtés  extrêmes  a.x' , xx" 
ou  ax"  soient,  dans  toutes  leurs  positions,  respectivement  pa- 
rallèles à deux  droites  ou  axes  fixes,  ce  qui  revient  à choisir 
le  plan  de  projection  de  manière  que  les  pôles  a et  a', 
i/if'.  107),  soient  situés  à une  distance  infinie  (Princ.  IV). 

Fi,;.  108. 


Alors,  en  nommant  ni  et  — ni  les  tangentes  trigonométriipics 
des  angles,  censés  é^anx  el  de  sens  conlrnires,  que  les  direc- 
tions de  ces  droites  forment,  de  part  et  d'autre,  avec  celle  de 
l’axe  (^x  des  abscisses,  dont  la  direction  se  trouve  ainsi  dé- 
terminée, fixée  à priori  ; si,  de  plus,  on  donne  aux  différents 
p<)ints  les  dénominations  correspondantes  à celles  qu’indique 
la  figure,  et  que  l’on  place  l’origine  des  coordonnées  au  cen- 
tre C du  cercle,  les  équations  de  ce  cercle  et  des  côtés  ex- 


ineiil  indiquée  par  M.  Briandion,  qui  a ouvert  ainsi  un  nouveau  champ 
d'études  analytico-géomélriques. 

L’analogie  existante  entre  le  cas  actuel  el  celui  dont  il  s’agit,  conduit 
à con.servcr,  sans  changement,  les  notations  et  conventions  du  manuscrit 
relatives  aux  indices  des  lettres  qu’on  a précédemment  modifiées  en  vue  île 
faciliter  l’impression  typographique  des  plus  longues  formules.  Seulement, 
on  s’est  dispensé  ici,  pour  plus  de  facilité  encore,  de  supprimer  les  paren- 
Ihése.s  ( ) aux  indices  supérieurs  des  petites  majuscules  simples,  en  les 
laissant  aux  indices  majuscules  composés, 

,\insi  nous  avons  écrit  : n'  au  lieu  de  «»:  au  lieu  de  («'"*)’; 
au  lieu  de  («''  etc. 
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Kn  siihslituunl  l*'s  vahnirs  de  ,r"  ol  r'  dans.r"  <'l ctdUîs- 
( i i‘iisiiilc  dniis  .r‘*  el  v”,  cl  conlinuiml  de  tnêinc  les  subsiiiu- 
lioiis  successives,  on  obiiendia  finalemeni  celles  de  x'  ei  ) ' 
en  x'  el  ) qui  seront  de  la  forme, 

, _ n.r'-+-C)  ' \'-hH'.r'-^C'c' 

I)  -f-  E.r'-h  kV'  ’ •’  r>  4-  K r |-  ) ' ’ 

cl  (|u'il  faudra  subslilucr  dans  rcqnatinn  (3)  de  la  droite  a.t'; 
ce.  qui  donnera  pour  celle  cqualion,  on  réduisant  nu  même- 
dénominateur, 

\'+  H' (•/>•'—  p(l»  -)-  E.r'4-  Fr') 

- — ni  [,\  4-  C_)  ']  -(-//<  M)  4-  E.i'4-  F v'j  a. 

Ouand  les  valeurs  de  x'  et  v'  scroni  déierminces,  les  coor- 
données du  ]ioint  d’inlerseclion  a d(>s  deux  droites  a.c' ci  ax', 
le  seroni  parcillemenl.  Donc,  si  l’on  élimine  x'  el  )•'  enlre. 
l'équalion  précedenle  el  les  deux  suivanies, 

x”4- .)•'*=  r%  P — y'=in[x — x'). 

on  obiiendia  une  (‘quation  enlre  a et  qui  aura  lieu  quel  que 
soit  le  point  x' , cl  sera  par  consé(|uenl  l'écpiation  même  de  la 
courbe  cherchée. 

Ordonnant  d’abord  par  rapport  à ,r'  et  )•',  les  équations  dt's 
deux  droites  en  (lueslion,  il  vient 

((]' — S F — a//i  F 4-  r,//i  )>•'-+-  (11' — ?E  — a/;i  E ni  lt).r’ 

= ;;i  |)a  4-  D^  — ni  A — \', 

v' — nix'=  P — ;;ia. 

Tirant  de  là  les  valeurs  de  x'  et  >•',  ce  ipii  donne 

, _ F fi*  — //d  l'«*4-  ( I)  — r.'—  t’.»é|ft  4-(  "lO  t-  niC  -X-  niH'.)  X — ni  A - V 
~ — (E-j-«/F)fi  — (;;iE 4- /h*F) a4- b 4-/hH -t-(’.»/*4- wC'  ’ 

, — F'rv*4-//;*Ea’4-(/HD  r-B'4-//dl)fi4-(»/*n  — /»B'— wBla  — nr.\—m\' 

■ ’ — i;  I- /;(F)fi  — (///!•; -i-H/'F la-t- Il  4-/i(U  t'E/«'4-/«(l' 

Substituant  enfin  ces  valeurs  dans  rétiualion  x’^->r  y'‘  — r\  il 
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viendra,  pour  l’cqiiation  de  la  courbe  chenliée,  enire  les 
coordonnées  variables  a cl  fl, 

^ + 0(^4-"' x)  — (r/+C/«)(S  — /Hi)  — «;A  — A' J’ 

(f/ou  4)  t E(^’— «(V)+Ü//i(^-l-/«a)+(B'-l-«/B)  (^— ///a)— //i(;«A-(-A')]’ 

I = r’[  — (E-|-/HK)(^-f-//;z)-)-B'-l-/«(^B+C«i-(-C')]’. 

Celle  équalion  esi,  comme  on  le  voil,  du  qualrième  degré: 
d’où  l’on  esl  aulorisé  à conclure  que  la  courbe  lieu  des  som- 
mels  libres  a du  polygone,  esl  en  général,  elle-même,  du  qua- 
trième degré. 

En  combinant  celte  é(|ualion  avec  celle  »’-4-fP=r’,  du  cer- 
cle directeur  rapporté  aux  coordonnées  » et  8,  prises  pour 
variables  indépendantes,  on  obtiendrait  les  intersections  de  la 
courbe  inconnue  avec  ce  cercle;  ce  qui  |)ermellrail  de  ré- 
soudre ce  problème  : « Inscrire  à un  cercle  donné,  un  poly- 
» gone  dont  les  côtés  passent  respectivement  par  des  points 
» également  donnés.  « 

Ce  problème  a déjii  été  résolu  précédemment  (Cah.  III),  et 
nous  avons  vu  (|u’il  revenait  rinalement,  pour  le  cas  le  plus 
gtMiéral,  à trouver  les  intersections  d’uite  droite  et  d’une  sec- 
tion conique.  Donc  les  deux  points  où  la  courbe  ci-dessus 
rencontre  le  cercle  doivent  pouvoir  se  déterminer  dans  tous 
les  cas  géométriquement,  et  les  coordonnées  de  ces  points, 
par  conséquent,  dépendre  simplement  de  la  résolution  d’équa- 
tions du  deuxième  degré. 

Je  n’essayerai  pas  de  démontrer  la  chose  en  général,  au 
point  de  vue  purement  analytique;  ce  serait  d’une  longueur 
si  ce  n’csl  d’une  dillicullé  extrême.-  Je  me  bornerai  à l’élude 
circonstanciée  de  quel(|ues  cas  spéciaux  où  l’équation  géné- 
rale (rt)  du  lieu,  subit  un  abaissement  naturel. 

Application  des  précédents  résultats,  au  cas  singulier  où  les 
pôles  des  côtés  sont  confondus  avec  le  centre  même  d/i 
cercle  directeur,  en  projection. 

On  voil,  à la  simple  inspection  de  l’équation  précédente  [a), 
(jue  la  courbe  iiu’elle  représente  se  réduira  généralement  à 
une  section  conique  lorsqu’il  arrivera,  par  les  conditions  du 
problème,  (lue  l’on  ail  en  même  tenqts,  E = o,  F = o. 
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Duiis  !.ii|i|H)sitioii,  il’;iilleiirs,  l<‘S  valeurs  de  ,r"  et  ) dui- 
veiil  nécessairement  se  réduire  à la  l'orme 

, , ,V'H_  H',,'-(-r,V 

n — •’  = n — 

et  il  ne  pourra  généralement  en  être  ainsi,  à moins  que  toutes 
les  valeurs  des  ordonnées  des  sommets  de  polygone  x”,  .r*. . . 
précédant  x',  ne  soient  aussi  de  cette  forme.  Or  on  peut  satis- 
faire immédiatement  .i  cette  condition  en  supposant  que  tous 
les  pôles  a,  a',  etc.,  {Jîg.  io3)  se  confondent  en  un  seul,  avec, 
l’origine  des  coordonnées;  ce  qui  donne 

rt  = o,  h = o,  a'=o,  b'=o,  etc. 

I.es  valeurs  dos  coordonnées  .r'',  <dc.,  deviennent,  par 

cette  supposition, 

x”=  — x',  y"=—y', 

— x",  r"= — y". 


xr”  = ±;x',  _v'’=±:j', 

les  signes  supérieurs  de  x"  et  j-”  ayant  lieu  quand  sera  impair 
et  les  signes  inférieurs  quand  n sera  pair. 

Pour  savoir  ee  que  devient  alors  l’équation  de  la  courbe,  il 
faut  observer  que  l’on  a ici 

A = o,  B=±i,  C=:o,  A'=o,  B'=o,  C'=±i,  Ü=;i,  E-o,  F— «; 
ce  qui  donne  l’équation 

[(p-f- Wa)qz  (ft  — wa)]’-t-  m’[(p-t-m*)zh(p  — ma)]’=  4 
ou  bien,  en  prenant  les  signes  supérieurs  de  ± et  de  ip, 
a’-f-  P’=  r\ 

et,  en  adoptant  les  signes  inférieurs, 
p^-t- 
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L;i  |irt'mit'‘iv  de  r<‘s  i'M|iiuli<ins  est  celle  du  cercle  directeur 
iiiètiK*;  lit  seconde  ett  celle  d'une  ellipse. 

On  ne  saurait  être  surpris  de  retmnbcr  sur  l’équation  du 
cercle  (C);  car,  pour  un  nombre  pair  de  pôles  on  côtés,  les 
sommets  extrêmes  x'  et  ,r"  se  confondent  sur  sa  circoid'érence, 
et  les  droites  ax',  xx",  partant  d’nn  même  point  x',  se  coupent 
en  ce  point,  ce  (pii  fait  que  le  sommet  libre  a,  confondu  avec 
x',  ne  quitte  pas  le  cercle  (fi). 

l,a  deuxième  équation  correspond,  à l’inverse,  au  cas  où  les 
pôles  étant  en  nombre  pair,  les  deux  points  x'  et  x"  seraient 
situés  aux  extrémités  d’un  même  diamètre;  elle  représente 
évidemment  une  ellipse  concentriipie  à (C),  et  dont  les  axes 
ont  la  direction  de  ceux  des  coordonnét's  : l’un  de  ces  axes 

2 r 

étant  éeal  à ■?mr  et  l’autre  à — C'. 

ni  ' ' 


Ih-veloppcnienl  <h'  l'imalyst'  rrlativr  an  cas  géni'rat , dans 
r hypothèse  où  les  pôles  des  divers  côtés  sont  situés  à 
l’injini,  sur  le  plan  du  cercle  directeur. 

Transfornialton.  rédaction  des  forninles  fondamentales. — 
Les  valeurs  des  coordonnées  x"  et  )•",  x’"  et  r",  etc.,  prendront 

encore  la  forme  particulière  — ■-  lorsque  tous  les 


(*)  En  se  reportant  à la  Jî".  ro;  du  cas  général,  doni  celle  [fg.  io8) 
du  cercle  est  la  projection,  on  vi'rra  que  le  centre  de  celui-ci  y serait 
représenté  |>ar  le  point  conjugué  à la  droite  indélinie  qui  contient  les  pi- 
vots a et  a"  ou  a'  des  deux  derniers  C(jt(is  3.x',  du  polygone  variable 
considéré,  mais  réduit  dans  rh}q>othése  actuelle,  à un  simple  triangle 
formé  de  ces  roU'S  et  des  cordes  pivotantes  de  la  coniipie  donnée,  assu- 
jetties à passer  par  le  point  lixe  ci-dessus;  seule  condition  in<lis|X'nsable 
pour  que  le  lieu  des  sommets  * se  réduise  à une  courbe  du  même  degré. 
■Mais  il  ne  s’agit  ici  que  de  trouver,  par  l'analyse,  les  bases  fondamen- 
tales de  théorèmes  ou  lemiiies  de  géoméirie  rpii  (Joivent  devenir  l’objet 
de  recberclies  ultérieures  plus  étendues  ou  approfondies.  Du  reste,  les 
déductions  de  l'analyse  des  coordonnées,  comme  celles,  ci-apres,  (|ui 
concci  lient  les  polygones  variables  dont  les  côtés  pivotent  autour  de  points 
lixes  rang(^  en  ligne  droile.  ont  des  relations  intimes  avec  la  théorie  géomé- 
trique des  intersections  de  surfaces  cyjindriques  et  coniciues,  en  général. 
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pôles  étanl  situés  à rinllni,  on  aura 

a'—-i  l>'=~,  h"—~,  /)"=-,  Ote. 

O O (»  O 

Alors  les  côtes  du  polygone  conservant  des  directions  déter- 
minées, les  tangentes  tabulaires  des  angles  que  ces  directions 
forment  avec  l’axe  des  a:  auront  elles-mêmes,  en  général,  des 

h'  b” 

valeurs  déterminées  bien  nue  les  fractions  — ♦ etc.,  se 

a a 

présentent  sous  la  forme 

„ . . t"  » ........ 

Posons  donc  —,  = m , — = m , et  ainsi  de  suite  ; introdui- 
sons ces  hypothèses  dans  les  valeurs  de  a:",  y",  etc.,  trouvées 
ci-dessus,  après  les  avoir  préparées  de  la  manière  convenable; 
posant  enfin  et  successivement  «'  = oo,  <1"  = » , etc.,  ces  di- 
verses valeurs  deviendront 


— 2 m'y' — x'(  I — m'*  ) 

y"— 

— 7 m'  x' — y'(m'^ — 1) 

I -f.  m'»  ’ 

J - 

I -t-  ni' 

_ _ 2 x"  ( I — m'’  ) 

— 2m"x"— y"(m">— 1) 

1 -h  ni”^  ’ 

J 

1 -H  /«"’  ’ 

— 2 ni"  y" — x"  ( 1 — m'”’  ] 

iV.I» 

— a^rx'"— y'"(m"»— 1) 

i-t-m"’* 

J 

1 ■+■  ni'"'  ’ 

x"' 


— — y"-'  )’ — I ) 

■ i-l-mc-'j’ 


On  tirera  évidemment  de  là,  pour  x"  et  y",  d’autres  valeurs 
de  cette  forme  linéaire, 

, Bx'-+-Cv'  , B'x'-i-C'r' 

— D-^’  r= — 

d’où  il  résulte  que  l’hypothèse  faite  sur  les  quantités  a'  et  //, 
a"  et  h",  etc.,  rend  h la  fois  milles,  dans  le  cas  particulier  qui 
nous  occupe,  les  constantes  E,  F,  A et  A'  qui  entrent  dans 
l’équation  générale  (a)  de  la  courbe  cherchée. 

Pour  savoir  ce  que  deviennent  les  valeurs  des  autres  coeffi- 
I i5 
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cîpiils  B,  C,  B',  C el  ü de  celte  même  équation,  il  est  indispen- 
sable de  développer  un  peu  les  substitutions  successives  de  x" 
et  j",  x”  et  x'%  etc. 

A cet  effet,  nous  poserons,  pour  plus  de  simplicité,  dans  les 
expressions  déjà  trouvées. 


' — f.m' 

= lf\ 

m'»—  1 

1 

1 4-  w'* 

fl  , 

— ?.  m" 

— ù" 

- m"’—  I 

/l" 

€/  , 

1 -H  /n"> 

■ ti  f 

— am" 

m 1 

/2 

1 -h 

1/  , 

1 -t-  m"’‘ 

— («  f 

****** 

— a w"~' 

1 

= fl"“' 

I -f- 

I -h 

les  lettres  a'  el  h',  (f  et  h",  etc.,  ayant  ici  d'ailleurs  des  accep- 
tions très-distinctes  de  celles  qu’on  leur  avait  attribuées  dans 
le  n"  IV  ci-dessus;  cela  fera  prendre  aux  valeurs  de  x”  et 
y" , etc.,  la  nouvelle  forme  ’ 


x"—  n'  x'  -t-  h'  y’, 

x-“  = a" x" b" y" , 
x"'=n’”x"'-Y  b” y”. 


Y"=b'x' — a'r', 
Y"=:b"x"—a"Y''. 

Y"'=b'“x'"—a"'Y’", 


x'=  A'-'æ-'-'  — rt'-'r" 


Les  quatre  premières  de  ces  équations  donnant 

{a' a' -h  b'b"]x  -h( b' a"—  n' b" )y', 
{b'a"—fi'b"]x'-h{a'n"Y-b'b")Y', 

on  aperçoit  déjà  que  ces  valeurs  linéaires  de  x"  el  y"'  conser- 
■ vent  en  x' et  y'  la  même  forme  que  celles  de  x*  el_y";  sauf 
que  l’expression  de^'"  a pris  un  signe  explicite  ou  extérieur 
contraire  par  rapport  à 

Si  l’on  fait  de  nouveau,  en  effet. 


a’ a’' ^ b' b"  =zV,  h’ n"—  a' b"  = B' , 
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les  constanles  A'  el  B'  ayant,  ici  encore,  des  valeurs  distinctes 
de  celles  du  n“  IV,  ces  deux  expressions  deviendront 

(2)  x"=k'x'-^wy,  /'=  — B'2:'+Ay  = — (Bx'— V'y), 

lesquelles  combinées  avec  les  valeurs  ci-dessus  de  x"  et  j'* 
en  x"  el  y",  donneront  l’expression  de  ces  inèines  coordon- 
nées, x'^  et  r "'  en  x'  el  y'- 

Pour  les  obtenir,  il  suffira  évidemment  de  changer,  dans  les 
deux  équations  (i),  a!  en  B',  b'  en  A',  x'  en  y'  et  j'  en.ar',  puis 
a"  en  a”,  b"  en  b'",  ce  qui  donnera 

l x'^=i(\’a'"—R’b"')x'-y(\'b’’-{-ü'a"')y',  . 

(^1  I j<'=(A'6"-1-B'«'')æ:'— (A'rt"— B'6'’)j'. 

D’où  l’on  voit  que  ces  expressions  de  x"  cl  y'”  reprennent, 
aux  notations  près,  absolument  la  forme  première  de  x"  etj" 
en  x'  ely',  c’esi-à-dirc  sans  aucun  changement  de  signe  exté- 
rieur ou  apparent. 

Car,  si  nous  posons,  derechef, 

A'a""— B'r=A'',  A'è'"-HB'o'"=B'', 

elles  deviennent,  en  effet, 

« 

x"'=\"x'-i-B''y';  r‘'=  B"æ'—  A"j'. 

En  combinant,  à leur  tour,  ces  dernières  équations  avec 
celles  qui  donnent  x’’  el  j’,  il  est  clair  qu’on  retombera  en- 
core sur  des  expressions  de  la  forme  (i)  ou  (2),  et,  poury  par- 
venir, il  suffira  de  changer  dans  ces  expressions,  a'  et  b'  en  A" 
et  B",  a"  et  b"  en  a”  et  A”,  ce  qui  donnera 

(\" a" -y  h" b" )x' -h  {B" a"— A" b") y',  ' ‘ 

— (B"a”— A"è'')a;'+  ( A"«'’'-|-B''6'’)j'; 
puis,  si  l’on  y fait  de  nouveau, 

A"a”-t-B"6"=A"',  B"«”'— A"è”=B*, 

elles  deviendront 

x'=zA'"x'-yB"’y’,  y'  = ~B"x'-i-A“y'. 

i5. 
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Il  csl  inutile  tic  pousser  plus  loin  les  substitutions  succes- 
sives; car  on  voit  par  les  premières,  qu’on  obtiendra  alternati- 
ve,mcnt,  pour  la  valeur  des  coordonnées  x"  ^Ky" , x“  et  j*,  etc., 
x'  et  en  x’  et  r',  des  expressions  de  l’une  ou  de  l’autre  des 
formes  (i)  et  (3),  selon  que  ces  coordonnées  seront  d’un  ac- 
cent ou  indice  supérieur,  impair  ou  pair. 

Dans  les  mêmes  cas,  les  coeflicients  de  ces  coordonnées  se- 
ront représentés,  en  général,  par  les  expressions 

A'-’  -4-  B"-’ A"-'  = A"-’,  B"-’  rt"-'  — A"-^  A’-  = B’-’, 

ou  bien  par  celles-ci 

A"-*  — B'-’  A”-'  = A"~S  B’->  a"  -t-  A"-’  A"-'  = B"-’, 

selon  encore,  que  x'  et  y”  seront  accentués  impair  ou  pair, 
c’est-à-dire  selon  que  le  nombre  des  accents  (')  sera  lui-même 
impair  ou  pair. 

Donc  les  valeurs  générales  des  coordonnées  ar"  et  pren- 
dront, quand  x sera  impair,  la  forme  spéciale 

(4)  x’=A—’x'-i-B-’j',  .r"=  — B"-’x'-i-A-*j', 

et  alors  on  aura 

‘ A’'-’=  A’'->rt’-'-l-B'-’A’'-',  B"-’=B'—’rt"-'— A’-’A— 
tandis  que  si  x est  pair,  elles  acquerront  cette  autre  forme 

(5)  ar"=A"-’a:'-l-B'->jr',  .r’=  B"->ar'— 

répondant  aux  valeurs 

A"-  > = A"->  a'-'  — B"-’  A'^’ , B’-  ’ = B'->  a"-'  A"-’  . 

Examen  analytique  du  cas  oti  le  polygone,  à directions 
de  côtés  invariables,  est  d’ordre  impair. 

Équations  spèciales.  — x étant  pair  alors,  les  valeurs  de  x' 
et  r".  qni.  dans  le  cas  général,  étaient  exprimées  par  les  for- 
mules 

, A-i-B.r'-t-Cr'  A'-i-B'a-'-i-C'r' 

~ n -I-  F r’’  1)  -t-  E:.r'-I-  F:»-'  ’ 


Digilized  by  Google 


DES  SIMPLES  CUNK^DES.  219 

prennent  la  forme  particulière  (5);  ce  (jui  donne  évidemment 
pour  rhjpothèse  actuelle. 


A'=o, 


-=  B"-’ 

1) 


Si  donc  on  fait,  dans  rc(|iialioii  générale  (n)  du  lieu  cherché, 
les  (|ualre  (luantités  A,  A',  E et  t'  égales  à zéro,  elle  deviendra, 
toutes  réductions  faites. 


-f-  m=[(I)  C'-l-  (l)/H  — B' — /iiB)^]a’ 

H- a /«  [ D^— B"— C"4- w’ ( I)=— B’— E')  — 2 m ( BB'+ CC')]  ap 
= i + mB  -H  m(r/+  mC)]’, 

représentant,  comme  dans  la  ([uestion  particulière  examinée 
ci-dessus,  une  courbe  unique  du  deuxième  degré,  concen- 
trique au  cercle  directeur. 

Le  terme  en  ap  doit  disparaître  de  cette  équation;  car  si 
l'on  divise  son  coefficient  par  D’,  il  deviendra,  en  y mettant 

ensuite  pour etc.,  leurs  valeprs  indiquées  ci-dessus. 


2/«[m=-t- 1)  (i  — B<"“’)’ — A<"“’)')  ; 

expression  dans  laquelle  il  faut  substituer  les  valeurs  numé- 
riques do  et  A(’“')S  en  fonction  de  a,  b,  a',  h',  etc. 

Or  les  valeurs  de  ces  quantités,  fournies  par  les  deux  é<iua- 
tions  (5),  donnent  en  premier  lieu, 

AC—D>_t-  (fli'-'J'-i-  (A('->'’-i-  Bt"-*)*) 

En  continuant  ainsi,  on  voit  qu’il  viendra  enfin 
AC-»)*-}-  B("-D>=  x 

Substituant  dans  l'un  des  facteurs  «''4-  è'S  poui’  a'  et  b'  les  va- 
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leurs  d'abord  obtenues, 


// 


■Mil’ 

i + in'^' 


u'  = 


;n'’—  I 

I ’ 


cela  donnera  évidemment 


On  aurait  de  même 

et,  en  général, 
üe  là, 

et,  par  eonsé<iiieni. 


/>"=  I. 

ete.. 


, — BO-’J’ — O. 


Le  terme  en  disparaît  done,  en  effet,  de  l’équation  de 
la  eourbe,  <|ui  devient  ainsi, 

[{!)  — C'— m(;;=H-(l)m4-B/n4-B')-]p’  . 

-f-  w’[(I)  -+-C'+  wC)'-+-  (Dm  — B'—  mB)=]a' 

= #•>[ B'  -f-  m B 4-  m (C'  + m C ) ]>. 


là'ite  é(|uation  est  eneore  snseeptible  de  simplilieatiun  : en  la 

R Rf 

divisant  par  1)’,  et  mettant  |>oûr  les  (|uaittités  etc., 

leurs  valeurs,  on  obtient,  toutes  réductions  faites,  . 

(6)  2 ( I-+-  A’-’)  p’-4-  2 m>  ( I — A— ) a>=  /•>  Bi"-’)»(  I -f-  m^) . 

Discussion. — I.es  constantes  A*"’  et  B"~’  de  cette  dernière 
équation,  ne  sauraient  évidemment  être  supérieures  à l'unité; 
car  il  existe  entre  elles  la  relation  A(’‘~')’+ i (*),  dont 


(•)  Le  lecleur  s’apercevra  immédiatement  que  les  diverses  formules 
ou  équations  de  ce  {taragrapho  appartiennent  aux  fonctions  angulaires  ou 
trigonomélriqucs,  et  qu’il  était  possible  d’arriver  aux  mêmes’  résultats 
par  des  considérations  plus  directes  et  plus  élémentaires.  On  pourrait 
même  être  tenté  de  croire  qu'aprés  avoir  suivi  cette  voie,  j.'en  aurais 
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tous  los  termes  sont  essentiellement  positifs,  et  par  consé- 
quent la  courbe  qu’elle  représente  est  une  ellipse  rapportée 
à son  centre  et  à ses  axes. 

Elle  se  réduira  à celle  d’un  cercle  quand  les  coefficients  des" 
variables  a et  p seront  égaux,  ce  qui  entraîne  l’équation  de 
condition 


I ou 


A’-= 


/«’ — 1 
I /h’ ’ 


et,  comme  on  a toujours 


il  viendra,  d’un  autre  côté, 

„ , 2 ni 



I -t-  ni’ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  {(>)  dont  il  s’agit,  elle 
se  réduira  à la  suivante 


qui  montre  que  la  courbe  parcourue  par  le  sommet  libre  a,  du 
p(d.vgone  mobile,  se  confond,  dans  ce  cas,  avec  le  cercle  di- 
recteur même. 

Il  n’est  pas  difficile,  au  surplus,  de  reconnaître,  sur  la  figure, 
quel  est  le  cas  où  la  circonstance  précédente  a lieu. 

Considérons,  par  exemple,  l’heptagone  »x'x" . . .x"a  de  la  fi- 
gure ci-après,  pour  lequel,  d’après  nos  précédentes  définitions. 


ensuite  changé,  par  préférence  pour  la  méthode  de  démonstration  pure- 
ment algébrique  £l  en  vue  de  déguiser,  comme  cela  se  fait  assez  souvent, 
la  marche  laborieuse  des  découvertes  et  des  tâtonnements.  Mais,  d’après 
divers  motifs  qui  se  révéleront  dans  les  volumes  suivants,  je  n’hésite 
point  à dire  que  cette  supposition  serait  d’autant  plus  inexacte  que  je 
n'ai  jamais  été  le  partisan  exclusif  de  l'Analyse  algébrique,  et  que  je  n’ai 
jamais  non  plus  pensé  qu’il  fût  indispensable  de  tout  rapporter  à celte 
science,  même  on  fait  de  choses  purement  mathématiqqes , ni  que,  en 
dehors  de  sa  manière  d’opérer,  il  n’y  eût  aucun  moyen  rigoureux  de 
raisonner  et  de  démontrer. 
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N est  é}<al  à TI  ; il  esl  visible  que  le  sommet  « ne  peut  décrire 
le  cercle  (C)  dans  toutes  ses  positions,  à moins  qu’il  ne  se 
confonde  avec  l’un  des  sommets  adjacents  x' , x",  ou  encore. 


Fig.  i(K> 


û moins  (juo  le  polygone  . . . a:'"  a ne  resle  inscrit  au 

cercle  [C),  de  quelque  manière  qu’on  le  déforme,  en  assujet- 
tissant scs  côtés  à conserver  les  mêmes  directions  respectives 
et  ses  sommets,  moins  un,  à décrire  la  circonférence. 

La  première  circonstance  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  le  cas 
où  rnn  des  côtés  nx' , a-x"'  se  confond  avec  la  corde  x' x"',  ce 
(jui  exige  qnc  l’hexagone  x' x" . . .x'"x'  reste  inscrit  au  cercle 
de  quelque  manière  qu’on  le  fasse  varier.  Or  nous  avons  prouvé 
précédemment  (III,  p.  üo8),  que,  quand  un  polygone  fermé, 
d’un  nombre  pair  de  côtes,  est  inscrit  à un  cercle  donné,  il  lui 
demeure,  en  effet,  inscrit  quelle  (jue  soit  la  manière  dont  on  le 
déforme  en  assujettissant  toujours  ses  côtés  à conserver  des 
directions  constantes,  et  ses  côtés,  moins  un,  à rester  sur  la 
circonférence,  mais  que,  si  le  nombre  des  sommets  est  im- 
pair, la  même  chose  cesse  d’avoir  lieu. 

Üonc,  puisque  le  polygone  x'x"  — x"  x'  est,  par  nos  hypo- 
thèses, d’un  nombre  pair  de  côtés,  la  première  de  ces  deux 
conditions  sera  remplie,  et,  par  conséquent,  le  sommet  libre  a 
de  l’heptagone  se  confondra,  dans  toutes  ses  positions,  avec 
le  sommet  adjacent  x'  ou  avec  le  sommet  x"‘,  s’il  s’y  confond 
pour  une  seule  d’entre  elles. 

La  deuxième  des  circonstances  ci-dessus  n’est  pas  possible, 
car  le  polygone  a.x' x"..,x",  étant  d’un  nombre  impair  de 
côtés,  il  pourra  bien  être  inscriptible  au  cercle  dans  certaines 
positions,  mais  il  ne  saurait  l’être  pour  toutes  celles  qu’il  peut 
prendre  sous  les  memes  conditions. 


Digilized  by  Google 


DES  SIMPLES  CONIQUES. 

(Concluons  de  là,  en  particulier,  que  l’équation 


'.i33 


nv  — I 


exprime  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  tangetites  tabu- 
laires — m,  ni',  in",...,  ni  des  angles  que  chacun  des  côtés  d’un 
polygone  à nombre  pair  de  sommets,  fait  avec  une  droite  CX 
(fil'.  >ot)),  prise  sur  son  plan  comme  axe  des  abscisses  paral- 
lèles à la  bissectrice  de  l’angle  «,  pour  ([ue  ce  polygone  soit 
susceptible  d’être  constamment  inscripüble  au  cercle. 

Intersection  de  l’ellipse  lieu  du  sommet  libre  du  polygone, 
avec  le  cercle  directeur  ; paradoxe.  — Si  l’on  fait  successive- 
ment dans  l’équation  (6)  de  ce  lieu,  p = o et  a = o,  elle  donne 
pour  les  valeurs  des  demi-axes  principaux  de  l’ellipse, 


rB’-=v';' -H'»’)  i 


t \j 2 \j  I — A* 


y^2  y^i  -f-  A"-’ 


dont  aucun  ne  saurait  devenir  inlini.  ^ 

Pour  que  cela  arrivât  à l’égard  du  premier  axe,  notamment, 
il  faudrait  que  l’on  eût 

I 

ou  I — A"-’  = o,  ou  ; 

O 

mais,  comme  i,  on  devrait,  dans  l’hypothèse 

<le  A"~’=  I,  avoir  en  même  temps,  B("“’)’  = o;  ce  qui  rendrait 
l’autre  axe  nul,  et  réduirait,  pour  ce  cas,  récjuation  de  la 
ronrbe  à ,3’=o,  représentant  une  double  droite  ou  ellipse 
aplatie  sur  l’axe  même  des  abscisses  x ou  a. 

Si  B"“'  était  infini,  alors  l’équatkm  i deve- 

nant 


c’est-à-dire  i -I- 


serait  absurde  ou  impossible,  n’importe  la  valeur  du  rapport 
de  (A"-’)’  à (B'-’)’,  puisque  ce  rapport  est  toujours  positif. 

.Ainsi,  les  axes  principaux  du  lieu  des  sommets  libres  de 
polygones  ne  pouvant  devenir  infinis , c’est  essentiellement 
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une  courbe  fermée  ou  ellipse  concentrique  au  cercle  direc- 
teur, mais  susceptible  de  s’aplatir,  de  dégénérer  en  une  simple 
droite,  limitée  de  longueur,  et  dont  les  directions  diamétrales 
SC  confondent  avec  celles  des  bissectrices  des  angles  aux  som- 
mets libres  du  polygone  mobile. 

D’ailleurs,  l’ellipse  décrite  par  ce  sommet  rencontre  le  cercle 
directeur  en  quatre  points  généralement  distincts,  et  que  l’on 
peut  toujours  déterminer  par  une  construction  géométrique 
fort  simple,  puisque,  en  représentant  les  carrés  a’  et  P’  des 

Fig.  110. 


Coordonnées  de  ces  points  par  a'  et  p',  on  aura  entre  ci's 
(piantités  deux  équations  du  premier  degré  seulement. 

11  semblerait,  d’après  cela,  qu’il  pfity  avoir  (piatre  manières 
essentiellement  différentes,  d’inscrire  un  polygone  d’ordre  im- 
pair, dans  un  cercle  donné,  en  l’assujettissant  à la  condition  ; 
« d’avoir  ses  côtés  respectivement  parallèles  à des  directions 
n fixes.  » Or  cela  n’a  réellement  pas  lieu,  comme  nous  l’avons 
fait  voir  dans  l’un  des  articles  du  présent  fahier.  Pour  montrer 
à quoi  tient  cette  contradiction  apparente,  et,  en  même  temps, 
faire,  connaître  quelles  sont,  des  quatre  intersections  ci-dessus, 
les  lieux  seules  qui  résolvent  le  problème  de  l’inscription  ef- 
fective du  polygone  au  cercle,  je  vais  reprendre  la  question 
il’un  peu  plus  haut. 

hclaircissement  du  paradoxe.  — Nous  avons  trouvé  que  les 
valeurs  générales  de  x’  et  v"  pour  le  cas  de  n pair,  étaient 

(/»)  x’=  . r’= 

•Nous  avons,  de  plus,  prouvé  (pi'il  existait  entre  A'~’  et  B"'’ 
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D’apres  cela,  je  dis(]u’il  existe  nécessairemenlileuv  positions 
symétriques  du  polygone  variable(^gf.  109),  pour  lesquelles  les 
points  .r"  et  x'  se  confondent  sur  la  circonférence  du  cercle 
directeur.  En  effet,  si  l'on  substitue  dans  les  expressio.ns  ci- 
dessus  (6),  x'  à x'  et  )•'  a y',  on  aura  les  nouvelles  équations 
de  condition 

(c)  a^(i  — A'-»)  — v/tH-A"-’.)  — B'-’æ''s=o. 

Mais,  comme  de  plus,  on  a entre  x'  tt  r'  la  relation 
il  est  clair  que  ces  dernières  équations  ne  pour- 
ront coexister  qu'autant  que  l’une  d’elles  sera  la  conséquence 
de  l’autre.  Or  c’est  ce  qui  a lieu  par  le  fait;  car  si  l’on  observe 
que  la  relation  1 donne  ’ 


et  qu’on  substitue  cette  valeur  dans  la  première  des  deux 
équations  (c),  elle  deviendra,  toutes  réductions  faites  et  en 
changeant  les  signes, 

>•'{1  -f-  A»-’)  — B»-»a:'  = o, 


(jui  revient  précisément  à la  seconde  d’entre  elles. 

En  combinant  donc  l’une  ou  l’autre  des  équations  (c),  avec 
colle  x'’-4- >•'’=  r’  du  cercle  directeur,  il  viendra,  pour  les 
coordonnées  du  point  où  le  sommet  x’  [Jig.  loy),  du  polygone 
se  confond  avec  le  sommet  x'. 


x'=x' 


y/ 1 -I-  A’-= 

' ’ 

V2 


Maintenant,  il  n’est  pas  difFicile  de  voir  que  le  point;  ou 
plutôt,  les  deux  points  dont  nous  venons  de  démontrer  l’exis- 
tence, points  situés  sur  un  même  diamètre,  appartiennent  si- 
nixiltanément  à la  courbe  des  a et  au  cercle  (C).  En  effet,  un 
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point  quelconque  a,  de  celle  courbe,  se  détermine  en  menant 
par  x'  et  x’  deux  droites  qui  aient  respectivement  ni  et  - — ni, 
pour  tangentes  Irigonométriques  de  leurs  inclinaisons  symé- 
triques sur  l’axe  des  abscisses  CX,  et,  par  conséquent,  elles  se 
couperont  au  point  même  de  (C),  déterminé  ci-dessus,  où 
x",  a,  x'  sont  confondus  et  s -t-i  est  nUluit  à x — i. 

Au  reste,  on  peut  s’assurer  directement  que  les  points  obte- 
nus comme  on  vient  de  le  dire,  sont  effectivement  deux  de 
ceux  où  le  lieu  des  sommets  a rencontre  ce  cercle,  en  recher- 
chant, au  moyen  des  équations  en  a et  p,  de  ces  deux  lignes, 
les  valeurs  des  coordonnées  des  quatre  intersections;  car  on  re- 
trouvera parmi  elles  les  expressions  précédentes  de  x'  et  dey'. 

Jienutnjues  diverses.  — Ces  valeurs  sont  explicitement  in- 
dépendantes de  ni,  ce  qui  semble  absurde  à priori,  car  la  po- 
sition des  points  en  question  dépend  nécessairement  de  la 
direction  dos  deux  côtés  ax'  et  ax'.  Mais  il  faut  se  rappeler 
(pic  la  position  de  l’axe  CX  des  abscisses,  est  liée  à celle  de 
ces  côtés,  puisque  ceux-ci  font,  de  part  et  d’autre,  le  même 
angle  avec  sa  direction  indérinie. 

Si  l’on  donnait,  en  effet,  une  autre  direction  à ces  côtés,  il 
faudrait  en  même  temps,  changer  la  direction  de  l’axe  CX  des 
abscisses  x ou  a,  sans  quoi  les  équations  précédentes  cesse- 
raient de  répondre  à la  question;  et  si  seulement,  on  changeait 
la  direction  des  deux  droites  nx'  et  a.x’',  de  manière  que  leurs 
nouveaux  angles  avec  tiX  fussent  différents  des  premiers, 
(juoique  symétriquement  situés  et  égaux  entre  eux,  il  arrive- 
rait encore  que  la  courbe  décrite  par  leur  commune  intersec- 
tion ot,  rencontrerait  le  cercle  (C)  en  de  tout  autres  points  que 
la  précédente. 

Avant  de  passer  à l’examen  du  cas-où  le  nombre  des  côtés 
(lu  polygone  est  pair,  je  vais  indi(|uer  un  moyen  bien  simple 
de  parvenir  à rétpiation  de  condition 

Nous  avons  vu  (|uc  les  valeurs  de  x’  et  y”  étaient  ilonnées 
par  les  é(|uations  suivantes  : 

A"-“x'-t-  B*-’y',  y"=  H'-'x'—  A"-'y'. 
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Or  ces  (leux  (îquatinns  doivent  évidemment  coexister  avee 
celles  du  cercle  directeur, 

r'’=  r’,  .r”'-!- r’. 

Substituant  donc,  dans  cette  dernière,  les  valeurs  de  .r"  ei 
de  r",  on  aura  la  nouvelle  relation 

si  l’on  y met  pour  x'’ sa  valeur  r’,  et  qu'on  divise  ensuite* 
les  deux  membres  de  l’équation  par  r%  il  viendra 


relation  qui  existe  ainsi  entre  les  quantités  et  B("~’>’, 

pour  toutes  les  valeurs  particulières  qui  seraient  assignées  aux 
(|uanlités  trigonométriques  ni,  in',  m" , etc. 


Examen  analytique  relatif  au  lieu  du  sommet  libre, 
pour  les  polygones  d’ordre  pair. 

Equations  propres  à ce  cas.  — Le  nombre  n -I- 1 des  C(‘)tés 
du  polygone  inscrit,  étant  pair,  on  a alors  (4,  p.  228),  pour 
déterminer  x'  et  y",  les  équations 

A"-’ar'-l-B’'-’r',  — B’- + A"-'r',  • 

avec  les  relations  particulières, 

A'-’=  A"-’ a'-' -y  B"-’  b"-' , B"-’  = B''-’ n'-' — A'-’ 6— L 

De  plus,  les  valeurs  générales 

A + Bj/+C'.r  A'+B'x'+r/,r' 

^ D + Ex'-f-Fv'’  J>-+-Ex'-|- E'j'  ’ 

se  réduisant  à la  forme  particulière  des  précédentes,  on  aura 
évidemment  ici  les  relations 
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En  avant  (*gard  aux  quatre  premières  d’entre  elles  et  obser- 
vant que,  pour  ce  cas  encore, 

BB'-l-CC'=o,  A(»-')>-i-Bt«-)-=i, 

réquation  générale  [a,  p.  az?.)  du  lieu  du  sommet  libre,  quand 
les  côtés,  en  nombre  pair,  conservent  des  directions  parallèles 
à des  droites  respectivement  données  sur  le  plan  du  cercle 
directeur,  cette  équation  générale,  dis-je,  s’abaissant  encore 
au  deuxième  degré,  se  réduira  à la  suivante, 

[(I)  — C' — (Dm -H  B m -h  B')’]f’ 

-I- m» [ ( D -I- C' -h  m C)» -I- ( 1)  w — B'— OT  B ;*,]  «' 

= r*  [ B' -i- m B -I- m ( (7 -+- m C ) P . 

Divisant  les  termes  de  cette  équation  par  D%  et  substituant 
B B^ 

pour  etc.,  leurs  valeurs  ci-dessus,  il  viendra,  toutes 

réductions  faites, 

a[i  -I-  m’ — A"~’(i  — w’)  — 2 wB"“’]p’ 

-t-  2m’[i  -h  m’-l-  A'"~’(i  — m’)  -f-  amB""’]»’ 

= r’[2niA"~’ — (i  — m’)B’~’]’. 


Condition  pour  laquelle  le  lieu  te  confond  avec  la  circon- 
férente  directrice.  — Les  coefficients  de  la  dernière  équation 
sont  nécessairement  positifs;  car  leurs  correspondants,  dans  la  • 
précédente,  sont  formés  de  sommes  de  divers  carrés;  donc  la 
courbe  cherchée  reste  ici  encore  une  ellipse  rapportée  à son 
centre  et  à ses  axes.  Elle  deviendra  un  cercle  quand  les  coeffi- 
cients de  a’  et  P’  y seront  égaux  entre  eux;  ce  qui  entraîne 
ré(|uation  de  condition 

I -+-  m’ — A'"’  ( I — /«’  ) — 2 m B”“’ 

= wp[i  -t-  m’-i-  A'“’(i  — m’)-i-  amB'"’]  ; 

d’où  l’on  tire 


I — m’ — (i  — »i’)A"~’  — 2/nB'~'=  o, 
les  coefficients  de  a'  et  de  P’  devenant  alors  égaux  à 4»«’. 
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Otianl  au  coeflîcienl  de  je  dis  qu’il  se  réduit  de  même,  à 
la  quantité  f\m^.  En  effet,  en  le  développant,  il  devient  • 

4//i>  Af’-’D-i- 4otA»->B"-’(i  — m’) 

= 4OT*A('-»’-f-  ( I — ni’)’—  A I — ni’)’—  4ni  A”-’  B'*’  ( i — ni’) . 

toujours  à eaiise  de 


Substituant  dans  cette  dernière  expression,  pour  B'-’  sa  va- 
leur tirée  de  l’équation  de  condition  ci-dessus,  qui  donne 

ani  B'"“’=  (i — ni’)  (i — A’~’), 

le  coefficient  dont  il  s’agit  devient,  toutes  réductions  faites, 

4 ni’ A (i  — ni’)’-i-  A<"-’)’(i  — ni’)’—  2 A— ’(i  — ni’)’ 
= 4 m’ A -H  (i  — «!’)’  (1  — A—’)’; 

Or  la  quantité  (1  — ni’)’(i  — A*"’)’,  d’après  la  même  équation 
de  condition,  est  égale  à 

4ni’B("-’)’; 

donc  l'expression  du  coefficient  de  r’  devient 

. 4ni’A('-’)’-t-4m’.B(’-’D  = 4ni’. 

Substituant  enfin  ces  valeurs  des  différents  coefficients  dans 
l’équation  de  la  courbe,  et  divisant  par  le  facteur  4'«’  coin- 
inun  à tous  ses  termes,  elle  se  réduira  à la  forme  très-simple 

a’-t-p’z=r’. 

Ainsi,  dans  l’iiypotbèse  présente  des  polygones  de  rang  pair, 
le  lieu  du  sommet  libre  se  confond  avec  le  cercle  directeur 
môme  des  autres  sommets.  On  peut  d’ailleurs  reconnaître  à 
priori,  la  circonstance  où  le  fait  se  réalise. 

(’onsidérations  géométriques.  — Supposons  x = 5 (fig.  1 1 1 1; 
pour  que  le  point  a parcoure  le  cercle  ((’),  il  faut  bien  : ou  ipie 
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le  polygone  ax’r"x" réduit  à six  côtés,  soit  inscriptible 
au  cercle  (C),  quelle  que  soit  la  manière  dont  on  essaye  de  l’y 
inscrire  en  assujettissant  chacun  de  ces  côtés  à conserver  une 
direction  parallèle  à elle-même  ; ou  que  le  sommet  libre  a reste 

Fig.  111 


X' 


confondu  avec  l’un  ou  l'autre  de  ses  voisins,  x'  et  x',  pour 
toutes  les  positions  du  pentagone  x'x". . .x'x'  assujetti  à cette 
condition.  Or  nous  savons  déjà  que,  si  un  polygone  quel- 
conque, de  rang  pair,  se  trouve  inscrit  dans  un  cercle,  il  arri- 
vera, n’importe  la  manière  dont  on  le  déforme  en  assujettissant 
ses  sommets,  à l’exceiition  d’un  seul,  à demeurer  sur  ce  cercle 
et  ses  côtés  à conserver  des  directions  invariables,  il  arrivera 
que  ce  polygone  restera  spontanément  inscrit  à ce  même  cer- 
cle; ce  qui  revient  à dire  que  son  dernier  sommet,  supposé 
libre,  parcourra  la  circonférence  propre  de  ce  cercle. 

Donc  enfin,  puisque  l’hexagone  ax'x”...a  est,  en  effet, 
d’un  nombre  de  côtés  pair,  « pour  que  son  sommet  a décrive 
» la  circonférence  (C),  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  ce 
» polygone  y soit  inscrit  dans  une  seule  de  ses  positions.  » 

La  seconde  des  conditions  qui  nous  ont  préoccupés  dans 
le  cas  des  polygones  d’ordre  impair,  à savoir  : que  le  som- 
met O se  confonde  avec  l’un  de  ses  voisins  x',  x’  pour  toutes 
les  positions  du  polygone,  est  ici  radicalement  impossible;  car 
la  proposition  précédente,  vraie  pour  une  figure  d’un  nombre 
pair  de  côtés,  inscrite  au  cercle,  ne.  l’est  nullement  pour  un  pen- 
tagone tel  que  x' x" x" x" x' x' , d’un  nombre  impair  de  côtés. 
Dans  ce  cas  donc,  il  pourra  bien  exister  des  positions  particu- 
lières pour  lesquelles  a se  confonde  avec  x'  ou  x';  mais  cela 
ne  saurait  avoir  lieu  en  général. 

Le  sommet  a parcourrait  aussi  le  cercle  (C),  tout  entier,  s’il 
arrivait  que,  dans  une  certaine  position  de  l’hexagone  iix'...x'ol. 
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le  sommets'  se  confondit  avec  l’avant-dernipr  x'^;  car  alors, 
le  polygone  formé  avec  les  côtés  x'x",...,  x’'’x'',  étant  d’or- 
dre pair,  il  arriverait  que,  dans  toutes  les  déformations  qu'il 
pourrait  subir  en  conservant  à chacun  de  ses  côtés  une  di- 
rection constante,  il  resterait  invariablement  inscrit  au  cer- 
cle (C),  et  que,  par  conséquent,  dans  toutes  ses  positions,  le 
sommet  x'  se  confondant  avec  les  sommets  x'  et  a,  ce  dernier 
sommet  parcourrait  spontanément  la  circonférence  de  (C). 

Conditions  sous  lesquelles  les  polygones  d’ordre  pair, 
deviennent  inscriptibles  au  cercle. 

Relations  algébriques.  — On  vient  de  voir  que  la  courbe 
des  a peut  se  réduire  au  cercle  (C)  en  deux  ras  différents; 
aussi  l’équation  trigonométrique 

8'"’=  (i  — /«*)  (i  — A'“’), 

d’abord  obtenue,  est-elle  décomposablc  en  deux  autres. 

En  effet,  si  on  élève  ses  deux  membres  au  carré,  et  (|u’on 
mette  pourBi’~’)’  sa  valeur  i — il  vient 

(i  — A’-')’  (i  — m’)’=  4 m’  (i  — , 

équation  à laquelle  on  satisfait,  soit  en  posant 

I — A""’=  O, 

soit  en  posant 

(i— A'-’)  [i— -m')>=4m’{n- A”-*), 

c’est-à-dire 

(i  — «U)’— 4/«’=  A’'~’(i  -H /«’)’. 

Pour  reconnaître  à (juel  cas  répond  cliacunc  de  ces  équa- 
tions, il  n’y  a qu’à  chercher,  cotnme  on  l’a  fait  à l’occasion  des 
polygones  d’ordre  impair,  la  condition  sous  laquelle  le  som- 
met x'  [Jig.  I II)  coïncide  avec  .r" ou  a-'',  et,  pour  cela,  mettre 
dans  les  expressions  des  coordonnées  x',  r"  obtenues  tout 
d’abord,  x',  y'  au  lieu  de  .r’,  y";  ce  qui  donne 

x'[i  — A’~’)  — = O,  y'[i  — A"~’)  ■+-  B’“’jr'=  o. 

. I.  ifî 
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S’il  existe  sur  lu  cercle  (C),  des  points  pour  lesquels  x'  se 
confonde  avec  x'  indépendauuneiu  de  toute  condition  particu- 
lière, il  faui  évideinmcnt  encore  que  l’iine  de  ces  équations 
soit  la  conséquence  de  l’autre;  car  ou  a,  de  plus, 

v'’=r% 

éipiatioii  (jui  doit  avoir  lieu  en  même  temps  qite’les  pre- 
mières. Or  cela  n’arrive  ici  pour  aucune  d(>s  valeurs  de  x'  et  r': 
si  l’on  élimine,  en  effet,  r'  entre  les  deux  équations  précé- 
fleutes,  ou  olitient 

x'[(i—  = O, 

équation  a Ia(|uelle  il  est  impossible  de  satisfaire  pour  toute 
valeur  d(>  x\  à moins  de  prenilre  à la  fois 

I — A’-’rno  et 

Mais  la  seconde  de  ces  cttnditions  n’est  <iu’uue  conséquence 
de  l’autre,  à cause,  de 

Donc  les  sommets  x'  et  x'  ne  peuvent  se  confondre  entre  eux, 
à moins  tpie  l’on  n’ait  fîénéralement 

1 — ,\’-==o, 

au(|uel  cas  les  valeurs  de  x'  et  y' , restant  indétertninées,  les 
points  du  cercle  ((’.)  satisfont  totis  séparément  à la  cotidition 
dont  il  s’agit;  car,  selon  la  remar(|ue  ci-dessus,  le  sommet  a, 
confondu  dans  le  même  cas,  avec  x'  ou  x',  décrit  nécessaire- 
ment le  cercle  (i;)  en  entier.  On  peut  donc  aussi  regarder 
l’équation  i — \'~^=o  comme  l’expression  même  de  la  rela- 
tion qui  doit  exister  entre  les  tangentes  trigonomélriques  m' , 
ni",  etc.,  ou  les  fractions  numéritiues  a,  a',  h,  h',.. .,  pour  (jin* 
le  polygone  formé  avec  les  seuls  côtés  x'x",  x" x",...,  x'~'x' , 
eu  nombre  pair  n — i,  soit  inscri|)tible  à U;  . 

L'antre  équation  de  condition 

■V'  ’(i  -I-  ni'‘Y—  (•  — »<'Y  — 4 
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evprime  pareillement  la  relation  qui  doit  exister  entre  ces 
quantités  trigonométriqiies  pour  que  le  polygone  ax'...x'a, 
supposé  d’un  nombre  pair  n + i de  cAtés,  soit  également  in- 
scriptible  à la  eirconfércnce  (C)  (*). 

Constructions,  solutions  tjui  en  dérivent.  — Le  cercle  di- 
recteur et  la  courbe  des  a,  dans  le  cas  général , sc  coupent 
110)  on  quatre  points  faciles  à obtenir  au  moyen  d’une 
construction  géométrique,  puisque  les  valeurs  des  coordon- 
nées de  ces  points  sont  de  la  forme  très-simple 

« = ±v^M,  — M. 

Ceci  d’ailleurs  n’est  pas  contradictoire  avec  ce  qui  a été  dit 
ci-devant,  oii  nous  avons  vu  que  le  polygone  a.x'...x’'x  de  x -t-  i 
côtés,  ne  saurait  être  inscrit  dans  (C),  à moins  que  le  som- 
met a ne  parcoure  ce  cercle  lui-même;  car  les  quatre  points 
d’intersection  dont  il  s’agit,  sont  ceux  pour  lesquels  a se  con- 
fond avec  l’un  ou  l’autre  des  itoints  x',  et  pour  lesquels 
par  consé(]uent,  le  même  polygone  se  réduit  à un  nombre 
impair  de  côtés. 

Les  valeurs  des  coordonnées  =c  et  p des  points  d’intersection, 
fourinsscnt  ainsi  le  moyen  d’inscrire  au  cercle,  un  polygone 
d’un  nombre  impair  de  côtés  à directions  connues  : deux  de  ces 
valeurs  donnant  la  double  position  du  sommet  x'  du  polygone 
(y?g-.  iii),  par  rapport  à la  direction  du  diatnétre  t'.\,  pa- 
rallèle à la  bissectrice  de  l’angle  des  côtés  x'a,  x^x;  les  deux 
autres  donnant  les  positions  du  soinmel  .r’  on  jc"  par  rapport 
à ce  même  diamètre  pris  pour  axe  des  abscissi's. 

Enlin,  on  remarquera  (pie  res  polygones  accouplés  diffèri'iit 
uniipiement  entre  eux,  en  ce  que  leur  dernier  côté  a la  di- 
rection x'x  pour  l’im  et  a:’*  pour  l’autre.  On  ne  doit  donc  jtas 
être  surpris  de  trouver  (y?"’,  iio),  dans  ces  mêmes  circon- 


(*)  Evidemmont,  c(S  équations  de  condition  cOnvenablenaînt  dévelop- 
pées. répondent  à autant  de  formules,  de  lliéorèmcs  de  trigonométrie 
plane,  relatifs  aux  |K)lygones  inscrits  ou  cireonserils  au  cercle,  et  qui 
sont,  .comme  on  l’a  déjà  fait  remanpter,  la  traduction  algébrique  des  pro- 
positions ou  relations  angulaires  exposées  au  n°  III  de  ce  IV*  Gabier. 

16. 


Digitized  by  Coogle 


•i44  IV'  CAHIER.  - PROPRIÉTÉS  l)E.SCRlPTrVES 

stances,  quatre  points  d’intersection  du  cercle  (C),  avec  la 
courbe  décrite  par  le  sommet  libre  a,  des  polygones  variables 
inscrits  à ce  cercle,  et  dont  les  cotés  ont  des  directions  arbi- 
trairement données. 


Accord  des  solutions  et  résultats  précédents  avec  ceux 
des  scct.  II  cMll  </e  ce  Cahier. 

(’omme  on  le  voit,  tout  ce  qui  précède  s’accorde  parfaite- 
ment avec  ce  que  nous  avons  démontré  dans  les  sect.  II  et  III; 
mais  on  a vu,  de  plus,  que,  en  général,  il  n’y  a jamais  que  deux 
manières  d’inscrire,  à une  courbe  du  second  degré,  un  poly- 
gone dont  les  côtés,  (jucl  qu’en  soit  le  nombre,  passent  par  au- 
tant de  points  donnés  à volonté  sur  son  |)lan.  Il  serait  difficile 
de  le  démontrer  directement  dans  cette  hypothèse  gi'iiérale,  en 
suivant  la  marche,  précédente,  .à  cause  de  la  complication  des 
coefficients  qui  entrent  dans  l’équation  fondamentale  (n),  p.  ii-î 
de  la  présente  section;  il  n’en  est  pas  moins  certain  que  la 
courbe  représentée  par  cotte  équation,  bien  que  du  quatrième 
degré,  ne  rencontre  le  cercle  qu’en  quatre  points  réels,  dont 
deux  seulement  donnent  la  solution  du  problème  de  l’inscrip- 
tion du  polygone  à ce  cercle. 

Nous  reviendrons,  peut-être,  sur  cette  question  par  la  suite. 
Pour  le  moment,  je  me  contenterai  de  faire  voir,  sur  un 
exemple  particulier,  comment,  dans  le  cas  qui  vient  d’être 
discuté  tout  au  long,  le  lieu  du  sommet  libre  a du  polygone, 
se  trouve  lie  à celui  du  point  où  se  coupent  les  deux  tangentes 
menées  au  cercle  (C),  par  ses  intersections  o et  i [fig-  tia) 
avec  les  directions  indéfinies  des  côtés  extrêmes  et  ax*' 
ou  ax’. 

Cas  des  polygones  de  rang  impair.  — Examinons  d’abord 
le  cas  [ftg.  lia)  où  le  sommet  x',  étant  de  rang  pair,  le  poly- 
gone ax'x"...x'' a est  lui-même,  d’un  nombre  impair  de  côtés, 
par  exemple  cinq,  ce  qui  suppose  n = 4:  imaginons,  de  plus, 
le  polygone  de  rang  x-f-i  ou  hexagone  a'  innpqrx',  circonscrit 
au  cercle  (C)  et  dont  les  côtés  le  touchent  rcspectivemciu 
aux  divers  points  o,  x’,x",. ..,  i.  Cela  posé,  si  l’on  déforme 
le  polygone  ax'...x''»  comme  il  a été  dit  précédemment,  le 
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point  a et  le  point  «'  parcourront  séparément,  des  courbes 
liées  entre  elles,  de  telle  sorte  que  la  connaissance  de  l’une 
devra  entraîner  celle  de  l’autre.  Or  nous  avons  démontré 
(n"  111  de  ce  Cah.)  que,  quand  le  polygone  «'/nn...ra',  pos- 


Fig.  ti9. 


séde  uii  nombre  pair  de  côtés,  le  point  a'  parcourt  un  dia- 
mètre Ca'  (lu  cercle;  donc,  si  l’on  trace  la  corde  oi,  celte 
corde  devra  conserver  dans  toutes  ses  positions  une  direction 
constante,  perpendiculaire  à celle  de  ce  diamètre  Ca'.  Donc 
aussi  la  courbe  décrite  par  a,  peut  être  considérée  simplement 
comme  engendrée  par  le  sommet  libre  d’un  triangle  aoi,  dont 
les  autres  sommets  o et  i sont  assujettis  à parcourir  le  cer- 
cle (C),  tandis  que  ses  trois  côtés  restent,  dans  toutes  leurs 
positions,  parallèles  .à  eux-mèmes. 

La  question  est  ainsi  ramenée  à quelque  chose  de  bien 
simple;  nous  ne  nous  en  occuperons  pas  davantage,  parce 
qu’elle  n’est  qu’un  cas  particulier  de  celles  qui  ont  été  discu- 
tées précédemment  très  au  long.  Je  ferai  pourtant  observer 
(pie  les  points  où  la  diamétrale  Ca'  rencontre  le  cercle  direc- 
teur, sont  nécessairement  deux  des  points  de  la  courbe  des 
sommets  a,  compris  parmi  les  quatre  points  réels  où  cette 
courbe  rencontre  le  cercle  (C). 

Si  l’on  se  proposait  d’inscrire  le  polygone  ax'....x’a  à ce 
cercle,  il  est  évident  que  les  intersections  particulières  rela- 
tives au  cas  précédent,  ne  résoudraient  nullement  la  question, 
l'our  obtenir  le  couple  des  intersections  qui  donnent,  seules,  la 
solution  géoméiriciue  du  problème,  on  circonscrirait  au  trian- 
gle oxi,  pour  une  position  quelconque,  un  cercle  dont.on  join- 
drait le  centre  avec  le  sommet  a par  une  ligne  droite;  menant 
ensuite,  par  le  centre  C,  du  cercle  directeur,  un  diamètre  paral- 
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lèleà  la  droite  ainsi  obtenue,  il  vicntirail  couper  la  circonlérence 

de  ce  dernier,  aux  deux  autres  points  où  le  lieu  des  points  a la 
rencontre  ; ce  qui  déterminerait  la  position  des  sommets  de  l’on 
et  de  l’autre  des  triangles  oai  qu’il  faut  inscrire  au  cercle  (C), 
et  d’où  l’on  déduirait  enfin  la  position  même  de  ces  triangles 
et  des  polygones  inscrits  correspondants. 

On  voit,  sans  peine,  que  cette  manière  d’envisager  la  ques- 
tion offre  les  mêmes  conséquences  (pie  celles  précédemment 
déduites  de  l’équation  de  la  courbe  des  sommets  a,  pour  le 
cas  où  l’indice  s était  censé  pair. 

L us  tif's  poh'i^oïK'S  lie  rnn^  piiir. — Dans  le  cas  de  ^ impair, 
égal  à 3 par  exemple  (fig-  • '3),  et  où  le  polygone  à inscrire  au 
cercle  (C)  a un  nombre  pair  de  cotés  n i =4»  polygone  cir- 
conscrit correspondant  mnpqa'  en  a un  nombre  s -H?-  ou  5, 

Kig.  Il 3. 
fn 


ini|K)ir.  Or  nous  avons  démontré  ci-dessus  ( p.  iog)  ipie,  dans  ce 
cas,  le  sommet  «'  décrit  une  circonférence  concentrique  à celle 
de  (C);  donc  la  corde  qui  joint  les  points  i et  o conserve  la 
même  grandeur  dans  toutes  ses  positions,  et,  par  conséquent, 
elle  est  tangente  aussi,  dans  toutes  ses  positions,  à un  autie 
cercle  concentrique  à (C). 

Cela  suffit  évidemment  pour  faire  voir  que  le  sommet  a 
ne  saurait  être  sur  la  circonférence  (C),  que  quand  il  se  con- 
..  fond  avec  l’un  ou  l’autre  des  points  f et  o;  ce  qui  présente, 
comme  il  est  aisé  de  s’en  apercevoir,  quatre  cas  différents  : 
on  obtiendra  les  deux  positions  où  a et  o coïncident,  en  me- 
nant au  cercle  enveloppe  de  la  corde  oi,  deux  tangentes  paral- 
lèles à ai,  et  eboisissant  parmi  les  quatre  points  ainsi  obtenus 
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sur(C),  qui,  étant  situés  sur  un  iiièino  (liamétro,  corres- 
pondent au  point  o. 

Les  deux  positions  où  a coïncide  avec  le  deuxième  point  i 
s'obtiendront  d’une  manière  scmldable;  sur  <pioi  on  doit  ol>- 
serverque,  si  l'dn  proposait  la  (piestion  d'inscrire  au  cercle  (<]) 
un  polygone  ax'. . .x'a,  les  (juatre  points  ainsi  déterminés  ne  la 
résoudraient  pas,  et,  coinine  ils  sont  les  seuls  oii  la  courbe  des 
sommets  a rencontre  le  cercle,  on  doit  en  conclim*  (pi'il  n’y 
aurait  alors  aucune  solution  effective.  Pour  qu’il  y ait  solution 
géométri(iue,  il  faut  (pie  la  corde  oi  devienne  nulle;  or  il  est 
(•vident  ipi’alors  le  cerde  enveloppe  de  cette  corde,  se  con- 
fondra avec  le  cercle  directeur  (C)  et  la  courbe  des  sommets 
libres  a.  lïonc,  dans  ce  même  cas,  la  question  aura  une  iiilinit(- 
de  solutions  géométriques. 

Hnpprodtemenls.  — Tout  ceci  encorct  est  parfaitement  con- 
forme aux  conséquences  (pu;  nous  avons  tirées  de  l’i'npia- 
tion  en  a et  p de  la  courbe  ; car,  dès  ipn*  le  sommet  a se  con- 
fond avec  le  point  o,  il  faut  (pi’il  se  confonde  en  même  temps 
avec  le  sommet  x”,  et  que,  ]»ar  consétpient,  le  (juadrilatère 
ux' x" x'" -JL,  se  réduise  à un  simple  triangle  x' x" x” , puisipie 
.r'a  s’est  lui-même  coid'ondu  avec  x' x'"  ( * ).  ' 

On  peut  en  donner  une  raison  très-simple  : en  effet,  puis- 
(lue  le  sommet  a doit  se  rapprocher  du  point  o jusqu’à  s’y 
confondre,  il  faut  nécessairement  (pie  le  triangle  oax"  se  ré- 
duise à un  point  dans  celte  même  circonstance;  or  il  n’est  pas 
diflicile  de  voir  que  le  côté  ox",  faisant  partie  du  (piadrilalère 
inscrit  ox'x"x"o,  doit  conserver  une  direcliini  constante,  et, 
par  conséquent,  que  le  triangle  onx'"  restant  toujours  sem- 
blable à Ini-mèine,  si  l’un  de  ses  C(')lés  oa  devient  nul,  il  faut 
(pie  les  deux  autres  x'"a  et  ox'"  s’évanouissent  en  même  temps. 
Donc  quand  le  point  a sera  sur  le  cercle  (C),  le  C(')ié  x' a.  se  sera 
effeclivcmcnl  confondu  avec  la  droite  x' x",  et  le  (luadrilatèrc 
se  trouvera  réduit  à un  simple  triangle.  • 


(*)  On  supprime  ici,  à cause  de  l’obscurité  do  sa  rédaction,  un  alinéa 
entier  du  texte,  dans  lequel,  pour  faire  comprendre  la  possibilité  du  rap- 
prochement mutuel  des  points  n,  a,  x"”,  le  (juadrilatère  convexe  xx'x’.v”'x 
est  déformé  suivant  le  quadrilatère  gauche  .f'ar'aij-,.!',  à ciïtés  jmrallcles  et 
où  la  chose  devient  jilus  évidente  aux  yeux , jiar  le  triangle  (’'*,  J',. 
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yulK  iiilditiimncUf  itcmUmt  l’impression. 

On  ()eul  iHro  surpris  de  l’étendue  accordée  à l’élude  d’une  théorie  en 
apparence  aussi  simple  que  celle  des  polygones  inscrits  ou  circonscrits  aux 
coniqut>s,  dans  les  conditions  ici  prescrites.  Mais,  outre  l’inlérét  historique 
et  analytique  qui  s’y  rattache,  il  faut  encore  remarquer  que  je  ne  connais- 
sais, en  i8i3,  aucun  fait  géométrique  d'indétermination  aussi  singulier  que 
celui  de  l'inscription  indéfinie,  des  polygones  d’ordre  pair;  si  ce  n’est  le  fait 
même  des  polygones  réguliers  indéliniment  inscriptibles  au  cercle.  A 
l'égard  de  ces  derniers,  on  sait  que,  sans  rien  changer  aux  formules  et 
démonstrations,  on  peut  directement  passer  d’un  nombre  h de  célés  à un 
nombre  «-t-i  ou  « — i : au  contraire,  ici,  la  parité  ou  l'imparité  du  nombre  « 
c.\erco  une  iniluence  capitale  et  rompt  toute  continuité,  comme  cela  se  voit 
dans  la  science  abstraite  des  nombres,  à l’égard  de  certains  théorèmes, 
par  là  même  trèsKlifficiles  à découvrir  ou  à démontrer  au  moyen  des 
méthodes  qui  reposent  sur  l’hypothèse  do  la  continuité  absolue. 

En  ctfot,  l'envelopiie  du  rélé  libre  de  tout  jjéle,  dans  les  polygones 
variables  inscrits  à une  simple  conique,  de  même  que  le  lieu  du  sommet 
libre  de  toute  directrice  polaire,  dans  les  polygones  mobiles  circonscrits 
à une  telle  courbe,  ce  lieu,  celle  enveloppe  sont  irès-dilférents  pour  les 
polygones  d’ordre  pair  ou  impair;  l’enveloppe  se  réduisant  à un  point  et 
le  lieu  à une  droite  fixe,  pour  l’ordre  impair,  contrairement  à ce  qui  arrive 
pour  l’ordre  pair.  Au  reste,  d’après  les  discussions  des  p.  192  et  aoi  du 
texte,  ces  singulières  anomalies  s'étendent  aux  figures  inscrites  à un  ou 
deux  pèles  et  cétés  seulement  [unilmère,  hiiotère),  ainsi  qu’aux  figures 
circonscrites  à un  ou  deux  angles  et  diroclrices  (iiiiwiigle,  hiangle),  dont 
les  curieuses  et  fécondes  propriétés  constituent,  d’une  part,  la  théorie  du 
/Mc  et  de  ta  polaire  simples,  toujours  possibles,  d’une  autre,  celle  du 
double  eoHtact,  tantôt  réel,  tantôt  imaginaire,  îles  sections  eonii/ues; 
théories  qui  se  trouvent,  pour  la  première  fois  (1820,  1822],  rattachées, 
par  la  doctrine  des  projections  centrales  et  de  l’infini,  d’une  manière  on 
ne  peut  plus  intime,  aux  propriétés,  si  élémentaires  et  si  généralement 
connui's,  du  centre  du  cercle  et  des  circonférences  concentriques  (Tndté 
des  Propriétés  projectives  des  figures,  Sect.  I et  III,  chap.  III). 
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CmQUIÈME  CAHIER. 

PROPRIÉTÉS  DESCRIPTIVES  DES  DOUBLES  CONIQUES  : 

PRINOPE  génT:ral  de  projection  centrale  sur  LEOUEL 
CES  propriétés  reposent. 


I. 

SUR  LES  CORDES  SIMPLES,  MOBILES,  A LA  FOIS  INSCRITES 
BT  CIRCO.NSCRITES  AUX  SECTIONS  CONIQUES. 

I..3  recherche  qui  termine  le  IV'  Cahier  se  réduit  au  fond  à 
la  solution  analytique  de  ce  problème  : 

Prob.  I.  — a Étant  donnes  sur  un  plan,  deux  cercles  concen- 
» triques  ayant  pour  centre  commun  1 14).  soit  mené,  en 

» un  point  quelconque  x'  du  cercle  intérieur,  une  tangente  à ce 
» cercle,  rencontrant  le  cercle  extérieur  aux  points  x"  elx";  par 
))  chacun  de  ces  points  soient  menées  sous  des  directions  fixes, 
» des  drqites  variables  de  position,  c’est-à-dire  parallèlement  à 
» des  droites  données  : elles  produiront  par  leurs  intersections 
»>  mutuelles  une  série  de  points  a;  quelle  sera  la  courbe  parcou- 
» rue  par  ces  points  quand  on  fera  varier  la  tangente  x"x"î  « 


Fig.  11.',. 


J’appelle  /•  le  rayon  du  plus  petit  des  deux  cercles  et  R 
celui  du  grand  ; je  donne,  de  plus,  aux  diflérentes  coordon- 
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iu‘(îs  les  (lénoiniiuitions  iii(li(|uécs  par  l:i  les  éi|iiaiioMs 

indélinies  de  ces  cercles,  rapporlées  au  centre  (I  cl  aux  axes 
rectangulaires  C^,  (i  r,  ces  cqualinns  serunt 

(i)  Æ-'-t- (2)  .r’-t-_r’=  R’; 

celle  de  la  tangente  au  point  x'  cl  _v'  du  petit  cercle  étani 

(3)  yy'-hx.r'—r\ 

Nommant  d’ailleurs  m et  — ni  les  langenles  trigonomélriqiurs 
des  angles  que  les  droites  x” a et  x"'<t  forment  constamment 
avec  l’axe  des  abscisses  dont  la  direction  Cx,  est  supposée 
diviser  l’angle  des  droites  a.x"  et  ax"’  en  deux  parties  égales, 
on  aura  ]>our  les  équations  de  ces  deux  droites, 

(4)  (5) 

Kn  éliminant  x'  et  y',  x"  et  ettlre  ces  deux  équations  et  les 
précédentes  ou  celles  qui  les  remplacent  en  fonction  de  ces 
coordonnées,  on  aura,  entre  a et  p,  une  équation  qui  sera 
celle  de  la  courbe  parcourue  par  le  sommet  a. 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  x" , y" , x^cl  r'".  oti  peut  d’abord 
combiner  l’é(|uation  (3)  de  la  tangente  x" x”  avec  celle  (2)  du 
cercle  de  rayon  R,  et  l’on  aura 

/x'±  r'  v‘  R’ — c’  rr'  ip  x'  v'IP — /■’ 

Prenant  les  signes  supérieurs  du  radical  pour  les  valeurs  de 
x",  y"  et  les  signes  inférieurs  pour  x'“  et  y'“,  il  viendra 


r’ 


On  voit  que  ces  expressions  sont  toutes  du  premier  degré 
en  x'  et  y',  et  qu’elles  ont,  ipianlà  la  forme,  une  grande  ana- 
logie avec  celles  des  coordonnées  ap])artenant  aux  différents 
sommets  d’un  polygone  inscrit  .à  un  cercle  rronl  les  côtés  au- 
raient des  directions  constantes. 


„ rx'-y  y'  y/R’ — r’  „ r y' — x't/IP — 

X = = î y'  =z  -î — 

r J f. 


^ rx* — vVK' — « d '-J-x'v  K*- 

X = ^ , Y = ■ 
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Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (4)  et  (5),  elles 
deviendront,  en  les  ordonnant  par  rapport  à x'  et  r ', 

(m  — /•’ — c)  j^-t-  [mr  -+-  y/lU — r^}x'—r{moi  — p) , 

(m  — r' — r)r' — nir-\-  v'K’ — r’)  x'  = — /•{  ma.  + 3). 

Éliminant  ar'  et  j'  entre  ces  équations  et  l’équalioii  x’^->ry''‘—r^, 
il  viendra  enfin 

(///r-t-  — r’j*  P’-t-  m''  ni\j\K'‘ — ~r'‘ — /-  l’a’ 

= (/«/•-(-  v'R’ — r^y  ' m v/K* — r' — c)’. 

Telle  est  l’équation  de  la  courbe  cherchée;  elle  offre  absolu- 
ment les  mêmes  circonstances  que  l’équation  correspondante 
obtenue  dans  la  sect.  IV  du  Cahier  précédent.  Elle  représen- 
tera, comme  on  voit,  un  cercle  quand  on  aura 

/iir -t-  — r^  — ±ni{m  s/ÏV — r’ — r ] ; 

équation  de  condition  dccomposalile  dans  les  suivantes 

2mc  = ( w’ — i)  VK' — /■%  ( m’-t-  i ) v^lV — . o. 

On  tire  de  la  seconde, 

K = / . 

Ainsi,  le  sommet  ou  point  d’intersection  a parcourra  un 
cercle  quand  les  deux  proposés  se  confondront,  l’on  voit  que 
cette  condition  revient  à celle  qui  exige  que  les  sommets  x' 
et  JT"  du  polygone  dont  on  s’est  occupé  (p.  -li-x,  Ji‘^.  109)  du 
précédent  Cahier,  se  confondent  en  un  seul;  l’équation  de 
la  courbe  des  a devenant  ainsi 

a’+P’=R*; 

c’est-à-dire  celle  du  cercle  même  de  rayon  R. 

L’autre  équation  de  condition  donne 

H ^ (■  — »<^)  K . 

4l>?  i-f-w 
“*”  ( I — m’  )> 
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la  qiiaïUilé  — représentanl  évidcmnienl  la  langentc  Iri- 

gonométrique  de  l'angle  a"aa"  que  les  droites  a.x”  et  a-xf"  for- 
incnl  entre  elles.  Donc,  si  l’on  appelle  a cel  angle,  on  aura 

/•  = = K cos  a. 

V I + tang’a 

Pour  interpréter  cette  dernière  équation,  il  suffit  de  mener 
])ar  le  centre  C,  du  cercle  de  rayon  donné  K,  deux  droites 
Cm,  C»i'  parallèlesà  ax“  et  ax*,  et  d’abaisserdu  point  ooù  l’une 
de  ces  droites  rencontre  ce  cercle,  une  perpendiculaire  o/i  sur 
l’autre;  la  distance  CA'  sera  la  valeur  du  rayon  r.  Car,  dans  le 
triangle  rectangle  oA  C,  on  a 

AC  = oC.cosmCm'  ou  r = Kcosa. 

En  prolongeant  les  droites  t>A'  cl  oC  jusqu’à  leurs  rencontres 
en  i et  a'  avec  le  cercle  de  rayon  R,  cl  menant  par  ces  deux 
lioinls  a'  et  i la  droite  a'i,  on  voit  que  celle  droite  sera  paral- 
lèle à Cm',  et  (|ii’ainsi  l’angle  oa'/  est  égal  à l’angle  mCm'.  De 
plus,  il  est  visible  que  la  droite  oi  est  tangente  au  cercle  r, 
ainsi  l’équation  de  condition  r=Rcosa,  exprime  que  le  triangle 
x”ax”  doit  être  inscrit  au  cercle.  (R)  dans  l’une  de  ses  posi- 
tions. Or  celte  condition  revient  précisément  à celle  qui  exige 
que  le  polygone  ux'.  ..x'a  de  la /ig.  loq  ( p.  aSa  ),  soit  inscrip- 
lible  dans  le  cercle  (R)  pour  l’une  au  moins  de  ses  positions: 
nous  avons  vu,  en  effet,  qu’alors  le  point  a décrivait  ce  cercle 
tout  entier  (*). 


(*)  On  m’cxruscra  de  revenir  sur  l’objet  des  observations  do  la  Note 
finale  du  précédent  Cahier,  concernant  l'inscription  au  cercle  des  [ady- 
gones  dans  des  cas  relativement  élémentaires,  en  faveur  de  la  bizarre 
circonstance  qui,  d'après  la  théorie  de  l’élimination,  fait  dépendre  ce  pro- 
blème de  la  résolution  d'une  é(]uation  du  huitième  degré,  mémo  dans  le 
cas  simple  où  les  côtés  du  |>olygone  ont  des  directions  fixes,  assignées  à 
priori  : la  courbe  du  Commet  libre  ou  variable  de  ce  polygone  [X)s.sc-de alors, 
à l’infini,  des  points  doublrs  également  a.ssignables  à priori,  et  ronser\e 
avec  le  cercle  directeur  des  autres  sommets,  des  relations  tres-intimes  qu’il 
eût  été  intéressant  de  discuter,  si  cela  n’eùt  pas  trop  écarté  l'auteur  du 
but  philosophi(|ue  principal  de  scs  recherches. 

•le  retrouve  parmi  mes  papiers,  une  Note  écrite  sans  doute  [hîu  de  temps 
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L’cqualion  précédente  de  la  courbe  offre  évidemment  la 
même  circonstance;  car,  en  y faisant  la  supposition 

elle  devient  simplement 

Probl.  II. — « Quelle  est  la  courbe  telle  que,  si  l’on  mène 
» de  l’un  (juelconque  de  ses  points  a,  deux  tangentes  et  a/' 

Fig.  Il 5. 


» à une  première  ligne  du  second  degré  (C),  la  corde  tt'  des 
h points  de  contact,  soit  tangente  à une  deuxième  ligne  (C') 


après  mon  retour  do  Russie,  et  relative  au  cas  où  les  côtés  ax",  x.v” 
du  triangle  variable  x’^x"  (Jîg-  ïi4)i  au  lieu  de  demeurer  parallèles  à 
des  directions  fixes,  passent  respectivement  par  des  pôles  donnés  sur  le 
plan  des  deux  cercles  concentriques. 

Dans  ce  cas  plus  général,  l'équation  en  a et  §,  à laquelle  ou  parvient, 
s’élève  au  quatrième  degré  ; mais  elle  se  réduit  à celle  du  texte,  c’est- 
à-dire  au  second  degré  seulement,  quand  les  pôles  s’éloignent  à l’infini 
sur  le  plan  des  cercles;  et,  comme  la  figure  relative  à ce  cas  est  la  pro- 
jection centrale  ou  per.spoctive  d'un  système  de  deux  coniques  à double 
contact  imaginaire,  dont  la  corde  ou  sécante  commune  idéale,  passée 
à l’infini,  contient  les  doux  (>ôles  en  question,  il  en  résulte  une  série 
de  tbéorèmes  concernant  le  ilouhle  contact  des  sections  coniques,  quelle 
que  soit  d’ailleurs  la  nature  do  leur  corde  de  contact  commune.  Ces 
théorèmes  sont  relatifs  à l’inscription  et  à la  circonscription  des  poly- 
gones mobiles  ou  variables  ayant»  cl  x" x"  [wur  dernier  sommet  et  der- 
nier côté  libres;  mais  je  crois  inutile  de  les  rappeler  ici,  parce  qu’ils  se 
trouvent  compris  implicitement  pamu  ceux  du  IV'  Cahier,  et  suffisamment 
indiqués  dans  le  Traite  îles  Propriétés  projectives  ries  figa res. 
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« de  cei  ordre  et  de  forme,  de  situation  également  arbi- 
» ira  ires?  » 

On  peut  projeter  le  système  des  deux  lignes  (C)  et  (C'),  de 
manière  que  Tune  quelconque  d’entre  elles, (C)  par  exemple, 
devienne  un  cercle.  Cela  posé,  admettons  que  l’origine  des 
coordonnées  soit  placée  au  sommet  O de  la  courbe  (C'),  l’équa- 
tion de  celle-ci  sera  de  la  forme  générale 

(i)  Bar'’-t- 2Ca"'=  o, 

qui  peut  représenter  toutes  les  lignes  du  deuxième  degré,  en 
choisissant  convenablement  le  rapport  des  coeflicicnts  con- 
stants B et  A ( Gdi.  Il  ). 

L’é(iuaiion  du  cercle  ((^)  peut,  elle-même,  être  écrite  de  la 
manière  suivante, 

(7.)  [x"—ny+{x"—by=r^; 

et  celle  de  la  tangente  au  point  T,  de  la  courbe  (C'), 

(3)  A B.rjr'-+- Cx-4- O. 

où  x'  et  r'  sont  les  coordonnées  de  T. 

Ennn,  l'équation  de  la  tangente  indéfinie  /a  au  point  l du 
cercle  (0),  dont  les  coordonnées  sont  x"  et  j",  étant 

rir"—  '•)  x{x"—fi)=  /•’—  a’—  è’-H-  ax"+b  r", 

si  l’on  y substitue,  pour  x et  )•,  les  coordonnées  variables  a 
et  P du  sommet  a de  l’angle  circonscrit  à (C),  on  aura  la  nou- 
velle équation 

( 4 ) P ir" -b)-i-a{x"—a)z=r’—„’—b’+ax"+  by" , 

(pii  exprime  que  ce  point  appartient  à la  tangente  l a.  Donc,  si 
on  la  combine  avec  l’éipiation  tirée  de  (?.)  qui  exprime  que  le 
point  répondant  à 2^"  et  y",  appartient  au  cercle  (C),on  obtien- 
dra les  doubles  valeurs  des  coordonnées  relatives  aux  points  de 
contact  conjugués  t cl 

Cela  étant  admis,  il  est  clair  ipie,  si  l’on  regarde  x"  et  r"  ' 
comme  variables,  a et  p comme  constants,  l’équation  (4),  li- 
néaire en  x",  y",  représentera  une  ligne  droite  qui  passe  par 
le  couple  des  points  / et  elle  sera  donc  l’équation  de  la 
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corde  indéfinie  tl'  elle-iiièmc.  (^etle  corde  doit,  d’après  les 
données  du  problème,  être  laiigenle  à la  courbe  (U')  au  point  T 
dont  les  coordonnées  sont  x'  et  j';  donc  aussi  son  équation 
doit  pouvoir  être  rendue  identique  à l’équation  (3)  de  la  tan- 
gente à cette  courbe,  au  même  point. 

Remplaçant  d’abord  les  indéterminées  r"  et  r'  par  les  va- 
riables générales  x et  y,  et  ordonnant  l’une  et  l’autre  des  équa- 
tions (3)  et  (4)  par  rapport  à ces  variables,  elles  deviendront 

A r'.r  H-  ( B.r'  -I-  C ) X -h  C.r'  = O, 

( P — b)y-^{7i  — rt).r  = — a' — b' -y  8è  -f-  ao  = — /r’, 

en  introduisant  la  lettre  h alîn  d’abréger. 

Pour  que  ces  dernières  équations  deviennent  identiques, 
ou  que  les  deux  droites  qu'elles  représentent  se  confondent, 
il  faut  qu’on  ait,  d’une  part, 

(5) 

et,  d’autre  part. 

Ces  nouvelles  équations  expriment  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  coordonnées  *,  p et  x' , y',  alin  (|uc  la  condition  précé- 
dente ail  lieu  dans  toutes  les  positions  de  la  tangente  ou  corde 
infinie  T/U.  Ainsi,  étant  donnés  x'  et  y',  on  pourra  déter- 
iniiier,  au  moyen  de  ces  éciuations,  les  valeurs  de  a et  de  p qui 
leur  correspondent  ou  au  point  T.  Donc,  si  l’on  élimine  x'  et  ' 
entre  ces  mêmes  équations  et  l’équation  («)  à laquelle  les 
coordonnées  x'  et  y'  doivent  toujours  satisfaire,  on  aura  le 
lieu,  la  série  illimitée  des  points  a,  déterminés  comme  il  a été 
expliqué  ci-dessus,  c’est-à-dire,  l’équation  indéfinie  même  de 
la  courbe  cherchée. 

Mais  lès  équations  (5)  et  (fl)  donnent 

, /.-'C  c^p  — /C 

~C(a  — «)  — RA’’  — AfC(y  — o)  — B/.’;’ 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  (i).  on  aura  pour  l’écpiation 


a — n Bx'-t-  C 

~f^b  - \y' 

/.  = _ Cx' 

p_/,  — Âÿ' 
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de  la  courbe  cherchée  dans  les  coordonnées  variables  a ei  p, 

AC‘(p  — b r-h  BD  /.  • + a O /.  ’ [C(a  — a)  — B /.  ’]  = o, 
ou,  en  substituant  la  valeur  de  k^=a^-\-  b‘‘ — r’ — — aa, 

AC’(p-é)'  + B[«’  + /P  — /-’-ip-rtaJ’ 

+ /■’—  ip  — «*]  [C(a  — n)  — — r*  — /jp  — o a)]  =r  o, 

OU  bien,  plus  simplement  encore, 

AD(p  — /•’— 6p  — rta] 

X [aC(a  — a)  — B(n--I-  — /•’ — />p  — nt»)]  = o. 

Cette  équation  étant  du  deuxieme  degré,  le  lieu  cherché, 
la  ligne  décrite  par  le  point  a,  est  une  section  conique  ou 
courbe  du  même  degré. 

Quand  le  coefficient  C de  x'  dans  (i),  est  nul,  (C')  se  réduit 
à un  point  ou  à un  couple  de  droites,  et  l’équation  du  lieu  de- 
vient, pour  ce  cas, 

6p  -f-  aa  = a’-t-  fp — /•’, 

qui  est  celle  d'une  simple  droite  conjuguée  au  sommet  O 
de  (C'),  pris  pour  origine  des  axes  coordonnés;  propriété  bien 
connue.  On  voit  que  cette  droite  est  perpendiculaire  à celle 

dont  ré(|uation  r=^.r,  appartient  à la  distance  qui  joint  le 

centre  C au  pôle  ou  point  donné  O. 

Bemarque.  — 11  suit  évidemment  de  ce  que  a parcourt  tinc 
courbe  du  deuxième  degré,  que  réciproquement,  si  ce  point 
devenu  mobile,  était,  à priori,  assujetti  à décrire  celte  courbe 
censée  donnée,  et  <jue,  par  chacune  de  scs  positions,  on  menât 
un  couple  de  tangentes  at  et  at'  à une  autre  ligne  quelconque 
du  deuxième  degré,  la  corde  de  contact  tl'  conjuguée  de  a, 
roulerait,  dans  toutes  ses  positions,  sur  une  dernière  ou  troi- 
sième section  conique  (*). 


{*)  Celte  remarque  contient  le  premier  germe  de  mes  idées  sur  la 
théorie  géométrique  des  polaires  réciproques,  auxquelles  j'ai  donné  un 
certain  développement  dans  un  article  imprimé  en  janvier  1818  et  dont 
on  trouvera  1a  reproduction  textuelle  au  t.  II  de  ces  J/j/tlicniions. 
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Nous  avons  fait  usage  déjà  de  cette  propriété  dans  le  cours 
de  ces  recherches.  Elle  peut,  à la  rigueur,  être  déduite  à 
posteriori  comme  conséquence  de  la  précédente;  mais  nous 
allons  ici  nous  propo.ser  de  la  démontrer  directement. 

PiiOB.  III. — n Quelle  est  l'enveloppe  de  l’espace  parcouru 
» par  la  corde  de  contact  il',  obtenue  en  menant,  d’un  point 
» (a)  mobile  sur  une  courbe  du  second  degré  (C'),  un  couple 
» de  tangentes  à une  autre  courbe  (C)  de  ce  degré?  » 

Nous  supposerons,  comme  dans<la  question  précédente, 
que  l’on  ait  projeté  la  figure  de  manière  que  la  courbe  (C) 
devienne  un  cercle  quelconque  ; nous  supposerons  également 
que  l’origine  des  coordonnées  soit  au  sommet  O de  la  courbe 


Fig.  ii6 


(C'),  et  nous  désignerons  les  coordonnées  courantes  du  som- 
met a,  par  a et  p,  comme  ci-dessus. 

Cela  posé,  les  équations  de  la  courbe  (C')  et  du  cercle  ((i) 
seront  de  cette  forme 

(l)  Ap’-I- Ba’-f- ?Ca  = O, 

(7.)  (7 — — ay=r\ 

L’équalion  d’une  tangente  au  cercle  (C),  menée  par  un  point  l 
a coordonnées  x',  y',  étant,  en  général, 

y~(y' — b)-^x{x' — a)  = r’ — a’ — 6’-|-  æt'-H  hy', 

si  l’on  y substitue  a et  p à la  place  de  x et  y,  elle  exprimera 
la  condition  même  qui  doit  exister  entre  les  coordonnées  a 
et  p,  x:'  et  y'  pour  que  cette  tangente  passe  par  le  point  a. 

Si  d’ailleurs,  on  regardait,  dans  cette  équation  devenue 

P {y' — />)-(-  a (ar' — a)  = r’ — a- — b’ -y  ax' by', 

!..  '7 
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les  roordoiim'os  .r',  y'  roinine  variables,  elle  sérail  la  propre 
é(|ualion  de  la  corde  II',  qui  passe  par  les  points  de  conlacl 
correspondanls  à a.  Donc  si  l’on  y remplace  à leur  tour,  les 
coordonnées:!:'  cl  y'  par  x et_^%  l’équalion 

(3)  P (y  — ft)  -(-  a(x  — o)=  r’ — fl’ — 6’+  ax  byz=  k', 

qui  en  résultera  sera  l'équation  de  la  direction  indéfinie  et 
toujours  réelle,  de  la  corde  de  contact  tt',  conjuguée  ou  cor- 
respondante au  point  a. 

De  là  il  résulte  que  a étant  donné,  la  droite  indéfinie  U'  le 
sera  pareillement.  Donc,  si  l’on  déplace  ce  point  en  lui  faisant 
parcourir  la  courbe  du  deuxième  degré  ((7),  ce  qui  établit 
la  relation  (i)  entre  a et  p,  la  corde  conjuguée  U'  changeni 
de  position  d’après  une  loi  correspondante. 

Supposons  maintenant  que  le  point  a se  déplace  d’une  quan- 
tité infiniment  petite  sur  la  courbe  (C'),  la  nouvelle  corde  sera 
infiniment  voisine  de  la  première,  et  leur  intersection  mu- 
tuelle sera  le  point  même  où  celle  corde  touche  l’enveloppe 
cherchée.  D’après  cela  donc,  il  sera  facile  de  trouver  les  coor- 
données X et  J de  ce  point;  car  si  l’on  suppose  que  l’abscisse  a 
devienne  a-|-rfa,  l’ordonnée  p devenant,  en  vertu  de  la  con- 
tinuité, p-|-</p,  l’équation  delà  corde  indéfinie  correspon- 
dante, infiniment  voisine  de  U',  sera 

(p-4-</p)(y  — b)-i-{ot.-hd«){x  — fl)  = 

En  combinant  celte  équation  avec  l’équation  (3)  de  la  corde  II', 
on  aura  la  relation 


'ftp , , , 

V"  { >’  — b)-i~x  — « = O, 

qui  devra  avoir  lieu  entre  les  coordonnées  inconnues  x et  y 
du  point  d’intersection  de  ces  cordes  infiniment  voisines.  Mais, 
si  l’on  différentie  l’équation  (i),  elle  donne,  pour  la  valeur 

I 'L? 

//a’  f/p  r,-|-Ba 

A P 

Substituant  donc  celle  valeur  dans  l’équation  de  condition 
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prérédenie,  elle  deviendra, 

({)  — rt)  — (C-|-Ba){7— <>)  = o. 

Uette  équation  exprimant,  comme  on  l'a  dit,  la  relation  qui 
existe  entre  les  coordonnées  jr  et^  du  point  d’intersection  de 
la  corde  variable  U'  et  de  celle  qui  lui  est  infiniment  voisine, 
elle  donnera,  conjointement  avec  l’équation  (3)  de  //',  la  va- 
leur inconnue  de  ces  coordonnées,  qui  sont  aussi  celles  du 
point  correspondant  de  la  courbe  enveloppe  cherchée,  pour 
chacune  des  valeurs  particulières  de  « et  de  p.  Donc  enlin,  si 
l’on  élimine  « et  p entre  ces  deux  équations  et  l’équation  (i) 
qui  subsiste  toujours  entre  ces  coordonnées  variables,  l’équa- 
tion entre  x y ainsi  obtenue,  sera  l’équation  même  de  la 
courbe  enveloppe  des  cordes  //'. 

Pour  y parvenir,  je  mets  les  équations  (3)  et  (4)  sous  celle 
forme 

i{jr — h)-\-  :t{x  — rt)  = /i’, 

A P(x  — rt  ) — B a(  J — ft)  = C (/—  è)  ; 

d’où  l’on  lire  immédiatement 

{y — />)[/i'B -(- — rt.)]  /i’A(ar  — a)  — (’(>■ — />)- 

‘ A(J^  — tf)'-t-B(y' — by  ’ * \(x  — n)’-HB(_|- — /<)’ 

Substituant  dans  l’équation  (i),  ce  qui  donne 

\{y  — 6)* [A’  B -t-  C ( J-  — fl ) j’-l-  B [ A ’ A (x  — a)  — C(/  — A)’]’ 
-t-2C[A’A(x  — a)  — C(j — A)’][A(x  — rt)’-t-B(^- — A)’]  = o; 

développant  et  rassemblant  les  facteurs  de  \{x — nj’-i-BQ- — A)*, 

j ABA'-|-C’(j«- — A)’-|-?.C[A’A(x  — a)  — €(_)• — A)’]!  X 
X [A(x  — n)’-+-B{/— A']  = o; 

ilivisanl  celle  équation  par  le  facteur  insigniliani 

A(x  — «)’-)-  B(y — A)‘ 

introduit  par  l’élimination,  il  vient 

A B A • -+- C ’ (r  — '>  ) ’ +•  2 [ /•  ’ A ( X — rt  ) — C f J — A )>  ] = O ; 

'7- 
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siilisliuiaiit  eiiliii  pmir /■’ Sii  valeur  i ’ — n' — />’ 4- -P /y,  un 
aura 

^ ^ AB(r’ — fl’ — />’-!- fl.r  4- /;>•)’ — C’(  r — b)' 

I 4-aAC(.r  — fl)(e’ — fl’ — t’4- flJ^  4- /y)  = o. 

Telle  est  l’équation  de  l’enveloppe  cherchée  qui  est,  comme 
on  le  voit,  une  section  conique. 

Du  reste,  on  a pu  remarquer,  chemin  faisant,  que  l’équa- 
tion (4)  est  celle  de  la  perpendiculaire  CT,  abaissée  du  centre 
du  cercle  (C  ) sur  la  tangente  indélinie  menée  à la  directrice  (C'  ) 
au  point  a : il  n’est  pas  difficile  de  se  rendre  raison  de  cela  à 
priori  et  géométriquement;  de  sorte  que  cette  observation 
fournit  le  moyen  simple  et  élémentaire  de  se  passer  du  se- 
cours de  l’analyse  transcendante  dans  la  question  qui  vient 
de  nous  occuper. 


Remarques  diverses — L’équation  trouvée  en  dernier  lieu, 
ne  représente  la  courbe  enveloppe  qu’autant  que  les  opéra- 
tions par  lesquelles  ou  a dû  passer  pour  y parvenir  ne  seraient 
pas  illusoires;  car,  dans  le  cas  contraire,  les  i-aisonnements 
eux-mêmes  devenant  faux,  la  conséquence  pourrait  l’être  éga- 
lement. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l’équation  (i)  avait  la  forme 


Ra’-t-  3-Ca  = O, 


on  ne  pourrait  plus  en  tirer  la  valeur  de  et  par  consé- 


quent la  suite  des  opérations  serait  impossible. 

A la  vérité,  il  serait  toujours  permis  de  considérer  l’exprcs- 

sioii  comme  représentant  cette  quantité  quand  on 

y suppose  A nul,  ce  qui  la. rendrait  infinie,  sauf  pour  les  va- 
leurs infinies  mêmesde  a;  mais  alors  toutes  les  opérations  chan- 
geant de  forme,  et  les  raisonnements  d’abord  admis  devenant 
illusoires,  l’équation  (5)  offrirait  elle-même  des  incompatibili- 
tés. On  trouve  en  effet,  dans  ce  cas,  (|u’elle  se  réduit  à l’équa- 

IjQn  y b — O représentant  une  droite  parallèle  à l’axe  des  .v 

menée  p.ar  le  centre  de  (C).  En  général,  il  est  aisé  de  voir  que 
pareille  chose  s’offrirait  toutes  les  fois  que  l’équation  ( t),  d’où 
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l’on  part,  deviendrait  décomposable  en  farleurs  réels  linéaires 
on  du  premier  degré.  Cela  arriverait  notamment  pour  les  cas 
où  elle  prendrait  l’une  quelconque  des  formes 

.\  fl' — Ba’  = o,  j}’=o,  3t’=o,  B*’-t-2Cï  = o. 

’l'outes  les  fois,  au  contraire,  où  l’équation  (1)  Sf’i’a  pas 
décomposable  en  facteurs  linéaires  réels,  et  où  par  consé- 
quent elle  ne  représenterait  qu’une  seule  et  môme  section 
conique,  l’équation  (5)  sera  la  véritable  équation  finale,  bien 
(|u’il  arrive,  cependant,  que  la  suite  des  calculs  change  de 
(orme  dans  certains  cas. 

Par  exemple,  si  l’équation  (ij  avait  la  forme  Ap'-I-  Ba'  = n, 
ou  si  la  constante  C était  nulle,  l’équation  de  la  courbe  enve- 
loppe se  réduirait  à celle  d’une  droite 

/■' — n’ — />'  4-  ax  by  = o ; 

ce  qui  doit  être  si  l’on  suppose  A et  B de  mêmes  signes,  car 
alors  l’équation  ( I ) peut  être  remplacée,  comme  on  sait,  par 
les  deux  suivantes 

a.  — O et  P = O ; 

qui  représentent  un  point  placé  à l’origine  même  O,  des  coor- 
données. 

Si  l’on  supposait  A et  B simultanément  nuis,  on  arriverait  à 
d’autres  contradictions  ou  difficultés  que  je  ne  me  proposerai 
pas  ici  d’approfondir. 

Nous  devons  conclure  de  tout  ceci,  que,  (luand  les  données 
analytiques  d’une  question  changent  de  forme,  il  est  possible 
que  l’équation  finale  qui  résout  cette  question  d’une  manière 
générale,  devienne  illusoire  et  même  absurde  pour  les  nou- 
velles données,  et  il  n’est  pas  permis  alors,  sauf  un  examen 
particulier  et  attentif,  de  rien  prononcer,  à priori,  d’une  ma- 
nière affirmative.  Cependant,  comme  dans  ces  mêmes  circon- 
stances, l’éiiuation  finale  doit  représenter  elle-même,  une 
solution  singulière  de  la  question  telle  qu’elle  a été  posée 
généralement,  elle  ne  pourra  jamais  s’élever  à un  degré  supé- 
rieur à celui  du  problème  qui  s’y  rapporte. 

Ainsi,  par  exemple,  ayant  trouve  (jne  la  courbe  cherchée 
était  du  deuxième  degré,  elle  ne  saurait  s’élever  au  troisième 
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par  aucun  changement  qui  ne  ferait  que  particulariser  l’équa- 
tion (i);  et,  si  l’on  ne  se  propose,  comme  dans  la  question 
présente,  que  de  trouver  le  genre  de  cette  courbe,  on  pourra 
affirmer  que  toutes  les  équations  auxquelles  on  arriverait  pour 
des  cas  particuliers,  seront  qoniprises  dans  la  classe  de  celles 
que  représente  l’équation  finale. 

La  proposition  que  nous  venons  de  démontrer  pour  le  sys- 
tème de  deux  courbes  quelconques  du  deuxième  degré  cor- 
respond à une  proposition  analogue,  relative  aux  surfaces  du 
même  ordre,  d’où  elle  peut  être  déduite  aisément  comme  cas 
particulier.  Elle  a été  établie,  s’il  m’en  souvient,  au  moyen 
de  l’analyse  transcendante,  parM.  Brianchon  (* (**)).  En  suivant  la 
marche  adoptée  dans  la  première  des  deux  démonstrations 
précédentes,  on  pourrait  démontrer  la  propriété  générale  par 
les  procédés  de  l'analyse  algébri(]iic  ordinaire. 

11. 

l'KOPHIÉTaS  DES  COHDES  ET  UES  TA.SGEISTEB  COMMISES  AL'  SYSTÈME 
DK  DEUX  COXlyUES  QUELCONQUES  SUK  UX  PLAX. 

Nous  avons  vu  au  commencement  de  ces  Notes  ('*),  que  deux 
courbes  quelconques  du  second  degré,  sur  un  plan,  pouvaient 
être  considérées,  en  général,  comme  les  projections  de  deux 
circonférences  de  cercle  ; donc  toute  propriété  dont  jouit  le 
système  de  deux  cercles  est  applicable  à deux  courbes  du 
deuxième  degré,  pourvu  toutefois  que  cette  propriété  ne  soit 
relative  (ju’à  la  situation,  à la  direction  indéfinie  de  ces  parties 
et  non  à leurs  grandeurs  absolues. 


(*)  Je  n'insisterai  point  ici  sur  ces  souvenirs  historiques,  si  ce  n’est 
pour  faire  observer  que , dans  son  Mémoire  souvent  cité  de  i8io  ( X'  Oih. 
du  Journal  de  l' Krok  i>olytixhniiiue , p.  i4),  M.  Drianchon  démontre,  par 
des  considérations  purement  géoroétrii]ues  et  sans  s’occuper  de  sa  réci- 
proque, la  proposition  relative  à la  yfg.  ii  .'l,  en  substituant  sans  justifi- 
cation suffisante  peut-être,  le  sy.stème  de  deux  cercles  à celui  de  deux 
seotioiLS  coniques  quelconques. 

(**)  Ce  passage  se  rapporte  à un  es.sai  de  démonstration  exclusivement 
analytique  du  V I’rincii>e  de  transformation  des  figures  par  la  projection 
centrale,  principe  dont  d est  fait  un  constant  \isage  dans  ce  Cahier  et  le 
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Hésttnié  de  quelques  leinnies  spéciaux  relatifs 
au  système  de  deux  cercles. 

Soient  en  génér:il,  {C)  et  (G')  deux  cercles  (juelconqiK's  de 
centres  G et  G/,  il  résulte,  de  ce  qui  a été  démontré  entre 
autres  dans  le  l"'  (Allier,  sur  les  propriétés  des  systèmes  de 
cercles  et  de  lignes  droites  dans  un  plan  : 

i"  Que,  si  l'on  mène  par  les  cimtres  G et  G'  deux  rayons  pa- 
rallèles et  de  même  sens,  la  droite  qui  joint  les  extrémités  di; 
ces  rayons,  vient  couper  celle  des  centres  GG',  prolongée,  en 
un  point  O,  qui  reste  le  même  quels  que  soient  les  rayons 
qu’on  ait  ainsi  menés;  d’où  l’on  conclut  que  les  tangentes  com- 
munes extérieures  aux  deux  cercles  doivent  aussi  passer  par 
le  point  invariable  O;  mais  que  si,  à l’inverse,  <les  deux  rayons 
parallèles  quelconques,  l’un  est  au-dessus  et  l’autre  au-des- 
sous de  la  ligne  des  centres  GG',  et  qu’on  joigne,  comme  pré- 
cédemment, leurs  exlrémilés  par  une  droite,  celle-ci  vien- 
dra couper  la  ligne  GG'  en  un  autre  point  0'  situé  entre  les 
deux  cercles,  qui  restera  aussi  le  même  quels  que  soient  les 
rayons  ainsi  tracés,  et  se  confondra  par  conséquent  avec  celui 
où  se  rencontrent  les  tangentes  intérieures  communes  aux 
circonférences  de  ces  cercles. 

Que  si,  après  avoir  mené  par  le  point  O (Jij^.  1 17),  une 
transversale  arbitraire  OT,  qui  coupe  les  deux  cercles  en 
<|uatre  points  ï,  t,  T'  et  /',  on  mène  respectivement  par  ces 
points  des  tangentes  à ces  cercles,  celles  en  T et  t',  de  même 
situation  par  rapport  au  point  O,  seront  parallèles  entre  elles, 
aussi  bien  que  celles  des  points  homologues  t et  T';  que  si. 


suivant  rolalifa  aux  propriétés  des  systèmes  de  sections  coniques;  mais, 
autant  qu'il  est  possible  d'en  Juger  jiar  la  page  restée  seule  au  manuscrit 
du  III'  Gabier  et  relative  à cette  tentative  de  démonstration,  il  ne  s’agis- 
sait là  que  de  considérations  générales  de  géométrio  analytique,  d’aper\;us 
controversables,  sur  la  reclicrclie  du  lieu  des  sommets  de  cènes  auxiliaires 
de  projection  cl  la  direction  indéterminée  de  leurs  plans  do  sections  cir- 
culaires communes  ; problème  vainement  tenté  avant  la  publication,  en 
iS'ia,  du  Traité  i/es  Propriétés  projectives,  et  dont  la  solution  complète 
a été,  à cause  do  son  étendue,  ré|>arlie  entre  le  11'  et  la  lin  du  présent 
Gabier,  selon  1a  nature  distincte  des  sujets  qui  y enirent. 
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d’ailleurs,  on  prolonge  les  langenles  relatives  aux  interseelions 
extérieures  ï et  T',  jusqu’à  leur  rencontre  mutuelle  en  a,  ce 
point  décrira  une  droite  LM  perpendiculaire  à la  ligne  des  cen- 
tres CC',  quand  on  fera  varier  la  sécante  OT  autour  du  point 

tig  n;. 


fixe  O,  et  pareillement,  que  le  point  correspondant  où  se 
coupent  les  tangentes  menées  aux  intersections  intérieures  t 
et  décrira,  dans  le  même  mouvement,  la  droite  LM,  lieu  du 
point  mobile  a,  de  rencontre  des  deux  premières  langenles. 

Kig.  11». 

M| 


L 

Que  si  d’ailleurs  {Jig.  1 18),  par  le  point  CT  où  se  coupent  les 
tangentes  intérieures  communes,  on  mène  aux  deux  cercles, 
une  transversale  quelconque  O'T,  qui  les  coupc  respective- 
ment en  quatre  points  T et  t,  T'  et  t',  et  qu’on  trace,  en  ces 
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points,  quatre  tangentes;  les  tangentes  aux  intersections  ex- 
térieures homologues  T et  t'  concourront  à l’inrini  ou  seront 
parallèles  entre  elles,  aussi  bien  que  celles  qui  correspondent 
aux  intersections  intérieures  t et  T';  que  si,  de  plus,  on  fait 
varier  la  transversale  T<'  autour  du  point  fixe  O',  l’intersection 
a des  tangentes  Ta  et  T'a,  menées  aux  points  T et  T',  parcourra 
une  droite  ML,  la  môme  que  la  précédente,  relative  au  cas  où 
l'on  faisait  pivoter  la  transversale  autour  de  O;  le  point  a'  où  se 
coupent  les  tangentes  aux  deux  autres  points  t et  l',  parcou- 
rant comme  a,  la  droite  variable  LM,  pendant  la  rotation  de  la 
transversale  TT'  autour  du  point  O'  de  concours  des  tangentes 
intérieures  communes,  dont  il  s’agit. 

Fig.  119. 


3®  Que  si  les  deux  cercles  (C  ) et  (C')  se  coupent  réellement 
(Jig.  >19),  la  corde  commune  ML,  qui  joint  leurs  intersec- 
tions M et  L.  se  confondra  précisément  avec  la  droite  lieu  de 
tous  les  points  a et  a',  et  Jouissant  des  propriétés  précédentes; 
sur  quoi  il  faut  observer  que,  bien  qu’alors  il  n’existe  plus  de 
tangentes  intérieures  communes  aux  deux  cercles,  le  point  O' 
ne  cesse  pas,  pour  cela,  de  conserver  une  existence  réelle  : ce 
point  et  le'point  O restant  constructibles  (i“)même  (juand  l’un 
des  deux  cercles  (C)  ou  (C')  se  trouve  entièrement  renfermé 
dans  l’autre. 

4"  Qu’enfin,  si  l’on  trace  (Jig.  117),  par  le  point  O,  une  trans- 
versale quelconque  ()T,  et  qu’aux  deux  points  Tel  l où  elle 
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rftuoiitre  le  cercle  (C),  on  mène  les  tangentes  à ce  cercle,  le 
point  P où  elles  se  rencontrent  parcourra  une  droite  l’Q  paral- 
lèle à M et  L,  conjuguée  au  pôle  ou  pivot  O commun  aux  tan- 
gentes OP,  OQ,  (jiiand  on  fera  varier  la  transversale  OT,  autour 
de  ce  pivot;  que  pareillement,  le  point  p'  où  se  coupent  les 
deux  tangentes  menées  au  cercle  (C')  par  les  intersections  /' 
et  T'  relatives  à ce  cercle,  parcourant,  dans  le  même  mouve- 
ment, une  autre  droite  P'Q',  également  parallèle  à la  corde  ou 
sécante  indéfinie  LM  commune  aux  deux  cercles  : la  droite  pp' 
qui  Joint  les  sommets  d’angles  circonscrits  p et  p',  seconde  dia- 
gonale du  parallélogramme  ^p,  a'p',  émané  du  pôle  ou  pivot  O, 
allant,  comme  la  transversale  Oï,  passer  dans  toutes  ses  po- 
sitions par  ce  même  point  O,  où  concourent  aussi  les  tan- 
gentes extérieures  communes  aux  deux  cercles  (C)  et  (<7), 
rpiand  elles  existent;  tout  cela  pouvant  se  redire  encore  du 
point  fixe  tV,  appartenant  aux  tangentes  intérieures  communes 
correspondantes  de  ces  cercles,  etc.  (*). 

\u  surplus,  ces  diverses  propositions  ne  sont  que  des  cas 
particuliers  de  la  suivante,  que  pour  cela,  nous  renfermerons 
dans  un  seul  cl  même  énoncé. 

Fig.  lio. 


Luntine  (général.  — Soient  menées  lao),  par  le  point 


( *)  On  supprime  à rimpression,  l'aii.  5"  qui  formait  double  emploi  avec 
rénoucé  do  la  proposition  suivante,  et  se  féférail  au  cas  très-particulier  où 
la  transversale  OB  [ fin.  lao)  coïncide  avec,  la  droite  des  centres  (K'.'f..  _• 
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exlérieurO,  par  exemple,  deux  sécanlesquelronques  OTei  Oe, 
elles  couperont  le  cercle  (C)  en  quatre  points  T,  t,  e,  fl  qui, 
réunis  deux  à deux,  par  des  lignes  droites,  formeront  le 
quadrilatère  complet  Teflf  avec  ses  cèles  et  ses  diagonales; 
ces  dernières  se  coupant  au  point  intérieur  7,  les  cotés  opposés 
bT  et  flf  au  point  extérieur  p,  et  les  deux  points  ainsi  obtenus 
étant  situés  sur  une  perpendiculaire  PQ  à la  droite  des  centres 
CC',  la  même  qui  a été  mentionnée  dans  l’article  (4°);  de  sorte 
que,  si  l’on  fait  varier  arbitrairement  les  OT,  Ob  transversales, 
les  points  p et  7 resteront  constamment  sur  celte  droite,  corde 
de  contact,  toujours  réelle,  des  tangentes  menées  du  pôle  O, 
au  cercle  (C). 

L’autre  quadrilatère  'r'0'0'/'  formé  par  les  points  bomolo- 
gues  d’intersection  des  transversales  OT,  Oe  avec  le  cercle  (C'), 
offre  les  mêmes  circonstances  : les  points  p',  7',  bomologiics  à 
P et  7,  resteront  sur  l’autre  corde  P'Q'  conjuguée  au  pôle  O 
par  rapporta  (C'),  et  perpendiculaire  à CC'.  De  plus,  les  droites 
Te  et  et  T'e',  T9  et  /'e',  /e  et  T'O',  s<uonl  deux  à deux 

parallèles  ou  concourront  en  des  points  à l’inlini. 

Enfin,  si  l’on  prolonge  les  cordes  Te,  T'e',  rfl  et  /'fl',  elles 
formeront,  comme  on  l’a  vu  ( 2"),  par  leurs  rencontres  un  pa- 
rallélogramme apa'p',  dont  la  diagonale  a*',  perpendiculaire  à 
la  ligne  des  centres  CC',  se  confondra  avec  la  droite  Ml,,  (|ue 
nous  avons  ci-dessus  nommée  corde  ou  sécante  commune, 
i|uclle  que  soit  la  manière  dont  on  fasse  varier  le  système  des 
deux  transversales  OT,  Oe  autour  du  point  fixe  O;  les  droi- 
tes 77'  et  PP'  passant,  dans  toutes  leurs  positions,  par  ce  pôle 
concours  des  tangentes  extérieures  communes. 

Remarques  essentielles. — Ces  diverses  propriétés  subsistent 
d’une  manière  analogue,  pour  le  point  de  concours  intérieur  O' 
des  tangentes  communes  aux  deux  cercles,  soit  qu’ils  se  cou- 
pent ou  ne  se  coupent  pas,  et,  d’après  la  remarque  déjà  faite 
plus  haut,  nous  sommes  autorisés  à en  conclure  les  propriétés 
suivantes  du  système  général  de  deux  courbes  quelconques 
du  deuxième  degré  sur  un  plan. 

A ce  sujet,  il  convient  «le  se  rappi'ler  ((àih.  III,  secl.  I)  que 
ce  système  pouvant,  généralement  aussi,  être  regardé  comme 
la  projection  centrale  ou  conique  du  précédent,  relatif  à deux 
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circonférences  de  cercles,  toutes  les  droites  qui  avaient  des 
directions  parallèles  dans  ce  dernier  système,  ont  même  point 
lie  concours  dans  le  premier,  et  que  tous  les  points  de  con- 
cours pareils  sont  distribués  sur  une  seule  et  môme  ligne 
droite;  qu’enfin  les  points  qui,  dans  la  figure  générale  des  co- 
niques, correspondent  aux  centres  C et  C'  de  chacun  des  deux 
cercles,  sont  de  véritables  pôles  conjugués  à la  droite  unique 
dont  il  s’agit,  représentant  tous  les  points  à l'infini  du  plan  de 
ces  mêmes  cercles. 

Extension  des  lemmes  précédents  au  système  de 
deux  coniques  quelconques  dans  un  plan. 

Propriétés  relatives  à une  simple  transversale  pivotante.  — 
Soient  (Aj  et  {.\'),y?g:.  121,  les  courbes  du  second  degré  dont 

Fiç.  lai . 


il  s'agit;  O le  point  de  rencontre  des  tangentes  extérieures 
communes  à ces  courbes,  O'  le  point  où  se  coupent  pareille- 
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nieiu  leurs  lanpenles  intérieures  communes.  Soit  menée  pai- 
res deux  points,  la  droite  indéfinie  00',  qui  viendra  couper 
respectivement  chaque  courbe  en  deux  points  a et  b,  a'  et  6'; 
cette  droite  représentera  la  projection  de  la  ligne  des  centres 
CC'  des  figures  précédentes;  d’où  l’on  voit  déjà  que,  si  l’on 
mène  en  ces  points  respectifs,  des  tangentes  aux  deux  cour- 
bes (A)  et  (A'),  elles  viendront  toutes  quatre  se  croiser  en 
un  même  point  K,  qui  serait  situé  à l’infini  dans  la  Jijr.  117, 
relative  au  système  primitif  des  deux  cercles.  On  voit,  de 
plus,  que  si  l’on  mène  par  les  points  respectifs  de  con- 
tact P et  Q,  P'  et  Q'  des  tangentes  communes  ci-dessus,  les 
droites  PQ  et  P'Q',  elles  iront  encore  passer  par  ce  même 
point  K. 

Maintenant,  soit  menée  par  0 une  transversale  quelconque 
OT,  qui  coupe  la  courbe(A)aux  deux  points  T et  t,  et  la  courbe 
(A')aux  deux  points  T' et  C;  en  chacunde  ces  points  menons  une 
tangente  à la  courbe  correspondante,  ces  quatre  tangentes  for- 
meront, en  les  prolongeant  jusqu’à  leurs  rencontres  mutuelles 
et  traçant  les  diagonales,  ùn  quadrilatère  complet  la  Fa',  dont 
les  deux  côtés  opposés  la'  et  Fa  sc  couperont  en  un  point  p', 
et  les  deux  autres  la  et  a' F en  un  second  point  p.  Cela  posé, 
si  l’on  fait  varier  la  transversale  OT  en  la  faisant  tourner  au- 
tour du  point  0,  les  points  et  les  lignes  droites  ci-dessns 
désignés  variant  aussi,  il  arrivera  ce  qui  suit  ; 

1“  «Le  sommet  p parcourra  dans  son  mouvement,  la  corde 
ou  sécante  de  contact  PQ,  le  sommet  correspondant  p'  du  qua- 
drilatère traçant  dans  son  propre  mouvement,  l’autre  droite, 
P'Q'  sécante  indéfinie  de  contact  conjuguée  à 0.  » 

2“  « Les  deux  points  p et  p'  dont  il  s’agit  resteront,  dans  cha- 
cune de  leurs  positions  correspondantes,  situés  sur  une  droite 
passant  par  ce  même  point  de  concours  fixe  0.  » 

3°  « Les  deux  sommets  a et  a'  parcourront  dans  le  même 
mouvement,  une  droite  unique  ML,  qui  sera  la  corde  ou  sé- 
cante indéfinie  commune  aux  deux  coniques  si  elles  se  ren- 
contrent en  deux  points  seulement.  » 

4"  « Les  deux  sommets  opposés  I et  F parcourront,  chacun 
en  particulier,  une  même  droite  contenant  le  point  K déjà 
déterminé  ci-dessus;  cette  droite  IF  représentant  celle  des 
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points  de  concours,  à l’infini,  dos  deux  couples  de  tangentes 
parallèles  du  système  primitif  des  deux  cercles.  » 

5“  « Si  l'on  mène,  d'un  point  quelconque  / de  cette  droite  IF, 
deux  tangentes  Im  et  In  à la  courbe  (A),  et  que  l’on  trace  la 
corde  mn  qui  contient  leurs  points  de  contact  m et  n,  cette 
corde  viendra  couper  la  droite  00',  mentionnée  en  premier 
lieu,  en  un  point  C,  qu’on  peut  considérer  comme  la  projection 
du  centre  C de  l’un  des  deux  cercles  du  système  primitif,  et, 
si  l’on  fait  parcourir  la  droite  indéfinie  IF  au  point  /,  sa  corde 
de  contact  conjuguée  mn,  passera  dans  toutes  ses  positions  par 
ce  même  point  ou  pôle  central  C.  Pareille  diose  ayant  lieu  à 
l’égard  de  la  courbe  (A'),  la  corde  de  contact  correspondante 
(non  tracée)  passera  par  un  second  piMe  invariable  C',  qui  peut 
être  regardé  comme  la  projection  conique  du  centre  (7,  de 
l'autre  cercle  dans  la  figure  primitive. 

Propriétés  relatives  nu  système  de  deux  transversales.  — 
Supposons  maintenant  {Jig.  122)  que,  par  le  point  de  concours 
extérieur  O,  on  mène  la  nouvelle  transversale  0©  coupant 
la  courbe  (A)  aux  points  «,  6,  et  la  courbe  (.\')  aux  autres 
points  e'  et  0'  ; imaginons,  enfin,  qu’on  joigne  par  ijuatre  lignes 
droites,  les  points  T et  0,  t et  0,  T'  et  ©',  t'  et  0',  ces  droites 
formeront,  par  leurs  rencontres  mutuelles,  un  quadrilatère 
complet  laFa',  dans  lequel  les  côtés  opposés  T©  et  /0  vien- 
dront se  couper  en  un  premier  point  p,  et  les  deux  autres  T'e' 
et  /'0'  en  un  second  point  P'.  Imaginons,  de  plus,  que  l’on 
mène  les  quatre  diagonales  T0,  ©/,  T'O',  ©'/'  des  deux  qua- 
drilatères T/00.  T'/'O'0',  et  qu’on  les  prolonge  indéfiniment, 
elles  formeront  par  leurs  rencontres  mutuelles,  un  second 
quadrilatère  «vrt'y',  analogue  au  premier  laFa';  les  deux 
côtés  et  y' a'  qui  sont  opposés,  donneront  par  leur  ren- 
contre mutuelle  un  premier  point  i,  et  les  deux  autres  côtés 
ya'  et  y'a  donneront  également,  par  leur  rencontre  vers  la 
droite  de  la  figure,  un  deuxième  point  f. 

Cela  pose,  si  l’on  fait  varier  les  transversales  rectilignes  OT, 
O©  d’une  manière  quelconque  autour  du  point  O,  les  inter- 
sections et  les  lignes  droites  que  nous  venons  de  désigner  va- 
rieront aussi,  et  il  arrivera  ; 

1”  n 0"c  le  point  p et  son  correspondant  7 parcourront  dans 
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leurs  mouvements  simultanés,  la  même  droite  PQ,  tandis  que 
les  deux  points  p'  et  7'  décriront  semblablement  et  séparé- 
ment, l’autre  droite  P'Q',  homologue  à la  première.  » 

a"  a Que  les  deux  points  p et  p'  resteront,  dans  chacune  de 
leurs  positions  successives,  sur  une  meme  ligne  droite  passant 

Fie-  ni. 


\ 


par  le  point  0;  les  deux  points  correspondants  7 et  7'  étant 
également  situés  sur  une  ligne  droite  différente  de  la  pre- 
mière, mais  qui  passera  comme  elle,  dans  toutes  ses  positions, 
par  le  point  de  concours  O des  tangentes  extérieures  com- 
munes aux  coniques  ( V)  et  (A').  » 
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3"  a Que  les  quatre  points  a,  a',  a ete',  roncours  de  côtés  et 
de  diagonales  homologues,  parcourront,  dans  le  même  mou- 
vement, une  droite  unique  ML,  la  même  qui  a été  définie  et 
désignée  pour  la  précédente  figure.  » 

4”  O Que  les  quatre  points  I,  F,  i et  / parcourront,  chacun  en 
particulier,  la  droite  unique  et  fixe  IF  passant  par  le  point  K; 
point  et  droite  qui  ont  été  géométriquement  définis  encore 
pour  la  précédente  figure.  » 

Remarques  et  conclusions.  — Toutes  ces  propriétés  sont 
exclusivement  relatives  au  point  O où  se  coupent  les  tan- 
gentes extérieures  communes  aux  coniques  (A)  et  (A');  mais 
comme  elles  ont  lieu  d’une  manière  analogue  pour  le. point  O' 
où  se  coupent  les  tangentes  intérieures  communes  à ces  cour- 
bes, il  devient  parfaitement  inutile  d’en  donner  ici  le  détail 
qui  exigerait  une  troisième  figure.  On  doit,  en  outre,  ob- 
server que  les  quatre  théorèmes  d’abord  énoncés,  pourraient, 
à priori,  être  considérés  comme  autant  de  conséquences  des 
quatre  derniers. 

De  tout  ce  qui  précède,  il  résulte*  aussi  que  les  points  O, 
O'  et  les  droites  fixes  Fl  et  ML,  dont  la  dernière  est,  comme 
on  l’a  vu,  la  sécante  indéfinie  commune  aux  coniques  (A)  et 
(A'),  quand  elles  se  coupent  réellement  en  deux  points,  sont 
liés  entre  eux,  de  manière  que,  quand  l’un  quelconque  de 
ces  éléments  est  déterminé,  tous  les  autres  le  sont  également 
et  peuvent  être  déduits  du  point  ou  de  la  droite  d’où  l’on  est 
parti,  par  une  construction  graphique  très-simple  et  purement 
linéaire,  ainsi  qu’on  le  verra  tout  à l’heure. 

Lorsque  aucune  de  ces  droites  ni  aucun  de  ces  points  ne 
sont  connus,  il  devient  absolument  impossible,  du  moins  en 
général,  de  les  déterminer  par  aucune  construction  géométri- 
que directe  et  simple.  Le  problème  dépend  alors  d’une  équa- 
tion du  quatrième  degré;  et,  bien  que  les  coniques  puissent, 
en  certaines  circonstances,  ne  se  couper  réellement  qu’en  deux 
points,  l’équation  finale  à laquelle  on  arriverait  par  l’élimina- 
tion dans  ce  cas,  serait  toujours  de  la  même  forme  et  irréso- 
lul)le:  seulement  deux  de  ses  racines  seraient  imaginaires  et 
les  deux  autres  réelles,  quoicpie  inséparables.  Quand  il  en  est 
ainsi  et  que  les  deux  coniques  sont  entièrement  décrites,  leur 
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corde  commune  LM  est,  par  là  même,  donnée  de  siiuaiion  ; 
par  conséquent,  si  l’on  se  proposait  de  trouver  les  tanpenies 
extérieures  communes  à ces  courbes,  ou  leurs  points  de  con- 
cours O,  O',  l’un  extérieur,  l’autre  intérieur,  la  chose  pourrait 
se  faire  d’une  manière  toute  géomélriipie  comme  on  le  verra 
ci-après. 

Problème.  — Déterminrr  les  points  de  concours  rMs  con- 
jugués des  tangentes  communes  à deux  coniques  tracées  sur 
un  plan  et  qui  s’j-  coupent  en  deux  points. 

Soient  (A)  et  deux  lignes  du  second  degré  décrites  sur 
un  plan,  et  dont  on  suppose  les  deux  points  d’intersection 
M et  L déterminés  à priori.  Pour  trouver  le  point  O où  se 
coupent  les  tangentes  extérieures  communes  à ces  courbes. 


Fif» . lal. 

1 


les  seules  existantes  alors,  il  faudra  tracer  d’abord  la  corde 
ou  sécante  indéfinie  ML;  puis  de  deux  points  quelconques  « 
et  a'  de  cette  droite,  mener  les  tangentes  extérieures  aT  et 
aT',  ol'&  et  a'a',  qui  détermineront  les  quatre  points  de  con- 
tact T et  T.  e et  e'.  Ces  points  étant  trouvés,  on  mènera  par 
les  deux  premiers  T et  T'  homologues  ou  qui  se  correspon- 
dent, une  droite  indéfinie  TT',  et  par  les  deux  autres  points 
O et  ©'  homologues  entre  eux,  on  tracera  pareillement  une 
seconde  droite  ©e'  qui,  prolongée  ainsi  que  la  première,  vien- 
dra la  couper  en  l’un  O des  points  demandés. 

I.  18 
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Pour  déterminer  l’autre  point  de  concours  O'  conjugué  à O 
et  intérieur  aux  coni(|ues,  on  mènera  par  «,  le  second  couple 
de  tangentes  a /et  a/'  à ces  coniques;  on  joindra  les  points  de 
contact  T et  /'  de  même  situation,  par  une  ligne  droite  T/' 
prolongée  convenablcriieni  ; de  l'autre  point  on  mènera 
pareillement  vers  l’intérieur,  le  couple  de  tangentes  a'0,a'6',  et 
avant  joint  de  même,  les  points  de  contact  e et  6'  par  la  droite 
indélinie  eû',  elle  coupera  la  première  T/',  au  deuxième  point 
demandé  (V,  concours  intérieur  des  tangentes  communes,  ima- 
ginaires dans  nos  liypotlièses,  etc.,  (*). 

iil. 

RKCHERCIIF.S  CÊOR ÉTHIQUES  REI..VTIYES  Ai:X  QU.VnRILATliRES  A I.A  FUIS 
INSCRITS  ou  A LA  FOIS  CIRCONSCRITS  AU  SYSTÈME  DE  ÜEU,\  SECTIONS 
CONIQUES  QUELCONQUES. 

Propriétés  indiviiliirlles  et  réciproques  des  points  de  concours 
des  cordes  et  des  tnnf;entes  communes  conjuguées  ou  res- 
pectivement opposées. 

Soient  (.\)  et  {\'),  Jig.  124,  deux  coniques  quelconques  se 
coupant  en  quatre  points  réels  L,  M,  L',  M',  et  supposons  en 


(*)  Les  considérations  qui  précédent  et  les  suivantes  sur  les  doublis 
coniques  dans  un  plan,  ne  doivent  pas  être  confondues  avec,  celles  des 
géomètres  pliilosoplies  Desargues  et  Pascal,  dont,  un  des  premiers  en  1822, 
j’ai  tâché  de  faire  revivre  les  ingénieuses  théories  fort  appréciées  de  Des- 
caries et  de  Leibnitz,  et  plus  ou  moins  bien  saisies  par  leurs  successeurs 
De  Lahiro  et  Le  Poivre.  Car  ces  fondateurs  do  ce  qu’on  nomme  la  Géo- 
rnélrif  moderne,  opéraient,  raisonnaient  sur  les  sections  planes  du  cône 
simple  d'Apollonius,  ramenées  dans  le  plan  de  sa  base  circulaire,  et  nul- 
lement sur  des  couples  de  lignes  du  second  degré  quelconques  et  indé- 
pendantes entre  elles,  comme  c'est  ici  le  cas. 

Ainsi  noumment,  dans  les  Planicaniques  de  DeLahire  et  le  îT/Y/i/c  pos- 
térieur de  Le  Poivre,  fort  vanté  dans  son  temps  (1704],  où''déjâ  l’on  avait 
oublié  le  précédent  imprimé  en  1673,  on  procédé  par  voie  de  rabatte- 
ment de  la  section  du  cône  sur  sa  base  circulaire;  ce  qui  permet  de  com- 
(larer  directement  l’une  des  deux  courbes  à l’autre,  par  un  procédé  gra- 
phique nommé  depuis  transjormatinn  et  où  l’on  a prétendu  voir  le  germe 
de  nos  méthodes  ü'/ioniotngie,  de  perspertiw  dans  le  plan  ou  l’esiacc, 
c’esUà-dire  jUane  ou  en  rrhej.  Or  il  faut  remarquer  que  les  procédés  de 
transformation,  variables  à l'infini  en  géométrie  comme  en  analyse,  selon 
l'inspiration  et  le  goût  de  chacun,  constituent  au  fond,  une  sorte  de  tâton- 
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particulier,  qu  on  leur  ail  mené  les  deux  tangentes  communes 
extérieures  P^,  f p'  <te  coupant  en  O,  il  est  clair  que  la  corde 

P'B  ■ ' • 

y'  R K. 

R,' 


nement,  d'essai  plus  ou  moins  heureux  et  fécond,  jwur  découvrir  des 
résuUats  nouveaux,  dont  il  faut  établir  la  rigueur,  la  généralité  par  des 
jusliHcations  préalables  ou  à postériori,  exemptes,  s’il  se  peut,  de  toute 
l>étitiou  de  principe,  afin  de  ne  pas  trop  s'écarter  de  la  logique  sévére  des 
anciens,  d’Euclide,  d’Apollonius,  d’Archimède  |>articulièrement;  logique 
admirée,  regrettée  même , des  Fermât,  des  Huygens  et  des  Newton,  qui 
néanmoins,  eux  aussi,  usaient  des  notions  intuitives  et  métaphysiques 
de  i’infîni,  de  la  continuité  pour  découvrir,  sinon  pour  démontrer,  des 
vérités  nouvelles;  ce  qu’ont  fait,  avec  plus  de  franchise.  Desargues,  Pascal, 
Roberval  et  Leibnitz,  cet  immortel  créateur  de  l’algorithme  différentiel. 

Afin  d’offrir  entre  mille,  un  exemple  de  ce  que  j'avance  ici,  je  re- 
marque qu’on  peut  bien,  par  voie  de  déformation  perspective,  déduire 
des  propriétés  dé  cercles  concentriques  sur  un  plan,  celles  d’une  certaine 
classe  de  coniques  intérieures  les  unes  aux  autres,  mais  qu’il  reste  à 
prouver  qu’elles  ont  un  dmMe  contact  imaginaire,  et  que,  en  général, 
des  coniques  à double  contact  sont  la  représentation  d’un  système  de 
cercles  concentriques.  Or,  voilà  précisément  pourquoi  nos  principes  de 
projection  centrale  étaient  non-seulement  utiles,  mais  nécessaires. 

18. 
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rummmic  LM,  qui  correspond  au  point  de  concours  O. 
jouira,  à l'«*gard  de  ce  point,  de  toutes  les  propriétés  que  nous 
avons  démontrées  précédemment. 

Par  exemple,  si  par  ce  point  extérieur  aux  coni(|ues,  on 
mène  une  transversale  rectiligne  quelconque  OT,  donnant 
dans  ces  deux  courbes  les  quatre  intersections  ; T,  t sur  (A), 
T',  /'  sur  (A'),  puis  qu’on  mène  |>ar  les  points  T et  T'  exté- 
rieurs et  opposés  entre  eux,  des  tangentes  à ces  courbes  res- 
pectives, elles  viendront  (page  a68)  se  couper  en  un  point  s: 
situé  sur  la  .sécante  commune  LM  ; de  même  encore,  si  l'on  eût 
mené  des  tangentes  aux  deux  points  d’intersection  opposés 
intérieurs,  t et  elles  seraient  venues  se  couper  en  un  autre 
point  a',  situé  également  sur  la  corde  commune  LM. 

Détermination  de  la  droite  magistrale  IF,  correspondante 
à celle  des  fif'.  I2I  et  122.  — 11  résulte  de  nos  principes 
généraux  et  des  I.em.  II  (2” et  4"),  qu’en  menant  des  tangentes 
aux  courbes  (A)  et  (A')  dans  les  points  respectifs  T et  t',  qui  s'’ 
correspondent  ad  delà  de  LAI  par  rapport  à O,  elles  se  cou- 
peront en  un  point  I de  la  droite  magistrale  FIK  des  fig.  121 
et  122;  i|ue  pareillement,  le  point  F de  croisement  des  tan- 
gentes aux  points  ï'  et  t qui  se  corr(*spondent  sur  OT,  eu 
deçà  de  LM  par  rapport  au  même  point  O,  appartient  encore  à 
la  droite  magistrale  dont  il  s’agit;  (|u’enrm  si  l’on  faisait  varier 
la  transversale  OT  autour  du  point  O comme  pôle,  l’un  et 
l’autre  des  points  I et  F décriraient  séparément,  l’unique  et 
même  droite  IF,  représentant  véritablement  tous  les  points  à 
l’infini  du  plan  dans  le  cas  de  deux  cercles. 

Cette  droite  magistrale  n'est  antre  que  la  corde  commune 
L'M'  opposée,  ou  conjuguée  à LM.  — Je  dis  qu’il  y aura  une 
direction  de  OT  pour  laquelle  le  point  I sera  confondu  avec 
l’une  M',  des  intersections  des  coniques  considérées.  Imagi- 
nons, en  effet,  que  l’on  mène  par  le  point  O,  une  transversale 
qui  passe  précisément  par  M',  il  est  clair  <|u’alors  les  points 
ci-dessus  T et  t',  se  réuniraient  en  un  seul  avec  M';  donc  les 
tangentes  correspondantes  à ces  deux  points,  s’entrecoupe- 
raient en  ce  même  point  M',  lequel  appartient  ainsi  à la 
droite  IF,  comme  on  l’a  avancé. 

On  prouverait  pareillement  que  l’intersection  L'  des  coni- 
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ques  appartient  à IF  ; donc  la  sécante  indéfinie  M'L'  com- 
mune à ces  courbes,  n’est  autre  que  la  droite  IKF  (Jij;.  lai), 
qui  nous  a précédemment  occupés,  et  le  point  où  elle  ren- 
contre la  première  corde  commune  ML,  est  précisément  celui 
que  nous  avons  dès  lors  désigné  par  la  lettre  K.  Par  suite  en- 
core, on  aperçoit  que  les  deux  cordes  de  contact  PP'  et  pp' 
conjuguées  au  pôle  commun  O,  ou  relatives  aux  tangentes 
communes  issues  de  O,  passent  également  par  ce  même  point 
caractéristique  K. 

Recherche  des  centres  polaires  C,  C'  conjugués  à O et  à la 
corde  commune  LM.  — Pour  obtenir  les  points  ou  pôles  G,  C' 
((ui  jouent  ici,  par  rapport  à O et  LMK,  le  rôle  des  centres  des 
cercles  considérés  dans  la  fig.  121  ci-dessus,  il  faut  en  général, 
d’un  point  quelconque  de  la  sécante  commune  ML,  mener 
des  tangentes  aux  courbes  (A),  (A')  et  tracer  les  cordes  conju- 
guées correspondant  au  couple  de  points  de  contact  relatif  à 
chacune  d’elles;  car  ces  cordes  passeront,  l une  par  le  centre 
polaire  C,  l’autre  par  le  centre  C',  quel  que  soit  d'ailleurs  le 
point  qu'on  ait  choisi  sur  ML,  de  sorte  que  deux  nouvelles 
cordes,  tracées  de  même,  les  couperont  respectivement  dans 
les  points  G et  C'  dont  il  s’agit. 

Si,  en  particulier,  on  choisit  comme  point  de  départ  des  tan- 
gentes, l’intersection  L commune  aux  deux  coniques  tracées, 
il  est  clair  que  le  couple  de  celles  qui  appartiennent  à la  co- 
nique (A')  ou  (Lp'pW),  se  confondront  en  direction  avec  leur 
corde  de  contact,  confondue  de  même  avec  la  tangente  LC'  à 
cette  courbe  au  point  L,  tandis  que  celles  qui  répondent  à la 
conique  (A)  ou  (PMLP'),  confondues  avec  la  tangente  LC  en 
ce  meme  point  L,  passeront  par  l’autre  centre  C. 

Képétant  celte  construction  pour  M,  les  deux  nouvelles  tan- 
gentes MC'  et  MC,  contenant  res|)ectivcment  encore  les  points 
C'  et  C,  donneront  ainsi,  par  leurs  intersections  avec  les  pré- 
cédentes, ces  deux  mêmes  points,  pôles  conjugués  et  , respec- 
tifs, comme  on  voit,  de  la  corde  LM  commune  à (A)  et  (A'); 
ce  qui,  à certains  égards,  doit  paraître  évident  à priori  (*). 


Cette  dernière  phrase  et  quelques  autres  purement  explicatives  ont 
été,  pour  plus  de  clarté  et  do  précision,  ajoutées  au  texte  qui  ici,  comme 
presque  partout,  je  le  répète,  manquait  de  titres  ou  subdivisions,  fort  inu- 
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Détermination  du  point  de  concours  0',  des  tangentes 
communes,  opposé  ou  conjugué  au  précédent  O.  ■ — D’après 
les  lemmes  ci-dessus  (11),  les  points  0,  C,  C'  qui  viennent 
d’être  considérés,  sont  rangés  sur  une  même  ligne  droite  qui 
contient  aussi  le  point  de  concours  O'des  tangentes  communes 
Ü'O*,  (T O*,  opposé  à 0 et  tout  aussi  fiicile  à construire  direc- 
tement; car,  si  l’on  mène  par  le  point  a déjà  mentionné, à l’arc 
PML  de  (A),  une  tangente  «6'  vers  la  gauche  de  LM,  et  qu’on 
joigne  le  point  de  contact  0'  avec  le  point  T'  par  une  ligne 
droite  prolongée,  elle  viendra  passer,  pour  toutes  les  positions 
de  a,,  par  le  point  O'  demandé. 

Pareillement,  si  par  le  môme  point  o de  LM,  on  eût  mené, 
du  côté  de  O',  une  seconde  tangente  aB  (non  tracée)  à la  courbe 
(A')  ou  l’arc  LM'L',  et  qu’on  eût  joint  son  point  de  contact  6 
avec  le  point  correspondant  T par  une  ligne  droite  T 8,  elle 
serait  venue  passer  également  dans  toutes  ses  positions,  par 
le  point  0',  ainsi  parfaitement  et  doublement  déterminé  comme 
point  inconnu  à priori. 

Or,  lorsque  celle  dernière  tangente  aB,  viendra  se  confondre 
avec  la  tangente  aT,  ce  qui  arrivera  quand  a sera  en  a,  sur  la 
tangente  O'O"  commune  aux  deux  courbes  et  opposée  à celle 
OO'  ou  Pp,  et  qu’elles  se  confondront  par  conséquent  toutes 
deux,  en  une  seule  avec  celle  même  langeiiie,  elles  ne  ceS- 


tiles  à l’auteur  plein  de  son  sujet,  mais  indispensables  aux  lecteurs  même 
déjà  initiés  de  l’époque  actuelle.  Il  en  est  ainsi  encore  des  expressions, 
rentre  potairc , dmile  nuigisiralc,  employées  transitoirement  dans  le  texte 
imprimé,  comme  procédé  mnémonique  propre  à rappeler  la  dépendance 
intime  et  toute  linéaire,  entre  leurs  propriétés  et  celles  des  centres  et  du 
lieu  des  tangentes  infinies,  parallèles,  des  cercles  dont  les  coniques  pro- 
posées sont  la  projection  centrale.  Mais  je  me  suis  complètement  abstenu 
d’aller  au  delà  dans  la  correction  de  celte  partie  du  texte  manuscrit,  où 
je  n’avais  point  encore  résolu  le  problème  épineux  de  la  projection  des 
courbes  du  deuxième  degré,  suivant  des  circonférences  de  cercles;  du 
moins  dans  toute  la  rigueur  géométrique  que  réclame  la  preuve  de  l’iden- 
tité de  propriétés  de  la  droite  magistrale  dont  il  s’agit,  avec  la  corde  ou 
sécante,  commune  aux  deux  courbes,  qui  lui  est  conjuguée  cl  la  ren- 
contre au  |)éle  K de  la  ligne  des  contres  C etC';  pèle  jusqu'ici  sans  nom 
S|)écial,  quoique  jouant  un  rôle  tout  aussi  remarquable  que  le  point  même 
de  concours  des  tangentes  coin  mimes  aux  coniques. 
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Merunt  pas  de  passer  par  le  poinl  de  concours  O',  iiécessairc- 
ineiit  situé  aussi  et  par  les  mêmes  motifs,  sur  la  tangente 
commune  O'ü"  opposée  à 00”  ou  P'^.  Donc  le  point  O',  ainsi 
construit  directement  au  moyen  de  O et  de  la  corde  commune 
LM,  est,  en  effet,  le  point  de  concours  conjugué  à ce  dernier 
point,  intersection  des  tangentes  communes,  respcclivement 
opposées,  elles-inêmes,  à celles  qui  émanent  de  0. 

Remarques  diverses.  — On  devait  s’attendre  à cette  consé- 
quence, car  nous  avons  vu  précédemment  (p.  2U8)  que  les  tan- 
gentes menées  par  un  tel  poinl  (alors  situé  entre  les  deux 
courbes),  à l’une  quelconque  d’entre  elles,  si  elles  sont  pos- 
sibles, étaient  en  même  temps  tangentes  à l’autre;  ce  qui 
prouve  d’ailleurs  que  le  point  0'  n’est  pas  nécessairement  et 
toujours  la  rencontre  de  deux  tangentes  intérieures  communes 
réelles  (p.  2^3,  y?g-.  laS). 

Si,  au  lieu  de  procéder  du  point  O comme  nous  venons  de 
le  faire,  on  partait  directement  de  son  opposé  ()',  et  qu’on  fit, 
à l’égard  de  ce  second  poinl,  les  mêmes  rdisonnemenls  que 
pour  le  premier,  on  verrait  que  la  corde  L'M'  étant  considé- 
rée comme  correspondant  à 0',  l’autre  corde  LM  deviendrait, 
à l’égard  de  ce  poinl,  la  droite  magistrale  que  nous  avions 
appelée  IF  dans  les  lemmes  préliminaires,  cl  que,  par  consé- 
quent,  en  menant  pour  cbacune  des  deux  courbes,  des  couples 
de  tangentes  aux  extrémités  L'  et  M',  elles  viendront  se  cou- 
per respectivement  aux  deux  nouveaux  centres  polaires  c,  </, 
également  situés  sur  la  ilroite  00'  et  parfaitement  analogues 
aux  deux  points  C et  G'  d’abord  considérés. 

Des  axes  A points  de  concours  multiples  et  de  leurs  pôles 
de  convergence  respectifs,  conjugués. 

1°  Système  des  deux  axes  sécants.  Considérons  à part  le 
quadrilatère  LML'M'(//g'.  124)  inscrit  à la  fois  aux  coniques  (A) 
et  (A'),  je  dis  que  le  point  K'  où  se  coupent  ses  côtés  opposés 
LBI',  .M  L'  et  le  poinl  K,  où  se  coupent  ses  deux  diagonales 
LL',  MM',  sont  tous  deux  encore  situés  sur  la  droite  00'. 

En  effet,  en  tant  que  ce  quadrilatère  est  inscrit  à la  coni(|ue 
l’P'M'L'ou(A),  il  résulte  des  théorèmes  du  111' Cahier  (p.  129), 
que,  si  l’on  mèno  à celle  courbe,  les  deux  tangentes  LC  et  MC 
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aux  extrémités  L et  Mdes  diagonales,  leur  point  de  rencontre 
ou  centre  polaire  C,  sera  situé  surla  droite  K'K,  des  points  de 
concours  K,  et  K'  déjà  délinis;  ce  qui  est  vrai  aussi  du  point 
d’intersection  c des  tangentes  menées  aux  deux  autres  extré- 
mités L'  et  M'.  Mais,  en  tant  que  ce  quadrilatère  est  inscrit 
à la  conique  (A')  ou  pp'M'U,  les  centres  polaires  analogues 
et  opposés  C'  et  c',  relatifs  à ces  mêmes  extrémités  de  diago- 
nales, sont  aussi  sur  la  droite  K,  K';  ce  qui  résulte  également 
de  ce  que  les  quatre  points  c,  c',  C,  C'  d’après  les  théorèmes 
déjà  cités,  appartiennent  à une  seule  et  même  ligne  droite. 
Donc  les  six  points  K',  c',  c,  K,,  C,  C'  sont  tous  rangés  sur  cette 
droite  doublement  conjuguée  au  point  de  convergence  K,  des 
cordes  communes  ML  et  L'M';  propriété  assez  remarquable, 
ce  me  semble. 

Supposons,  à présent,  qu’au  lieu  de  considérer  les  points 
O et  O'  de  concours  des  tangentes  communes,  et  les  cordes 
M'L' et  ML  correspondantes,  il  s’agisse  des  points  de  concours 
O",  O'"  également  Opposés  entre  eux  et  des  cordes  ML'  et  LM', 
il  est  évident  que  ces  points  et  ces  "cordes  jouiront  des  mêmes 
propriétés  relatives  que  les  premiers.  Ainsi  les  points  0*’,0”', 
K,,K  et  les  quatre  centres  j)olaires,  intersections  des  couples 
de  tangentes  menées  aux  extrémités  respectives  des  cordes 
ML',  LM'  à chacune  des  deux  coniques,  sont,  tous  encore,  si- 
tués sur  une  même  ligne  droite  conjuguée  au  point  de  conver- 
gence K'  de  ces  cordes  communes,  opposées  entre  elles  dans 
le  quadrilatère  inscrit  d’abord  considéré. 

2“  .4xe  de  concours  extérieur  aux  Jeux  coniques.  — Sup- 
posons actuellement  {fig.  i?.5)  qu’on  prolonge  les  deux  tan- 
gentes opposées  ITir,  />'P',  communes  aux  deux  coniques  (A) 
et  (A'),  jusqu’à  leur  rencontre  en  0%  il  est  clair  cpie  ce  point  0’' 
devra  jouir  des  mêmes  propriétés  que  le  point  0 de  la  précé- 
dente ligure;  de  sorte  que,  si  de  ce  point  0^  on  dirigeait  une 
sécante  quelconque  v*-rs  les  deux  courbes,  et  qu’aux  points 
d’intersection  correspondants  on  menât  à celles-ci  leurs  tan- 
gentes respectives,  le  point  où  se  couperaient  les  tangentes 
ci-dessus  nommées  extérieures,  et  celui  où  se  couperaient 
les  tangentes  intérieures,  seraient  sur  une  deniière  ou  troi- 
sième droite  fixe,  qu’ils  parcourraient  dans  toutes  leurs  posi- 
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lions  quand  on  \iendrait  à faire  varier  la  transversale  commune 
autour  du  point  invariable  O'. 

D’après  cela  et  en  reprenant  les  mêmes  raisonnements,  il 
n’est  pas  difricile  de  voir  que  la  corde  MM'  diagonale  du 
quadrilatère  inscrit,  est  précisément  la  droite  fixe  dont  il 


Fii;.  nS. 


s’agit;  car,  lorsque  la  sécante  passera  par  le  point  M,  par 
exemple,  les  intersections  les  plus  voisines  s’y  confondront, 
et,  par  conséquent  aussi,  leurs  couples  de  tangentes  se  coupe- 
ront en  ce  point. 

Pareille  chose  a lieu  évidemment  à l’égard  du  point  M',  et 
de  plus,  l’autre  corde  ou  diagonale  conjuguée  LL'  représente 
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ici  encore  la  dn)iie  magistrale  précédemment  nommée  IF 
I3.I,  122  et  124),  également  parcourue  par  l’un  et  l'autre 
des  deux  points  où  s’entrecoupent  les  tangentes  inenécs  de 
chaque  côté,  aux  deux  coniques;  car  il  est  aisé  de  voir  encore 
que,  si  la  sécante  passe  par  le  point  L',  par  exemple,  les  in- 
tersections voisines  se  confondant  alors  avec  ce  point,  leurs 
tangentes  respectives  s’j  couperont  de  même,  etc. 

Concluons  de  là,  plus  explicitement,  que,  si  d’un  point  exté- 
rieur quelconque  de  la  corde  ou  diagonale  MM',  on  mène,  aux 
courbes  (A)  et  (A'),  deux  tangentes  vers  le  dehors  et  deux 
vers  le  dedans,  les  droites  qui  en  joignent  les  couples  de 
points  de-  contact  viendront  passer  par  le  point  ü’  délini  ci- 
dessus;  que,  de  même,  si  par  ce  point  arbitraire  on  trace  deux 
tangentes,  l’une  intérieure,  l’autre  extérieure,  c’est-à-dire 
situées  d’un  même  côté  des  deux  coniques  (A)  et  (A'),  et 
qu’on  joigne  les  deux  points  de  contact  par  une  ligne  droite, 
elle  passera  dans  toutes  ses  positions  par  le  point  O'^,  eonju- 
gué  au  point  O’;  qu’enfin,  chose  facile  à prouver  directement, 
ce  point  est  précisément  celui  où  se  coupent  les  deux  autres 
tangentes  communes,  opposées  entre  elles,  pV,  ir'n'. 

D’autre  part,  il  résulte  encore  de  ce  qui  précède,  que  si,  par 
les  extrémités  M et  M',  on  mène  les  deux  tangentes  MC”, 
^l'C”  à la  Conique  /yi'MM'ou  (A),  elles  convergeront  en  un 
point  C”  situé  sur  la  droite  0”()’,  centre  ou  pôle  conjugué  à 
la  direction  de  MM',  c’est-à-diie  servant  de  pivot  aux  cordes 
de  contact  des  couples  de  tangentes  menées  des  divers  points 
de  cette  direction  ou  corde  commune  prolongée,  à la  conique 
( A ) dont  il  s’agit. 

Pareillement,  le  pôle  des  cordes  de  contact  relatives  à MAP 
et  à l’autre  conique  PP'M'  ou  (A'),  s’obtiendra  en  menant  par 
les  extrémités  M et  M'  les  tangentes  MC’,  M'C',  et  ce  pôle  sera 
situé  comme  C”  sur  la  droite  0”0',  d’après  les  raisons  géné- 
ralement exposées  à l’egard  des  centres  polaires  C et  C' 
(^g.  121  et  iii\)  1 ces  mêmes  pôles  C’  etC”,  correspondent 
d’ailleurs  tous  deux  au  point  O'. 

Si  l’on  exécute  des  constructions  analogues  jiour  le  point 
lie  concours  ü”  des  tangentes  communes  et  la  diagonale  ou 
corde  LL'  qui  lui  correspond,  on  obtiendra  de  nouveaux 
points  r.”  et  C’,  pôles  de  cette  corde  dans  les  courbes  (A), 
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(A'),  el  ces  deux  points  seront,  comme  les  premiers,  situes 
sur  la  droite  de  concours  O”  O’.  De  là  et  des  théorèmes 
établis  dans  la  Sect.  II  du  III*  Cahier,  il  résulte  que  si,  consi- 
dérant toujours  le  quadrilatère  simple  ML'M'L  inscrit  à la  fois 
à ces  deux  courbes,  les  points  K'  et  K où  convergent  ses  côtés 
respectivement  opposés,  doivent  appartenir  également  à la 
droite  de  concours  0‘*0'. 

Nous  pouvons  maintenant  résumer  toutes  les  propositions 
ou  propriétés  qui  précèdent  de  la  manière  suivante  (*). 

Résumé  des  précédents  théorèmes  et  propositions  qui  con- 
cernent le  système  de  deux  sections  coniques  quelcon- 
ques s’entrecoupant  sur  un  plan. 

Soient  (A)  {Jig.  126),  deux  courbes  quelconques  du 

second  degré  ayant  les  quatre  points  M,  M',  L,  L'  en  commun  ; 
soient  joints  ces  quatre  points  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles par  des  lignes  droites,  ce  qui  formera  un  quadri- 
latère complet  avec  ses  deux  diagonales;  soient  de  plus, 
menées  à ces  deux  lignes  courbes,  les  quatre  tangentes  exté- 
rieures communes  0ü",0"0',0'ü",0"0,  qu’on  prolongera 
jusqu’à  leurs  rencontres  respectives,  ce  qui  formera  un  qua- 
drilatère 00" ü' O"  circonscrit  aux  mômes  courbes;  supposons 
d’ailleurs  que  l’on  complète  ce  quadrilatère  en  traçant  ses 
deux  diagonales  simples  00',  0"0"  prolongées  indéfiniment. 
Cela  posé,  il  arrivera  ; 

1“  One  les  quatre  diagonales  00',  0"0",  MM',  LL'  vien- 
dront se  couper  en  un  même  point  K,  ; 


(*)  Ce  résumé  était  précédé  dans  le  manuscrit,  d’une  Note  marginale  re- 
lative au  problème  de  l'inscription  à un  quadrilatère  plan  quelconque 
d’un  couple  de  coniques  passant  par  un  point  également  quelconque  de  ce 
plan;  cette  solution  d’un  problème  aujourd’hui  connu,  a été  supprimée  dans 
l’impression,  parce  qu’elle  rompait  inutilement  le  lil  des  idées.  Il  en  est 
de  môme  d’une  remarque  isolée  et  sans  démonstration,  quoique  fort  im- 
portante, consistant  en  ce  que  • les  quatre  points  de  concours  des  côtés 
» opposés  des  quadrilatères  simultanément  inscrits  ou  circonscrits  à deux 
» coniques  situées  sur  un  plan,  forment  sur  leur  droite  ou  direction  com- 
» mune,  quatre  points  de  division  harmonique.  » 
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2®  Que  les  points  ü’,  O”,  K'  et  K de  concours  des  côtés 
respectivement  opposes  dans  chaque  quadrilatère,  seront  tous 
les  quatre  situés  sur  une  môme  droite  O'  K ; 

3°  Que  la  diagonale  00'  du  quadrilatère  circonscrit  renfer- 
mera à la  fuis  le  point  de  croisement  k,  des  diagonales  et  le 

Ki([.  lafi. 


point  K de  concours  des  côtés  opposés  ML'  et  M'L  du  qua- 
drilatère inscrit  ML'M'L; 

4"  Que  pareillement,  la  seconde  diagonale  O" 0"  renfermant 
déjà  comme  la  première,  le  point  k,  passera  encore  par  le 
point  k'  de  concours  des  deux  autres  côtés  opposés  ML  et  M'L' 
du  quadrilatère  inscrit; 
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5“  Ouf*.  si  l'on  considère  un  côté  quelconque  ML  du  quadri- 
latère inscrit  et  que,  d’un  point  arbitraire  a'  de  ce  côté,  on  mène 
aux  coniques  quatre  Uingentes  a'T,  a'/',  a'/,  a'T',  dont  deux 
relatives  à la  courbe  ( A ) et  les  deux  autres  à la  courbe  ( A'  ),  ce 
qui  donnera  quatre  points  de  contact  T,  t,  T',  les  droites 
T'T  et  //'joignant  respectivement,  sur  des  coniques  distinctes 
les  points  de  contact  T,  T'  extérieurs  et  les  points  de  con- 
tact /,  /',  opposés  ou  intérieurs,  passeront  dans  toutes  leurs 
positions,  par  le  même  point  O sommet  du  quadrilatère  circon- 
scrit, quand  on  fera  varier  a'  sur  la  direction  de  ML  ; tandis  que 
les  deux  autres  droites  ï/',  T'/  joignant  les  points  de  contact 
extérieurs-intérieurs  ï et  /',  et  les  deux  points  T',  l situés 
de  même,  passeront,  au  contraire,  dans  toutes  leurs  positions, 
par  le  point  invariable  O'  conjugué  à O; 

6®  Que  si,  après  avoir  exécuté  les  constructions  précédentes 
relatives  toujours  à la  corde  LM,  on  joignait  inversement, 
les  points  de  contact  T et  / appartenant  à la  conique  (A),  par 
une  ligne  droiteT/,  elle  passerait  dans  toutes  ses  positions  par 
le  point  de  concours  G des  tangentes  en  L etM,  centre  polaire 
de  LM  situé  sur  la  droite  00',  tandis  <|ue  l’autre  droite  T'/'  joi- 
gnant les  points  de  contact  T'  et  /'  situés  sur  l'autre  courbe(A), 
passera  dans  toutes  ses  positions  par  le  concours  des  tangentes 
en  L et  M à cette  courbe  ou  centre  polaire  conjugué  G'  placé, 
comme  le  premier,  sur  la  droite  00'  des  points  de  tangentes 
comm  unes  dont  il  s’agit; 

7®  Qu’enfin,  quelle  que  soit,  des  six  droites  composant  le 
quadrilatère  inscrit  à <leux  diagonales,  celle  que  l’on  consi- 
dère, elle  jouira  d’une  manière  analogue,  de  toutes  les  pro- 
priétés énoncées  pour  la  droite  ou  corde  commune  ML  que 
nous  venons  d’examiner  en  particulier. 

Remarques  concernant  l’existence  et  la  détermination  des 
cordes  et  des  tangentes  communes  au  système  de  deux 
coniques  situées  sur  un  plan. 

On  voit  par  ce  qui  précède,  que,  quand  deux  courbes  du 
deuxième  degré  décrites  sur  un  plan  se  rencontreront,  il  sera 
possible  d’en  déterminer  géométriquement  et  linéairement  les 
tangentes  communes,  lesquelles  ne  pourront  jamais  excéder 
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le  nombre  de  quatre  : ce  nombre  étant  précisément  égal  à 
celui  des  points  d’intersection  réels  des  deux  courbes,  excepté 
si  elles  sont  entièrement  extérieures  l’une  à l’autre. 

Quand  les  mêmes  courbes  se  toucheront  en  un  ou  deux 
points  réels,  les  cordes  relatives  à ces  points  deviendront  des 
tangentes  communes  qui  ne  cesseront  pas,  pour  cela,  de  jouir 
des  propriétés  ci-dessus,  ainsi  que  leur  point  de  concours, 
leur  corde  de  contact,  etc. 

Si  les  deux  points  M et  L existaient  seuls,  la  droite  M'L', 
conjuguée  à la  corde  commune  LM,  existerait  encore  ainsi  que 
nous  l’avons  vu  (p.  273);  mais  .sans  rencontrer  ni  l’une  ni  l’autre 
conique,  elle  jouirait  cependant  des  mêmes  propriétés  que  ci- 
dessus  à l’égard  des  points  ü et  O',  sauf  qu’on  ne  pourrait  plus, 
J dans  ce  cas,  mener  des  tangentes  aux  courbes  par  le  point  Q' 
■nécessairement  intérieur,  et  qui  n’en  conserverait  pas  moins 
toutes  ses  autres  propriétés. 

Pans  ce  même  cas,  les  quatre  autres  points  0",  0”,  O",  O' 
cessent  naturellement  d’exister. 

r EnHn,  quand  les  deux  coniques  proposées  n’ont  aucun  point 
d’intersection  commune  et  sont  néanmoins  extérieures  l’une 


FiR,  127. 


à l’autre,  les  six  points  de  concours  O,  O',  0",  O",  O”,  O' 
existent  à la  fois;  mais  il  n’y  a plus  alors  que  les  deux  seules 
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sécantes  communes  ML  et  M'L'  conjuguées  entre  elles,  qui 
subsistent  quant  à la  direction  indéTinie,  sans  d'ailleurs  ren- 
contrer les  courbes,  sécantes  ou  cordes  fictives  auxquelles 
correspondent  les  points  de  concours  O,  O',  également  con- 
jugués entre  eux,  des  tangentes  communes  extérieures  et 
intérieures. 

On  voit  de  plus,  par  la  Ji^.  127,  que  les  points  K,  K'  et  K, 
existent  tous  les  trois  encore,  et  que  les  quatre  droites  ML, 
M'L',  0'’0'  et  O" O'"  concourent  toujours  en  un  même  point  k. 
Enfin  on  saisit  la  raison  pour  laquelle  les  deux  autres  cordes 
conjuguées  communes  LM'  et  L'M,  des  figures  précédentes, 
deviennent  alors  entièrement  impossibles,  imaginaires.  Car 
si  elles  existaient  en  même  temps  que  les  premières  ML  et 
M'L',  elles  les  couperaient  en  quatre  points  déterminés  et 
réels,  qui  devraient  être  situés  sur  l’une  et  fautre  courbe; 
ce  qui  est  absurde  ou  tout  au  moins  contradictoire  (*). 

IV. 

BECHERCIIES  GÉOMÉTRIQUES  ET  iNALYTIQUES  SUR  LA  PROJEC.TIOX 
r.EXTRALE  d'un  .SYSTÈME  DR  COURBES  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ  , SUI- 
VANT UN  SYSTÈME  DE  CERCLES. 

J’ai  déjà  mentionné,  au  commencement  de  ce  Cahier,  un 
premier  essai  de  démonstration  analytique  de  la  possibilité 
de  projeter,  en  général,  le  système  de  deux  sections  coniques 
données  sur  un  plan,  suivant  un  système  pareil  de  deux  cir- 
conférences de  cercle,  en  promettant  de  donner  par  la  suite 
une  démonstration  complète  de  cette  proposition;  c’est  ici  le 


{*}  Le  manuscrit  ne  dit  rien  des  propriétés  linéaires  des  quatre  iioints 
réels  O',  O’",  O”,  O'  do  concours  des  tangentes  communes,  propriétés 
qui,  bien  que  relatives  à dos  lignes  et  points  de  construction  devenus  en 
partie  imaginaires,  impossibles  géométriquement,  n'en  subsistent  pas 
moins  au  point  de  vue  algébrique  ou  analytique.  Encore  moins  mentionne- 
t-il  le  cas  tout  à fait  spécial,  le  plus  occulte  de  tous  en  quelque  sorte, 
où  les  deux  coniques  sont  entièrement  intérieures  l'une  à l'autre  et  con- 
servent néanmoins,  comme  le  montre  le  cas  particulier  des  cercles,  plu- 
sieurs de  ces  propriétés  sous  une  forme  réelle  et  géométrique. 
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lieu  de  nous  en  oecuper  en  nous  fondant  sur  les  Icmmes  de 

géométrie  analytique  précédemment  démontrés  { *). 

Exposé  de  la  question  et  des  conditions  que  doivent  remplir  le 
rentre  et  le  plan  auxiliaires  de  projection,  relativement  au 
système  des  deux  sections  coniques. 

Soient  (.\)  et  (A'),  Ji}^.  128,  les  deux  sections  coniques  de 
forme  et  de  position  arbitraires,  données  sur  un  plan;  noinmoiis 
7 le  centre  de  projection  ou  sommet  commun  des  deux  cônes 


Fig.  is8. 


qui  doivent  Jouir  de  la  propriété  de  pouvoir  être  coupés  suivant 
deux  cercles  par  un  même  plan  de  projection.  Supposons  le 
problème  résolu,  et  qu'on  connaisse  par  conséquent,  la  posi- 
tion de  ce  sommet  et  la  direction  de  ce  plan;  imaginons  enfin 
que  l’on  mène  à ce  dernier,  par  le  sommet  7,  un  plan  qui  lui 
soit  parallèle  ; ce  plan  viendra  couper  celui  des  courbes  ( A ) et 
( A'),  suivant  une  certaine  droite,  et  je  dis  : 

I"  Qu’elle  se  confondra  avec  la  corde  kO  (ici  purement 
figurative)  commune  aux  deux  coniques} 

2“  Que  le  sommet  commun  7 ou  point  projetant  se  trouvera 
situé  sur  une  circonférence  de  cercle  dont  le  carré  du  dia- 
mètre sera  égal  au  carré  de  la  corde  k9,  pris  avec  un  signe 
contraire; 

3*  Que  cette  circonférence,  tout  entière,  sera  située  dans 
un  plan  vertical  perpendiculaire  sur  la  corde  k9,  en  son  mi- 


(*)  Ces  leinoies  ont  été  renvoyés  à la  fin  du  II'  Cahier  sous  les  n'“  III 
et  IV. 
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lieu  C,  toujours  constructihlf  gi'^omélritiurnteiil,  et  aura  pour 
ventre  ce  mt>me  point  milieu  V.. 

En  effet,  d'après  le  n"  IV  du  11'  (/ihier,  la  irare  sur  le  plan 
commun  des  coniques  ( \)ct(  \'),  du  plan  mené  par  le  sommet 
7 parallèlement  à celui  qui  coupe  le  cône  do  base  (A)  suivant 
un  cercle,  est  telle  que,  si  on  la  considère  comme  une  corde 
de  cette  base  (A),|Ot  que,  par  son  milieu,  on  lui  élève  un  plati 
perpendiculaire,  ce  plan  passera  par  le  sommet  dont  il  s’agit. 
Pareille  chose  a lieu  à l’égard  de  cette  trace  considérée  comme 
corde  de  la  conique  (A');  et,  comme  par  le  sommet  7,  on  ne 
peut  abaisser  qu’un  seul  plan  perpendiculaire  à la  droite  ou 
trace  dont  il  s’agit,  il  s’ensuit  que  le  milieu  de  cette  droite 
considérée  comme  corde  de  la  courbe  (.\),  et  son  milieu  en  la 
considérant  comme  corde  de  la  conique  (A'),  se  confondent 
en  un  seul  et  même  point. 

D’autre  part,  il  a été  démontré  que,  si  l'on  joint  le  point  mi- 
lieu C,  avec  le  sommet  7 par  une  droite,  rayon  du  cercle  ver- 
tical, le  carré  du  double  de  ce  rayon  pris  avec  le  signe  — 
est  égal  au  carré  de  la  partie  de  la  trace  interceptée  dans 
la  conique  (.V),  et,  par  la  tnème  raison,  égal  au  carré  de  la 
partie  de  cette  tnème  trace  comprise  dans  la  conique  (.\'),  prise 
avec  un  signe  contraire.  Dotic  ces  deux  dernières  parties  sont 
égales  entre  elles;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  évidemment  à 
moins  que  la  trace  dont  il  s'agit  ne  soit  une  corde  commune 
à la  fois  aux  deux  courbes  (.\)  et  (A').  Premier  point  qui! 
s’agissait  de  démontrer. 

En  second  lieu,  il  résulte  aussi  des  lernmes  déjà  cités  du 
II'  Cahier  (n”*  III  et  1\  ),  que,  en  tant  que  le  sommet  7 des 
cônes  projetants  doit  appartenir  à la  conique  (A)  et  à la  corde 
A'O,  I"  il  doit  se  trouver  en  un  point  quelconque  de  la  circon- 
férence du  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  sur  le  mi- 
lieu de  la  corde  A"  9,  et  dont  le  carré  du  diamètre  est  égal  à 
celui  de  cette  corde  pris  avec  un  signe  contraire  ; 2°  aussi  que, 
dans  chacune  de  ses  positions,  le  plan  parallèle  à celui  qui 
passe  par  7 et  par  la  corde  / 9,  coupe  nécessairement  et  tou- 
jours le  cône  de  projection  dont  7 est  le  sommet,  suivant  une 
circonférence  de  cercle. 

Pareille  chose  encore  devant  avoir  lieu  à l’égard  de  ce  même  ' 

I.  ig 
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point  7,  en  tant  qu'il  appartient  coinine  sommet  au  cône  de 
hase  (,\'),  il  s'ensuit  (|ue,  le  cercle  vertical  relatif  à la  conicjue 
(A)  et  celui  relatif  à la  coni(|ue  (.V')  ayant  même  centre  et 
même  rayon,  le  sommet  7 doit,  dans  le  cas  oit  l’on  con- 
sidère les  deux  courbes  de  base  à la  fois,  être  situé  en  un 
point  quelcon(|ue  de  ce  cercle  commun,  et  (pie  le  plan,  paral- 
lèle à celui  qu’on  mènerait  par  celle  position  de  7 cl  par  la 
corde  commune  /rO,  devra  nécessairement  rencontrer  l'ime  et 
l’autre  des  surfaces  coni(|ues  de  bases  ( V)  et  ( A')  suivant  le 
système  de  «leux  cercles.  Srvond  point  qu'il  s’agissait  /'f'a- 
lement  de  démontrer. 

On  remarquera  que  deux  sections  coniques  quelconques  se 
coupant  en  général  suivant  quatre  points,  ces  courbes  peuvent 
avoir,  dans  le  même  cas,  six  cordes  communes.  Donc  la  «luan- 
lil<‘  angulaire  qui  déterminerait  l'inclinaison  de  ces  cordes 
par  rapport  aux  axes  coordonnés,  doit  avoir,  en  général  aussi, 
six  valeurs  différentes  ; ce,  «jui  offre  une  analogie  remarquable 
avec  les  indications  de  l’équation  (7),  art.  IV  du  11'  Cahier. 

Interprétation  f(éométrique  de  ces  conditions  et  exempte 
d'application.  — Puisque,  d’après  ce  «pii  précède,  le  carré  do 
diamètre  du  cercle  vertical  sur  leipiel  le  sommet  7 des  ct'tnes 
projetants  doit  être  placé  est  égal  à celui  de  la  corde  corres- 
pondante, pris  avec  un  signe  contraire,  il  s’ensuit  qu’alin 
que  ce  cercle  s«>ii  possible,  la  direction  de  la  corde  commune 
aux  sections  coniipies  données  ne  doit  rencontrer  ni  l’une  ni 
l'autre  de  ces  courbes;  mais  qu’il  faut  ni'‘anmoins  que  cette 
direction  ne  cesse  pas  d’exister,  quoi(|ue  la  corde  elle-même 
soit  de  l’espèi-e  de  celles  que  nous  avons  nommées  imagi- 
naires, les  distinguant  ainsi  des  sécantes  communes  entière- 
ment illusoires  au  point  de  vue  géométriipie. 

Toutes  ces  notions,  propositions  ou  déliniiions  s’accordent, 
comme  on  voit,  avec  celles  des  n"*  IV  et  suivants  du  IV  Ca- 
hier, et  l’on  pourra  s’en  servir  dans  bien  des  cii'conslances, 
conjointement  avec  les  précédentes,  pour  résoudre  le  pro- 
blème de  projection  ctmlrale  dont  il  s’agit.  Kn  voici  un  exem- 
ple très-simple  ; 

Nims  avons  mi  aux  n"*  Il  et  III  ci-dessus,  que,  quand  deux 
conitpies  (A)  et  ( V'j /î^^  1 •>.(),  décrites  dans  un  plan  commun,  si' 
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roupcnlen  deux  points,  on  peut  délerniiiier  graphiquement  ; la 
direction  ML  de  la  corde  réelle  0/r,  commune  aux  courbes; 
le  point  O de  concours  de  leurs  tangentes  extérieures  commu- 
nes, ainsi  que  la  direction  de  la  magistrale  IF  ou  corde  imagi- 
naire conjuguée  à ML,  Il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  trouver  le 

Fi«j . I -iQ , 


I 


ravon  et  le  centre  L,  du  cercle  vertical  qui  renl'erine  le  soin- 
inel  7.  Or,  tout  étant  alors  connu  relativement  à IF  et  cela 
d'une  manière  graphique,  on  connaîtra  aussi  les  valeurs  de  T 
ou  U définies  au  11“  IV  du  II'  Cahier,  et  l’on  pourra,  par  suite, 
calculer  les  valeurs  de  K par  la  formule  trouvée  à la  fin  de  ce 
numéro  (').  Quant  au  centre  C,  il  est  facile  à déterminer. 

En  effet,  menez  a la  courbe  ( \ ) une  tangente  parallèle  à IF  ; 
par  le  point  de  contact  et  par  le  centre  A de  cette  courbe, 
tracez  une  ligne  droite;  elle  coupera  la  corde  répondant  à IF 
au  point  C demandé.  Si  l’on  exécutait  une  semblable  cons- 
truction à l’égard  de  la  conique  (A'),  on  obtiendrait  évidem- 
ment le  même  point  milieu  ou  centre  C. 

Quand  les  coniques  (A)  et  ( A')  ne  se  couperont  nulle  part, 
mais  seront  extérieures  l’une  à l’autre,  on  pourra  résoudre 
encore  le  problème  ci-dessus,  puisi|u’il  sera  possible  de  con- 
struire, à vue,  les  tangentes  communes  aux  deux  courbes,  qui 
donneront  le  point  de  concours  O,  et  de  là  les  cordes  nda- 
lives  à ML  et  IF.  Dans  ce  cas,  l’une  ou  l'autre  de  C(*s  deux 
cordes  résoudront  le  |iroblème. 


(*)  On  trouvera,  dans  la  première  parlie  du  Vil'  (’ahier,  une  conslnic- 
lion  purement  géométrique  du  rayon  dont  il  s'agit. 


".)• 
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La  seule  circonslance  où  ce  même  problème,  quoiqu’il  soit 
(le  sa  iialure  susceptible  de  solution,  ne  saurait  (Hrt;  consiruil 
graphiquement  selon  ru)s  méthodes,  est,  comme  on  l'a  déj.'i 
fait  observer,  celui  où  les  courbes  (A)  et  ( A')  seraient  complè- 
tement renfermées  l’une  dans  l’autre. 

Démonstration  analytique  des  mêmes  conditions  de  pro- 
jectibilité  des  courbes  du  second  déféré  suivant  des  cir- 
conférences de  cercles. 

' Toutes  les  propositions  qui  viennent  d’t'tre  démontrées  sur  « 
le  système  de  deux  courbes  quelconques  du  second  degré,  en 
se  servant,  afin  d'y  parvenir,  de  celles  déjà  établies  pour  une 
seule  conique  et  pour  le  C(uie  correspondant,  auraient  pu  l’ètre 
d’une  manière  bien  plus  directe  et  plus  générale  en  n’em- 
ployant que  la  seule  analyse  algébrique.  Nous  nous  proposons 
d’exposer  ici  cette  démonstration,  non  afin  de  donner  à la  pre- 
mière une  plus  grande  certitude  dont  elle  n’a  pas  besoin,  mais 
pour  indiquer  la  marche  qu’on  aurait  pu  suivre;  cela  nous 
fournira  en  même  temps,  l’occasion  de  démontrer  une  propriété 
nouvelle  et  assez  intéressante  dont  jouissent  en  général  les 
courbes  du  second  degré.  Cependant,  au  lieu  de  considérer  en 
général,  le  système  de  deux  courbes  de  ce  degré,  nous  ad- 
mettons, afin  de  simplifier  le  calcul,  que  l’une  de  ces  courbes 
soit  une  circonférence  de  cercle. 

Équations  de  condition  fondamentales. — Supposons  en  con- 
tinuant nos  précédentes  conventions  (11*  Cahier,  n"  IV),  que 

(11)  a^-’-i-(r.r‘-i-i=o, 

représente  toujours  l’équation  de  la  section  conique,  et 

(12)  a' ■+■  a' x'' d' y e' X \ — O 

celle  du  cercle  dont  il  s’agit;  soient  encore  a,  p et  7 les  coor- 
données du  sommet  commun  aux  deux  cônes  qui  ont  pour 
bases  les  courbes  (11)  et  (12).  Supposons  enfin  que  0 et  7 re- 
présentent les  angles  qui  déterminent  la  position  du  nouveau 
plan  des  x' y^,  comme  dans  la  question  de  l’endroit  cité,  et 
qn’il  s’agisse  de  déterminer  les  quantités  angulaires  7 et  9,  de 
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façon  (|ue  ce  plan  coupe  l’une  el  l’autre  des  deux  surfaces 
coniques  suivant  un  cercle. 

Le  plan  des  x' y’  devant,  en  particulier,  couper  la  surface 
conique  qui  a pour  base  la  courbe  (i  i)  suivant  un  cercle,  or> 
doit  avoir  aussi  les  équations  de  condition  (5)  et  (6)  qui  s’y 
rapportent.  Quant  aux  deux  équations  relatives  à la  seconde 
des  surliices  coniciues,  il  faut,  pour  les  obtenir,  faire  a = a', 
h = o,  f=  a',  d — d'  et  c = <;'  dans  celles  qui  expriment  les 
conditions  relatives,  en  général,  à la  courbe  du  second  degré 

-+-  bxy  4-  ex’  -h  d}-  -h  ex  + i = o ; 

ce  (|ui  donne  les  deux  nouvelles  relations  qu’il  faudra  joindre 
aux  équations  de  condition  (5)  et  (6)  ; d’une  partj 

sin’ij){fl'p’-|-n’»’-h</'p4-e'a-)-  i)  + fl'y’cos’v 
-t-sin0sin')>cosij>(2rt'p-l-r/')7  — cosOsin^ cosf  (2rt'a  y-e')y  = ti'y\ 

et,  de  l’autre, 

— cos 9 sin7(2u'fl  -f-  d')y  — sin0sinŸ(2.a'a  -f-  <?')7  = o. 

Supprimant  les  facteurs  inutiles  de  ces  deux  équations, 
savoir  siii’y  dans  la  première,  y et  sin^  dans  la  seconde,  rem- 
plaçant ensuite  coty  par  tangO  par»,  comme  nous  l’avons 
déjà  fait  à l’endroit  précité,  elles  deviendront:  la  première, 

I d'p-h  e' a-y  I 

I -t-  7(an'P  -f-<f')xsinO  — 7(20'»  -+-  e');^CüsO  = o ; 
la  deuxième, 

(«4)  7.a' P d' -y  {’ia' a -y  e' = o. 

On  a ainsi  quatre  équations  de  condition  (5),  (t’>),  (i3),  (i4) 
seulement,  pour  déterminer  les  cinq  inconnues  a,  p,  7,  x etw. 
Il  semblerait,  d’après  cela,  que  les  valeurs  de  chacune  de  ces 
inconnues  pussent  être  arbitraires;  mais  cela  n’est  pas,  comme 
nous  allons  le  voir  en  cliercbant  à éliminer  des  quatre  équa- 
tions précédentes,  les  inconnues  p,  7 et  x- 

Êliminitlion  des  inconnues  principales  de  ces  équations. — 
On  peut  d’abord  éliminer  rindélerminéc  x entre  les  équa- 
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lion.s  (5)  el  (G),  celle  opéralioii  a déjà  élé  exéculée  el  a donné 

pour  éijualioii  finale  (p.  io3) 

[(•  — « 4-  «e(  P' — *’+  7’)  — 7’)]“' 

— [c  — a-t-  «tt(  p-  — 'J?  — 7’J 4- rt’(p’+  7’)] w’ — a’p'=  O. 

On  peul  enstiile  éliminer  la  même  quanlilé  y enlre  l'éqiia- 
lion  (6)  el  l’équalion  (12);  ce  qui  donnera, en  snppriinani  le  fac- 
leur  commun  7, 

«'{  P’+  a’ — 7^  ) -)-  f/'p  4-  c'a  -f-  I rt  P Caw 

;*.rf'a4-e' — w(2«'p-t-rf')  (e  — «)w 

Chassanl  les  dénuniinaicnrs  de  celle  équalion,  el  avant 
égard  à réi|uatioii  (i  j).  die  deviendra 

l a'{a  — c)w7*  = {2tf'a-+-e')(i  4-<»)(«p-l-caw) 

I — (f  — rt ) [a' ( P’ -H 7’ )-!-</' P -f-  c'a  i]m. 

On  a,  d’après  cela,  les  trois  étiuaiions  { i4  ),  ( 7 ) et  ( i5)  qui  ne 
renferinenl  plus  y el  remplacenl  les  quatre  premières  trouvées 
d’abord. 

Maintenant  on  peut  racilenicnt  éliminer  rinconnue  7 enlre 
ces  nouvelles  équations,  puisque  l’équation  (i4)  en  est  indé- 
pendante : on  mettra  dans  l’équation  (7)  pour  {a  — 0)7’  sa  va- 
leur tirée  de  l’équation  (i5);  ce  qui  donnera,  réductions  faites 
el  sans  ordonner. 


[(«'  — c)(r  — r;)w4-a«f/'cp’tü  — •iuc'a}in  — r'rt'p’w" 
4-e(2r«j'pa-(-2r«’a’t.i4-nf.’p4-fe'ao))(i  + w') 

— c(f  — 

[{a' — rt)  (r  — «)  w — ut  «/'  r a’  w -I-  P’  w -I-  rt’  rt'a’  u" 

-t-fl(a««'ap-(-  4- «e'p -f- cf'au ) (i  4-o>’) 

— «(f  — rt)  (f/'p  4- r'ajw 


Il  ne  reslit  plus  désormais  pour  déterminer,  sur  le  plan  des 
deux  eoniques  proposées,  la  direction  commune  aux  plans  de 
sections  circulaires  ou  à leurs  traces  parallèles,  qu’à  éliminer 
P entre  la  précédente  équation  el  ré(|ualion  (i4)ou 

(2«'a4-e')M  — ^/' 

1 ’ 
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on  obtiendra  ainsi  une  é<|iiaiion  finale  qui,  généialeim'iii  en  w 
cl  a,  servira  à déierininer  celle  direciion. 

Subslitnant  donc,  dans  l'équaiion  écrite  ci-dessiis,  pour 
P sa  valeur,  il  viendi-a,  après  avoir  ordonné  el  simplifié  aulanl 
i|ii'il  esl  po.ssible. 


[(«'- 

— U 


4«'  ■ 


}(c  - a) 


'jt  a J 
y/'»  , 


!^a' 


-O. 


I/inconniie  * ajaiu  disparu  d’elle-niènie  <le  celle  éipialion, 
il  s’ensuit  que  la  valeur  de  w est  enliéreinenl  dèlerniinée  ; ilonc 
aussi  il  n’y  a généralement  que  six  positions  de  la  trace  du  plan 
des  x'y^  qui  puissent  résoudre  la  question. 

Heclierc/ie  du  lieu  géométrique  drs  centres  auxiliaires  de 
projection,  en  nombre  infini.  — Supposons  ipi’on  ail  lin':  l’une 
(luelconquc  des  valeurs  de  « de  l’équation  (i6),  et  qu’on  l’ail 
substituée  dans  les  érjuations  (i4)  et  (7)  exprimant  la  relation 
(jiii  doit  exister  entre  »>  el  les  coordonnées  inconnues  a,  p du 
centre  ou  sommet  de  cône  projetant,  on  aura  évidenimcnl  (w 
étant  considérée  comme  constante),  les  équations  de  deux 
surfaces  sur  lesquelles  ce  sommet  doit  être  situé. 

En  les  ordonnant  après  y avoir  remplacé  les  indéterminées 
X,  P el  7 dont  il  s’agit,  par  les  variables  ou  coordonnées  géné- 
rales x,r  el  Z,  elles  deviendront  respectivement, 

(a  — c)  {a  -I-  cw’)w’  -t-  rt(  I -4-  a>=)(  a q- 
(,■(  I -l-  w’  ) ( </  -I-  c w’  ) m’ x’  -t-  (c  — «)(  I -t-  “’)<'>’  = O, 

I d' 4-  e'ùi 

X = >• ; 

(â>  ‘ 9.  fl  ta 

l.a  première  de  ces  écpiations  fait  voir  que  le  sommet  7 
appartient  à une  surface  du  deuxième  degré,  et  la  seconde 
i\\\’il  est  en  même  temps,  situé  dans  un  plan  vertical  dont  la 
trace,  surle  plan  des  xy,  est  perpendiculaire  à celle  du  plan 
des  x' y qui  contient  les  coniques  à projeter. 

Uésiiltats  el  conséquences.  — On  voit  déjà  les  consétpiences 


{ ' 7 ) I 
(>«) 
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générales  que  nous  avons  découvertes  pour  ainsi  dire  géomé- 
triquement, se  reproduire  ici  avec  les  mêmes  circonstances  ; 
car  l’équation  (17)  de  la  sut  face  du  deuxième  degré  trouvée  en 
dernier  lieu,  est  la  même  que  celle  numérotée  (9),  tandis  que 
l’équation  {18)  représente  un  plan  parallèle  à celui  (jui  corres- 
pond à l'équation  (8). 

De  là  aussi  on  peut  conclure  en  général,  d’après  ce  qui  a été 
prouvé  alors  et  qu’il  est  fort  inutile  de  démontrer  à nouveau 
ici,  que  le  soinini’t  du  cône  doit  se  trouver  sur  une  circonfé- 
rence de  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à la  trace 
horizontale  du  plan  des  x'y'  sur  celui  de  xy\ 

Recherche  du  plan  parallèle  aux  sections  circulaires  com- 
munes, passant  par  le  sommet  des  cônes  projetants.  — Le 
plan  des  x' y'  ayant  en  général  pour  équation 

Z — tang()>sin8  tangf  cos8, 

celle  du  plan  qui  lui  serait  mené  parallèlement  par  le  som- 
met •/  des  deux  runes  de  projections  circulaires,  sera 

3 — 7 = — tang^sinO  ( r — p)  q-  Uing»  cos  6 (x  — a), 

et  par  conséquent,  l’équation  de  la  trace  de  ce  plan  sur  celui 
des  xy  ou  des  coniques  données,  sera  elle-même. 


X — a = w(  V* — 8) i ‘ 

tang^cos® 

Mettant  dans  cette  équation,  pour  — ! — =y,  sa  valeur  tirée 

ungç 

de  l’équation  de  condition  (6),  qui  donne 

np  cos  6 -I- t'o  sinfl 

^ l(c  — rtjsinecosô’ 

et  remplaçant  comme  ci-dessus,  tang  6 par  u,  elle  deviendra 

« P -4-  CW* 

X w >■  -r  a — wB  — , ; — : = w 

^ (c — «jsmôcüse 

a [(c  — «jsin  >)  cosfl  — cw]  — P [(c — a)  sinôcosô.i»  -1-  u\ 
(c  — rt)sin  fl  cosfl 
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Ur  nous  avons  déjà  trouvé  que 

{c  — a)  siiifl  cosfl  — CW  = — w^rt  -h  cw’)  cos’w 

et  que 

{c  — rt)  siii  0 COS0.W  -h  a = (a  4-  cw’)  cos’ô. 

Donc,  en  substituant,  on  aura  pour  l’équation  de  la  trace  en 
question 

(rt  + cw’)(p-t-w«) 

^ (c rt)w  ’ 


mettant  encore  dans  cette  équation  pour  p sa  valeur 


P — wa 


r/'-f-  e'ta 


Urée  de  l’équalion  (i4)i  elle  deviendra  finalemenl 

. («  + cw’)(r/'4-e'w) 

(lo)  j:==wv-f- — 

^ 2a  (c  — rt)5i 

Telle  est  l’équation  de  la  trace  sur  le  plan  des  xr  du  plan 
mené,  par  le  sommet  des  cônes  projetants,  parallèlement  à 
celui  des  x'y. 


Comparaison  du  résultat  précédent  avec  ceux  obtenus  au 
n'‘lV  du  Cahier  II.—  Si,  pour  comparer  cette  équation  à celle 
jr  = w_>'4-A‘,  qui  concerne  la  question  relative  à une  seule 
conique,  nous  posons 


on  en  tirera 


, («  4- cw’ )(«/'-(- c'u) 

w(c  — fl) 

d’  -<re'  U (c  — fl)  /r 

afl'w  «4-cw' 


et  par  conséquent,  l’équation  (i8)  du  plan  qui  renferme  le 
sommet  7 prend  la  forme  particulière 

I (c — fl)  A 

x = y — ' — ; -• 

M « 4-  cw’ 


Cette  équation,  ainsi  que  x = w^  -f-  k,  étant  absolument  de  la 
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iiK'ine  forme  que  les  éiiiuilions  (8)  et  x = m >•-+-  A de  l’endroii 

prérilé,  on  en  tirerait  exactement  les  mêmes  conséquences. 

Mais.au  lieu  de  suivre  cette  inarclie,  faisons  voir  directement 
(|ue  l’équation  (iq)  représente  l’une  quelconque  des  six  cordes 
<'oinmunes  au  cercle  et  à la  courbe  à projeter,  et  que  si  l'on 
met  pour w les  six  valeurs  fournies  par  ré(|ualion  elle  se 
changera  dans  l’équation  même  de  chacune  de  ces  cordes. 

V. 

RKCaiERCIIES  AXALYTIQl.ES  HF.1.ATIVES  A I.A  DIRECTION  DES  CORDES 
4:OMMUNKS  At  SÏSXlillE  DE  DEUX  SECTIONS  CONIQIES  Ql’ELCOXqCES 
DONNÉES  SLR  IN  PLAN. 

h'tliinlions  préliminaires.  — Soient  x'  et  y les  coordon- 
nés de  l’un  des  quatre  points  communs  aux  deux  courhes  à 
jirojeter suivant  des  cercles;  x"  et  r"  celles  d’un  autre  (]uel- 
compie  de  ces  points;  ces  coordonnées  devant  satisfaire  sépa- 
rément aux  équations  de  ces  cvurbes,  on  aura 

(«)  ry''-(- car'^-f- I = O,  (b)  '-t-c'x'-)- I — o, 

(c)  1 =o,  (<l)  a'y^-^n'x’'‘+tt'y+c'.té‘+\=^o. 

Appelons  u,  la  tangente  de  l’angle  que  forme,  avec  Taxe 
lies  )■,  la  corde  qui  joint  entre  eux  les  points  x'  et  x",  on  aura 
évidemment 

= ou  x“ — X —<,yy  — f). 

Il  s’agit  inainttmant,  alin  d’obtenir  la  valeur  de  w,,  d’éliminei 
■t',  >•',  x”  et  )•"  entre  les  cinq  équations  précédentes,  l'onr  cela, 
iT'tranchant  d’abord  l’équation  (A)  de  (</),  il  viendra 

«'  [y— y ) (.>•" +/)-^  «'  (^"  - -f- 

-H  </'  ( )•" — y)  ■+■  e’  {x"  — x')  — o; 

menant  ensuite  pour  x”  — x'  sa  valeur  w,  {y" — )■')  et  divisant 
par  »•"  — )•',  il  viendra  en  second  lieu, 

a'  { ,v'H-(T'»-,(.r"-l-.T')-t-  (/'-f-  e'w,  = n. 
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équation  qu'on  peut  mettre  sous  celte  autre  forme 

n'  [y — 2 a'  y-\- 2 a' U,  x'-+-  il'  + e'«  = o; 

substituant  de  nouveau  dans  celle  dernière  équation,  pour 
x"  — x'  sa  valeur  ci-dessus,  on  en  tirera 


, 2 a'  y'  -t-  2 fl'  t.1,  -H  -f-  c'  6>. 

Traitant  de  même  les  é(|ualions  (fl)  et  (c),  on  en  déduirait  ' 
celle  autre  valeur 

y — y = ’ 


qui,éfialée  à la  première,  donnera  l’é(|uation  suivante 

2fl>-'-|-  2Cm,x'  2 fl' r' -t- 2 fl' w,  a-' -f- </'-!-  c'w, 

fl  —f—  c w(  'è  ( * “f"  I ) 

Effectuant  les  calculs,  il  viendra  iinaleinent 


(20)  2fl'{c  — fl)(  w,x' — '■>]y)  — {<l'+  c'w,)(fl-|-  cwj)  = o; 


de  là  on  lire 

J 2fl'  (c  — fl)6>,x' — ((/'-h  c'wi)  («-(-  Coi]) 

2fl'(c fl)w( 


valeur  qui,  substituée  d’abord  dans  l’équation  {«),  donnera 

4a’’(c  — rt)’«î  (fl  -f-  cwj)  x'’ 

4 «rt'(c fl)  (</'  -h  c'  6),  ) (fl  -h  c w)  ) w,  x' 

-+-a{d'-+-  e' w,)’(fl  -f-  c w()’  -+-  4 fl’’  (c  — «j’'-'!  = o, 

puis,  substituée  également  dans  l’équation  ( h) 

4«"(< — fl)’w;(i  + w;)x" 

_j — r'[ — 4 fl” (c  — fl)  ('/'-)-c'W|)(«+cwJ)w,-f-4f/'n'’(c  — rt)’w)-t-4n'V(f  — rt)=w]] 
-i-(j'{d'-i-c'oi,)'‘{ri+co>]Y—2ii'il’{r  — ii)  [et'+c' 01])  (« + ffd;)w)  + 4 «'’(c  — fl)’w|=;  o. 

les  quantités  x'  et  w,  restant  seules  indéterminées. 
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Equation  qui  donne  l’inclinaison  des  cordes  communes 
sur  les  axes  coordonnés.  — Il  ne  s’agit  plus  maintenant  que 
d’éliminer  x'  entre  ces  dernières  équations,  afin  d’obtenir  l’é- 
(|uation  finale  en 

Pour  cela  faire,  je  multiplie  la  première  par  «'(i  + w|)  et  la 
seconde  parar-|-c»%  puis  retranchant  la  deuxième  de  la  pre- 
mière, le  terme  en  x'^  disparaîtra  du  résultat  aussi  bien  que 
celui  en  x' . On  arrive  ainsi  sans  autres  calculs, à l'équation  qu’il 
s'agissait  d’obtenir  : 

• 

-I- 4 «'"(c  — «)’<■<!  (i  -f-wj)  — + 

+ — a)  — = o. 

En  simplifiant,  elle  devient 

( </'* — '’w  J ) ( a-t-CM  î )’ — — «'  ) ( c — a )u  î — ^a'{  c — a'  ) ( c — a )w  ; = o . 

Développant  et  ordonnant  par  rajiport  à w,,  on  obtient  definiti- 
vement l’équation 

— [{a' — c){c — a)  4«'-l-  c'd’’ — iace'‘\  wJ 
— [ 4a'(«'  — a)  (c  — a)-t-  y.acd’’ — a'e'‘]  wî  — a’  d'-  = o, 

pour  calculer  la  valeur  de  cette  tangente  trigonométrique  qui 
sert  à déterminer  l’inclinaison,  sur  l’axe  des  y,  de  la  corde  qui 
joint  entre  eux  les  points  x'  et  x"  communs  aux  deux  courbes. 

Identité  de  cette  équation  avec  celle  numérotée  {•])  ; équa- 
tion des  cordes  communes,  — Si  l’on  compare  cette  équation 
avec  l’équation  (7)  de  l'art.  IV  du  Cahier  11,  qui  donne  la  va- 
leur de  l’inconnue  u,  on  voit  qu’elle  lui  devient  identique 
quand  on  en  divise  tous  les  termes  par  le  facteur  4a'î  donc 
ces  équations  donnent  les  mêmes  valeurs  pouru,  et  pour  w; 
on  a donc  w,=w,  et  l’équation  d’une  corde  réelle  ou  imagi- 
naire, à la  fois  commune  aux  deux  courbes  dont  il  s’agit,  est 
bien  de  la  forme  x = uy-\-  L. 

Mais,  puisque  cette  corde  est  supposée  passer  par  le  point 
x'y,  on  doit  avoir  aussi  la  relation  x'—o,,y-yL.  En  la  com- 
binant donc  avec  l’équation  de  condition  (20),  irouvée  dans  le 
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cours  du  calcul,  y disparaîtra,  et  l'on  aura  pour  déterminer 
l’expression  algéljri(|ue  de  L,  la  relation 

■I  h'  [f  — nju,  L — [il'  + c'w,)(«-t-  cwj)  =;  (I, 

<]ui  donne  très-simplement 

= T, : ’ 

an  (c  — n)»i 

où  remplaçant  «,  par  la  quantité  «qui  lui  est  égale,  on  aura  * 

(^/'H-c'M)(n-HCM») 

la'  (c  — rt)u 

On  voit  par  cette  valeur  que  l’indéterminée  L est  égale  à l’ex- 
pression même  de  k trouvée  ci-dessus.  Donc  l’équation  de 
l’unequeleonque  des  six  cordes  communes  à nos  deux  courbes 
est  précisément 

X — fl. 


Donc  enfin, « du  sommet  7,  commun  aux  deux  cônes  de  pro- 
jection qui  ont  pour  hases  respectives  les  courbes  représentées 
parles  équations  (11)  et  (12)  des  endroits  cités,  on  mène,  un 
plan  parallèle  à celui  des  x'  y contenant  les  sections  cir- 
culaires communes  aux  deux  cônes,  la  trace  de  ce  plan  sur 
celui  des  courbes  de  base  sera  nécessairement  une  corde 
appartenant  A la  fois  à ces  courbes  ( ' ]. 

Ainsi  l’analyse  algébrique  nous  a conduits,  quoique  par 


(*)  Le  principe  de  projection  centrale  qui  vient  d’ètro  doublement  dé- 
montré, est  le  cinquième  et  dernier  de  ceux  que  contiennent  les  caliiers 
manuscritsdeSaratolT.  J'en  avais,  dèsi8i4,  pressenti  la  portée  comme  germe 
fécond  d’une  vaste  théorie  relative  à 1a  transformation  et  à la  démonstra- 
tion des  propriétés  des  figures  dans  l’espace  ou  dans  un  plan;  théorie  qui 
a été,  de  ma  part,  l’objet  d’un  Mémoire  spécial  sur  les  Propriétés  pro- 
jectives, présenté  en  mai  i8ao  à l'Institut  de  France,  et  qu’on  trouvera 
reproduit  textuellement  dans  le  t.  11  de  ces  Applications  <P Analyse  et  tic 
Géométrie.  Je  crois  pouvoir  le  déclarer  ici  sans  crainte  d'étre  taxé  d’or- 
gueil ou  de  présomption,  la  démonstration  que  j’avais  trouvée,  en  i8i3, 
de  ce  même  principe,  après  les  essais  infnictueux  mentionnés  dans  une 
précérlente  Note,  a été  pour  moi  un  adoucissement  véritable,  sinon  une 
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un  chemin  forl  différent,  aux  mêmes  consécjuences  aux- 
quelles nous  étions  parvenus  dans  l’article  précédent.  Ou 
voit  aussi  comluen  il  est  souvent  utih;  d’évitL*r  les  lon;,'ucurs 
de  calcul,  du  moins  si  l’onen  juge  d'après  ceux  qui  ont  été  dé- 
veloppés en  dernier  lieu,  et  que  nous  avions  évités  d’abord. 
C’eût  été  bien  pis  encore,  si  nous  eussiotis  traité  la  question 
dans  toute  la  généralité  qu’idle  comporte. 

Quoi  qu’il  en  soit,  voici  une  consé(|uence  assez  remarquabh' 
, de  ces  mêmes  calculs,  qui  se  déduit  sur-le-champ,  des  résul- 
tats analytiques  précédemment  obtenus. 


Corollaire  sptU-ial  relatif  à l’intersection  mutuelle  il’une 
section  conique  et  il’ un  cercle  tracés  sur  un  plan. 

Puisque  l’équation  (lü)  donne,  pour  racines  les  valeurs  de  la 
tangente  numérique  w des  angles  d’inclinaison,  formés  par 
les  cordes  communes  au  cercle  et  à la  section  conique  don- 
née, avec,  l’axe  y des  coordonnées  dont  la  direction  est  la 
même  que  celle  des  axes  principaux  de  cotte  dernière 
courbe;  comme,  d’autre  part,  cette  équation  ne  renferme  w 
qu’à  des  puissances  paires,  il  s’ensuit  évidemment  que  si  une 
certaine  de  ces  cordes  fait  un  angle  fl  avec  l’axe  des  y,  il  en 
existe  une  autre  qui  lui  est  conjuguée  et  qui,  faisant  un  angle  de 
'>00“ — 6,  est  nécessairement  située  d’une  manière  symétri(|iie 
à l’égard  de  ce  mênte  axe  et  de  la  première  corde.  D'après 
cela  (C)  et  (A),yî^^  '3o,  étant,  par  exemple,  un  cercle  et  une 
courbe  quelconques  du  second  degré,  s’entrecoupant  aux 


compensation  entière,  aux  peines  physiques  et  morales  de  la  captivité. 
Oir  je  croyais,  par  là,  avoir  ouvert  une  nouvelle  carrière  de  progrès  à la 
géométrie  pure  ou  rationnelle,  jusque-là  restreinte  aux  simples  questions 
du  second  degré. 

On  me  jtermeltra  encore  de  rappeler  <iue  ces  principes  de  projeclion 
centrale  consliluent  autant  de  théorèmes  généraux  sur  les  systèmes  de 
cônes  de  même  sommet,  à sections  circulaires  communes;  que  ces  théorèmes 
ont  été,  depuis  1817,  l'occasion  de  recherches  géométriques  intéressan- 
tes sur  les  c6nrs  liomorn  tiques  ; qu'enlin  ces  mêmes  principes  révèlent, 
sans  discussion , sur  les  systèmes  de  lignes  du  second  degré,  une  inlimté 
de  consé(|uences  générales  ou  particulières,  aujourd'hui  bien  connues  des 
géomètres,  quoi(ine  sOus  des  noms  et  des  aspecls  ilivers. 
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quatre  points  clistinrls  a,  b,  c,  d,  il  est  clair  que  les  deux 
cordes  ac  et  bd  nuiaminenl,  t|ui  se  rencontrent  au  point  O,  in- 
térieurement et  ailleurs  que  sur  les  courbes,  sont,  l’une  à l’égard 
de  l’autre,  dans  les  conditions  dont  il  s’agit.  Par  consé(juciit,  si 


Fij».  i3o. 


l’on  divise  l’angle  «()<>  ((ii’elles  forment  en  deux  parties  égales 
par  la  droite  0/^,  celle  droite  sera  parallèle  à l’un  des  axes  |)i  in- 
cipaux  de  la  coni(iue  (\),  et  de  même,  si  l’on  divise  le  supplé- 
ment bOc  de  cet  angle,  en  deux  parties  égales,  par  la  ligne 
droite  indéfinie  Op',  celte  droite  .sera  parallèle  à l’autre  de 
ces  deux  axes  rectangulaires. 

On  voit,  par  là,  (|u’une  courbe  du  .second  degré  ( V)  étant 
tracée,  il  est  très-facile  de  déterminer  graphicjueinent  et  d’une 
infinité  de  manières  dilTcrcnles,  dos  directions  ou  droites  pa- 
rallèles à ses  axes  principaux. 

Si  d’ailleurs,  au  lieu  des  cordes  ac  et  bd, vu  eût  considén»  les 
couples  de  cordes  conjuguées  ab  et  cd  ou  ad  et  bc  prolongées 
jusqu’à  leurs  points  de  concours  respectifs  ( )'  cl  0",  on  eût 
précisément  obtenu  le  même  résultat  (|uant  à la  direction  in- 
définie des  deux  axes  principaux,  etc. 

Remanjues  à ce  sujet.  — La  propriété  précédente  est  l’ex- 
tension de  celle  (pi’on  démontre  dans  les  éléments  de  géomé- 
trie analytique.  Soit  C {Jlg-  i3i),  le  centre  d’une  corirbe  du 
second  degré,  AB  un  diamètre  quelconque  de  celte  courbe; 
si  l’on  décrit  sur  sa  longueur  comme  diamètre,  une  circonfé- 
rence de  cercle  (|ui  la  coupe  aux  points  \ et  Y,  les  cordes  ,\\ 
et  BX  seront  respectivement  parallèles  aux  deux  axes  rectan- 
gulaires de  la  courbe.  Il  est  visible,  en  effet,  ipie  ci’s  axes 


Digitized  by  Google 


3o4  V'  CAHIER.  — PROPRIÉTÉS  DESCRIPTIVES 

divisent  en  parties  égales  les  angles  formés  par  les  diagonales 
ABetXY  du  rectangle  AX BY,  etc. 

On  peut  se  demander  ce  qui  arrive  dans  le  cas  général  où 
l’on  considère  deux  sections  coniques  quelconques  s’entrecou- 


Fiç.  rii. 


pant  aux  quatre  points  réels.  En  suivant  la  marche  analytique 
précédente,  on  obtiendrait,  en  «,  une  équation  générale,  tou- 
jours possible,  du  sixième  degré;  ainsi  on  n'en  saurait  con- 
clure que  le  théorème  ci-dessus  subsiste  d’une  manière  iden- 
tique. Cependant  le  système  de  deux  sections  coniques  jouit 
d’une  propriété  analogue,  non  à l’égard  des  axes  rectangulaires 
de  ces  courbes,  mais  relativement  à un  système  particulier  de 
diamètres  conjugués  {voir  une  Note  .à  la  fin  du  volume). 


Recherche  analytique  relative  aux  inclinaisons  mutuelles  des 
cordes  communes  et  des  diamètres  conjugués  parallèles 
de  deux  coniques  quelconques. 

Équations  et  données  piéliminaires.  — Soient  deux  courbes 
quelconques  du  second  degré;  il  n’est  pas  difficile  de  démon- 
trer qu’il  existe  dans  l’une  et  dans  l’autre,  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  dont  les  directions  sont  respectivement 
parallèles.  Ce  système  est  même  susceptible  d’être  construit 
d’une  manière  entièrement  géométrique  (* (*•)). 

Nommons  (C)  et  (C')  les  deux  sections  coniques  dont  il  s’a- 
git (’*);  CA  et  CE  le  sy.stème  des  demi-diamètres  conjugués  de 


(*)  C'est-à-dire  (lar  ie  cercle  et  la  ligne  droite  seuls. 

(*•)  Pour  simplifier,  on  a supprimé  à l’impression,  deux  figures  très- 
simple.s  et  très-faciles  à suppléer. 
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la  courbe  (C),  censés  parallèles  et  avoir  pour  direction  celle 
des  demi-diamètres  conjugués  C'A'  et  C'E'de  la  courbe  {C'). 
Supposons  que  l’on  rapporte  l’une  et  l’autre  de  ces  coniques, 
aux  directions  (>A  et  CE  comme  axes  obliques  des  r et  des  .r, 
leurs  équations  seront  respectivement  de  celte  forme 

ex'  -t-  I r=  O,  n' y-'-^  c' x'  -f-  d'y  -t-  e' x -y  i = o. 

Nommons  u le  rapport  des  sinus  des  angles  que  forme  l’une 
des  cordes  communes  aux  deux  courbes  (C)  et  (C'),  avec  les 
axes  de  coordonnées  respectifs  Cj  et  Cx;  appelons  en  outre, 
x'  et  j' les  coordonnées  de  l’un  des  points  d’intersection  de  res 
courbes,  par  lequel  passe  la  corde  en  question,  elx’',y"  celles 
de  l’autre  point  par  lequel  passe  cette  même  corde,  on  aura  la 
relation  bien  connue 

■ir"—.r'=  O)  (/'—/), 
et  de  plus,  les  équations  de  condition 

ay''  ex’'  -y  t =o,  a' y -t-  c'  x''  + rf'  >•'-)-  c'  x'  -+- 1 = o, 

ay'-\-  ex"' -h  1=0,  a' y"'  -+-  c'  d'y" -h  e' x"  y-  i =o. 

Ces  cinq  équations  en  donneront  une  dernière,  mais  seule  de 
son  espèce,  pour  déterminer  6>,  si  l’on  élimine  x',  >',  x",  etc. 
entre  elles. 

Equation  finale  donnant  le  système  des  inclinaisons  cher- 
chées. — En  s’y  prenant,  pour  effectuer  cette  élimination, 
comme  nous  l’avons  fait  dans  les  recherches  analytiques 
précédentes  à l’égard  des  équations  (a),  {b),  etc.,  qui  sont 
absolument  de  la  même  forme,  on  arrivera  sans  difficulté  à 
l’équation  finale  du  sixième  degré 

(fl-t- CW*)’ (</'* — e'’w’) — 4 (<*  — a'){a'c  — ac'Jw* 

— 4 (‘■’ — (ct'c  — ac')  w‘  = o, 

mais  réductible  encore  à une  du  troisième. 

La  quantité  angulaire  w n’entrant  qu’à  la  seconde  puissance 
dans  cette  équation,  on  en  conclut  que,  si  l’on  considère  deux 
cordes  communes  aux  courbes  en  question,  accouplées  ou 
I.  20 
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(|iii  soi*‘iU  cnnjiigiii'‘Os  entre  elles,  le  rapport  des  sinus  des 
an}>les  *pie  l’une  de  ees  eordes  forme  avec  les  axes  obliques 
des  X et  des  v,  sera  éfîal  au  rapport  semblable  qui  eorresponcl 
à l'autre  de  ees  mêmes  cordes. 

Solution  graphique.  — Nous  avons  déjà  fait  observer  précé- 
demment que  des  cordes  indépendantes,  communes  au  système 
de  deux  coniques  sur  un  plan  [Jig.  i3?),  comme  nw  et  In,  tp  ol 
op,  par  exemple,  sont  conjuguées  entre  elles.  Quand  les  courbes 
{('.)  et  (C')  sont  décrites  et  s’entrecoupent  en  quatre  points  dis- 
tincts, ces  cordes  peuvent  être  tracées  effectivement,  et  il  y a 
lieu  de  rechercher  géométriquement  la  direction  commune 
aux  axes  conjugués  parallèles  dans  ces  courbes. 

Par  un  point  fixe  quelconque  i {^g.  i33),  qu’on  mène  des 
parallèles  aux  quatre  cordes  en  (|uestion,  à savoir;  /i  à pl. 


Fîg  i3o.  Fig.  i33. 


12  à ni,  I 3 à mo,  i à po.  Soit  ix  la  parallèle  h l’axe  des  x 
cherchée,  et  (i.4)  une  parallèle  quelconque  à l’axe  oblique 
des  y,  coupant  les  précédentes  en  i,  2,  3,  4 respectivement,  il 
est  aisé  de  voir  que  la  distance  marquée  (1.2)  doit  être  égale  à 
Celle  de  (3.4).  I.a  question  revient  donc  à mener  par  un  point 
arbitraire  (4),  une  droite  telle  que  (3.4)  = (1.2). 

Soient  ici  i l’origine  des  coordonnées,  i'4  l'axe  des  x;  posons 
{i^)z=x',  et  admettons  de  plus,  que  > =Ær  soit  l’équation 
de  {iS),y=bx  celle  de  {i  2),  yzz^cx  de  (f  i)  et  y — a{x  — x') 
celle  de  la  doite  cherchée  (4->)-  En  mettant  pour  (i.i  ),  (t.2), 
(j.3)  Cl  (i.4)>  1-eurs  valeurs  en  a dans  l’équation  évidente 

sin  rn  .(i.i).  (j.2)  = sinw  .(j.3){t.4), 
qui  exprime  que  le  triangle  /. i. 2 = 1.3.4,  on  aura,  toutes  ré- 
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duciions  et  simplificutions  faites,  l'équation  remarquable 

(a  h — e)  7.'  — 7.  nh  x -(-  nhv  ~ o, 

qui  donnera  pour  a la  double  valeur 

(tl>±\!ah{{i  — c){h  — c)  ' 

* ~ 

l’angle  d'inclinaison  z étant  ainsi  connu,  celui  de  {ix')  le  sera 
aussi,  et  l'on  peut  voir  que  la  double  valeur  de  a corresi)ondra 
à l’une  et  à l’autre  des  directions  cherchées  de(i..{),  etc  (*). 


(*)  Dans  mes  papiers  rapportés  de  Russie  en  seplembre  1814,  je  n’ai  rien 
trouvé  qui  complète  la  solution  géométrique  de  cette  question  relative  à la 
détermination  des  diamètres  conjugués  parallèles  du  système  de  deux 
coniques  sur  un  plan , quoique  je  m’en  sois  occupé  dès  lors  très-certai- 
nement. Mais,  peu  de  temps  après  mon  retour  en  France,  j’en  ai  fait 
l’objet  d’une  iVo/c  de  gêomcirie  nnnlytu/uc,  que  je  renvoie  à la  fin  de  ce 
volume,  à cause  de  son  étendue  et  de  sa  connexion  intime  avec  les 
matières  traitées  dans  le  cours  de  ce  V'  Cahier. 

Pour  comprendre  l’intérét  que,  dès  i8i3  ou  1814,  j’attachaisàdescmbla- 
bles  questions,  il  suffit  de  con-sidérer  le  cas  particulier  où  les  coniques  pro- 
posées ont  un  centre  commun  où  viennent  nécessairement  se  couper  deux 
cordes  communes  diamétrales;  centre  qui  est  pour  chaque  conique,  le  jxMe 
de  la  droite  à l’infini  de  leur  plan,  renfermant  les  points  de  concours  res- 
pectifs des  deux  autres  couples  de  conles  communes  parallèles,  et  des 
diamètres  conjugués  alors  coïncidents  chacun  à chacun.  Or  les  points 
do  concours  triples  dont  il  s’agit  sont,  à leur  tour,  les  pôles  rcs|)cctifs  de 
ces  mômes  diamètres  confondus  en  direction  avec  les  diagonales  du  paral- 
lélogramme circonscrit  à la  fois  aux  deux  courbes,  etc.  ; par  quoi  on  re- 
connaît les  pro[K)sition8  générales  des  n"ll  et  suivants  du  présent  Cahier, 
pour  le  cas  particulier  où  la  droite  des  points  de  concours  K,  K',  O*’,  O”, 
C”,  C'  (Jig-  >a5),  passe  entièrement  â l'infini  sur  le  plan  des  deux  coid- 
ques  considérées  dans  une  situation  quelconque. 
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SIXIÈME  CAHIER. 


PROPRIÉTÉS  DESCRIPTIVES  DF.S  SYSTÈMES  DE  CO- 
NIQUES, DE  CERCLES,  ANGLES  ET  FIGURES  POLY- 
(ÎONALFS,  SITUÉS  SUR  UN  MÊME  PLAN. 


I. 

DES  POLYGONES  VARIABLES  OU  MOBILES,  A LA  FOIS  INSCRITS  BT 
CIRCONSCRITS  A DES  POLYGONES  FIXES  OU  DONNÉS. 

Recherche  analytique  concernant  le  lieu  du  sommet  lihi-e 
ou  indépeiulant  de  toute  directrice  rectiligne. 

Soit  ax'x" x,x,ct  {Jig.  i34)  un  polygone  dont  les  sommets 

x',x",elc.,  à l'exception  de  a,  sont  situés  resperlivement  sur 
autant  de  droites  données  mn,np,...,  qr,  rs.  constituant  elles- 
mêmes  un  certain  polygone  circonscrit. 

Fin.  i3/|. 


Soit  pris  sur  chacun  des  côtés  respectifs  du  premier  de  ces 
polygones  rectilignes  un  pôle  ou  point  fixe,  qui  pourra  être  con- 
sidéré, si  l’on  veut,  comme  sommet  d’un  troisième  polygone, 
tel  par  exemple,  que  le  point  a sur  le  côté  ax',  le  point  a'  sur 
le  côté  x'x",  a"  sur  x"  x",. . .,  a,  sur  XtX„  a,  sur  aa?,  ; je  dis 
que,  si  le  polygone  ax'x".. . XjX,a  vient  à être  déformé  de 
manière  que  chaque  côté  tourne  autour  de  son  pôle  respectif, 
et  que  chaque  sommet  parcoure  la  droite  ou  directrice  corres- 
pondapte  mn,  np, . rs  sur  laquelle  il  est  situé,  à l’exception 


J' 
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du  sommet  a qui  restera  libre;  « ce  dernier  sommet  parcourra 
» dans  son  mouvement  une  section  conique,  quel  que  soit  le 
B nombre  des  côtés  du  polygone  mobile  en  question,  et  quelle 
B que  soit  la  position  des  pôles  fixes  donnés  a,  a',  etc.,  et 
U des  directrices  également  fixes  mn,  np,  etc.  b 

Eu  effet,  si  nous  conservons  aux  différents  points  du  sys- 
tème les  dénominations  indiquées  par  la  ligure,  et  que,  pâr 
analogie,  nous  appelions  a <A  b les  coordonnées  du  pôle  a,  x' 
et  >■'  celles  du  sommet  x',  et  ainsi  des  autres,  l’équation  du 
côté  0.x'  qui  passe  par  le  pôle  a,  considéré  en  particulier,  sera 
en  général,  de  la  forme 

r — b= {x  — a)  ; 

a — a 

et  devra  être  satisfaite  par  les  coordonnées  x'  et  y du  point 
x'  commun  à ce  côté  et  à la  directrice  mn;  on  aura  donc 
l’équation  de  condition 

y— b — ^'~P(x'—a). 

' a — a 

Cette  e(|uation  doit  avoir  lieu  en  même  temps  que  celle  de 
la  droite  donnée  mn,  (|u'on  peut  supposer  de  la  forme 

>•'=  mu' -h  n, 

où  m et  n sont  des  constantes.  Par  conséquent,  elle  servira 
conjointement  avec  cette  dernière,  à déterminer  les  valeurs  de 
x'  et  de  y en  fonction  des  coordonnées  variables  a et  p du 
sommet  libre. 

Pareillement,  le  côté  x'x"  donnera  lieu  aux  deux  équations 

r"~-b'=^^^^lx"  — a')  et  y"=m'x''-h  n'; 

la  première  exprime  que  le  côté  x'x"  passe  par  le  point  a',  et 
la  seconde  que  le  point  x"  est  situé  sur  la  directrice  suivante 
np,  dont  les  constantes  m'  et  n'  fixent  la  position  relative. 

Ees  deux  équations  serviront,  conjointement  encore,  à don- 
ner la  valeur  des  coordonnées  x"  et/"  en  fonction  de  x'  et  j', 
et,  par  suite,  en  fonction  de  a et  de  p. 

En  continuant  ainsi  jusqu’au  dernier  côté  ar,a,  un  aura  la 
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double  série  des  é(|uations  de  roiiditiuii  ; 

(i)  )^-b=- ^ (jt' — a)  y '=mx'-hn, 

* fl  — a 

(...)  > //  = [x"~-  il'  ) y“=m‘ x''-y-u\ 

[ 3 ) y"'—  b"z=  ;;  (x^—a"  J ^)"=  n" , 


(^) 


)\  — b,  = 


> , ~ b,— 


/>,  — P 

«I — a 


(x, fl,}. 


_r,=  «i,x,  H-/1,. 


Soit  .1  le  nombre  des  soimuels  e»,  x\  ele.,  du  poivgoiie  va- 
riable, il  est  clair  que  les  é(|uatioiis  précédentes  seront  au 
nombre  de  as-t-i.  Or  le  nombre  des  inconnues  « et  x'  et 
y',  etc.,  est  double  de  celui  des  sommets,  ou  égal  à as;  donc 
il  y a une  équation  de  plus  que  d’inconnues;  et  par  consé- 
quent, si  l’on  élimine  entre  toutes  ces  équations,  les  indéter- 
minées x'  et  y',  x“  et  j",  etc.,  à l’exception  des  deux  incon- 
nues a et  p,  on  aura  entre  celles-ci  une  équation  finale  qui 
sera  celle  de  la  courbe  parcourue  par  le  sommet  libre  a,  dans 
toutes  ses  positions. 

Pour  faire  cette  élimination  avec  ordre,  on  pourra  tirer  les  va- 
leurs de  x'  et  )•'  des  deux  équations  ( i ) ; ces  valeurs  seront  évi- 
demment du  premier  degré  en  a et  p;  on  tirera  de  même  les 
valeurs  de  x"  et  y"  des  équations  (a),  et  ces  valeurs  seront 
encore  du  premier  degré  en  x'  et/'  : en  continuant  ainsi  jus- 
qu’aux deux  équations  (.n),  on  aura  la  double  suite  de  valeurs 


Aa-t-Bp-t-C 

Da-i-Ep-t-F’ 

y>  = 



D'x'-f-E'/-t-F''  “ 

AjÆ’îH—  B;  fj-f-  Ll 

■ l),.r,-+-E.>.-t-F,' 

) ' 

I i a -H  H P -j-  K 
Da  Ep  -H  F' 
G'x’-t-ir.r-'-i-K' 
])'x' F'' 


DtXa  E.  r*a  -1—  F J 


Maimenanl,  si  l’on  substitue  les  valeurs  de  x'  et/' dans 
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celles  tle  x"  et  y" , ou  obtiendra  évidemment  deux  expressions 
de  même  dénominateur  et  du  premier  degré  en  a et  p.  En  les 
substituant  à leur  tour  dans  les  valeurs  de  x'"  et  >■",  on  en 
déduira  deux  nouvelles  expressions  de  la  même  forme,  et  en 
continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  obtiendra  ünalemenl 
pour  JT,  et_;-,  des  expressions  de  la  forme  générale 

Mx-t-Np  + P 

lu +SP4-T’  U«-1-Sp -H  T’ 

• 

où  M,  N,  P,  H,  S,  ï,  X,  Y,  Z,  etc.,  sont  des  constanles  fonc- 
tions de  a,  h,  m,  n,  a',  b',  etc. 

Donc,  si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  la  dernière  des 
<‘(]uatiotis  ci-dessus 


on  obtiendra  entre  a et  p,  une  équation  finale  évidemment  du 
deuxième  degré  en  a et  p. 

Donc  enfin  le  lieu  du  sontmet  libre  a ou  indépendant,  du  po- 
Ivgone  a.x'x" . . ,x,a,  est  lui-même  de  ce  degré;  c’est  l’une 
des  trois  sections  coni(|ucs,  comme  on  l’a  d'abord  avancé. 

r.elle  proposition  est  due,  je  crois,  à M.  Brianebon,  qui  l’a 
démontrée  par  des  considérations  de  pure  géométrie  ( * ). 

Sur  le  ilrgré  (/<*  l'ein't'ioppe  du  côtA  libre  d’un  polyf^oiu- 
mobile  dans  les  conditions  déjà  indiquées  ci-dessus. 

Soit  olx'x” ,x,x,ix{Jig.  i35),  un  polygone  dont  les  som- 
mets sont  astreints  a demeurer  respectivement  sur  les  droites 
Aounées,  pq,  pn,  nnt,...,rs,  rq;  a,  — ,a,,  u,,  des  points 
fixes  ou  pôles  pris  sur  la  direction  des  côtés  respectifs  du 
même  polygone,  le  côté  x"xi  excepté,  je  dis  (|ue,  « si  l’on 
» déforme  ce  polygone  en  assujetiiss;ml  tous  ses  sommets  à 
» parcourir  les  droites  ou  directrices  respectives  iiin,  pn,...,rs, 
» et  chacun  de  scs  cotés,  sauf  le  dernier  x-"ar,,à  tourner  dans 


(*)  Il  y a là  encore  une  erreur  ou  confusion  de  souvenirs  qu'il  importe 
de  ne  pas  laisser  subsister.  Le  théorème  en  question  est  dû  à rilliislre 
Maclaurin,  comme  M.  Brianclion,  lui-mème,  l'a  remanpié  dans  le  Mémoire 
souvent  cite  du  IX'  cahier  du  Journul  de  dlicole  Polrterliuiipie  (1810). 
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» toutes  ses  positions,  autour  de  son  pôle  qui  peut  aussi  être 
a considéré  comme  sommet  d’un  deuxième  polygone  donné, 

Fi(;.  l3.i. 


m 


n il  arrivera  que  le  côté  libre  x"x,  roulera  en  l'enveloppant 
« dans  ses  diverses  positions,  sur  une  conique  ou  courbe  du 
» deuxième  degré.  « 

En  effet,  si  l’on  désigne  les  coordonnées  des  différents 
points  du  système,  d’après  les  notations  correspondantes  à 
celles  de  la  ligure,  l’équation  de  la  directrice  pg  notamment, 
pouvant  être  supposée  de  la  forme  j =•  mx  n,  devra  être 
satisfaite  en  y substituant  les  coordonnées  a et  ^ du  point  a; 
ce  qui  donne  pour  première  condition 

P = «I  a-h  «. 


Au  moyen  de  cette  équation  un  pourra  déterminer  p quand  « 
sera  connu,  et  par  suite  aussi,  on  pourra  trouver  l’équation  de 
la  droite  x“x„  côté  libre  ou  générateur  par  enveloppement, 
en  fonction  de  la  seule  variable  a. 

Les  équations  des  côtés  successifs  ax',  x'x",. . .,x,x,,  et 
celles  des  directrices  correspondantes  étant  de  la  forme 


I y — b=- ^ (x' — a),  y=m'x'-hft' 

I ' — a 

( I ) ^ /i'_ 

I f"-  b'  = îl— J,  (x"—  a'),  «" 


' ô,  — fi 

y, — b^=  !-(x,  — «,),  m,x,-t-«, 

fl,  — a 

jr, — b,=  — — (x,  — «,),  y,  = m,x,  + «, 

— Xt 
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on  déterminera,  de  proche  en  proche,  par  ce  double  système 
d’équations,  les  valeurs  des  coordonnées  des  sommets  suc- 
cessifs x' , x" , x" x„  etc.,  en  fonction  de  a et  p. 

D’après  l’articie  précédent,  ces  valeurs  seront  toutes  du  pre- 
mier degré  en  a et  p,  et,  pour  chaque  sommet,  l’abscisse  et 
l’ordonnée  auront  même  dénominateur.  Les  valeurs  des  coor- 
données des  deux  derniers  points  x"  et  x„  ou  plus  générale- 
ment des  points  x"  et  x„  seront  donc  de  la  forme 

A ût B P -H  L _ Il  fit -4- H P -l— K 

D»-t-Ep-+-F’  ■ ~DITEP"Tf’ 

A'a-)-B'p-hC'  _(l'a-|-H'p-(-K' 

D'a-I-E'p-I-F'’  -^"“ü'a-l-E'p-f-F'' 


Si  l’on  y substitue  pour  p,  sa  valeur  ci-dessus  ces 

expressions  resteront  toujours  du  premier  degré,  et  seront  par 
conséquent  de  cette  autre  forme  plus  simple. 


x*  = 


M 


Pa- 


I, 


Q 

-M' 


P'«-f-0' 


R 5t  -f-  S 
Pï+Q’ 
R'a-I-S' 
P'a-I-Q'’ 


En  les  substituant,  à leur  tour,  dans  l’équation  du  côté  libre 
ou  générateur  de  l’enveloppe 

y — ^ (x  — X-) 

X — 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

7(x" — X,)—  {>■■ — r»)^-i-  X,_^“ — 7,x"  = O, 

elle  prendra  évidemment  cette  auireforme  générale 

{ 3)  a’ { A/  -H  Bx -4- C]  4-  2a(  A'/ -H  B' J -4-  C')-(-  A"r-I- B"x ■+■  C"=  o. 

Dans  cette  équation  de  la  génératrice  d’enveloppe,  dont  il 
s’agit,  les  coeiRcients  A,  B,  etc.,  sont  des  fonctions  des 
constantes  a,  b,  etc.,  différentes  de  celles  que  nous  avons 
désignées  par  les  mêmes  lettres  dans  les  expressions  ci- 
dessus. 
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On  voit  d’après  cela,  que  la  génératrice  par  contact  varie  en 
même  temps  que  «,  comme  on  devait  s’y  attendre.  Si  donc  on 
dilTérentie  le  résultat  obtenu  (3)  par  rapport  à l’inconnue  a, 
on  en  tirera  une  nouvelle  équation  appartenant  au  point  où 
cette  génératrice  rencontre  celle  <jui  lui  est  inlinimenl  voi- 
sine; ce  point  correspondra  par  conséquent  à l’on  de  ceux 
de  la  courbe  cherchée,  enveloppe  de  l’espace  parcouru  par  le 
côté  libre  du  polygone  mobile.  En  effectuant  celte  différen- 
tiation on  trouve 

a Bx  -I-  C)-(-  B'x  -t-  C'=  O. 

Quand  a sera  connu,  cette  équation  donnera,  conjointement 
avec  l’équation  (3),  les  coordonnées  x et  r du  point  corres- 
pondant au  contact  delà  génératrice  et  de  l’enveloppe.  Si  donc 
on  élimine  a entre  elles,  on  obtiendra  pour  représenter  celle 
même  courbe  l’équation  suivante 

(V  K-t-  B'x-h  C')>—  2 (A'j-i-  B'x  -f-C')’ 

-1-  (A^'-I-Bx  -I-  C)  (A"j--t-  B"x  -t-C")  = O, 

ou,  en  réduisant  et  changeant  les  signes, 

( A'.r-i-  B'x-t-  C')»— (Aj-h  Bx  -f-  C)  (A".r-i-  B'x  -h  C')  = o. 

('.elle  é(|uation  étant  du  second  degré  en  x et  r,  il  s’ensuit 
que  l’enveloppe  de  l’espace  parcouru  par  la  génératrice  x'  x„ 
ou  plus  généralement  x"  x„  est  une  section  conique,  ainsi  que 
nous  l’avons  avancé. 

II. 


SUR  l’kxveloppe  des  corues  soustesdames  des  angles  inscrits 

A UN  CERCLE  ET  CIRCONSCRITS  A b’aUTRBS  SUR  UN  PLAN. 

9 

Cas  d’un  seul  angle  et  d’un  seul  cercle  inscrit. 

Exposé  préliminaire , données  fondamentales.  — C,  C' 
(Jig.  i36)sont  les  centres  de  deux  cercles  quelconques  ; d’un 
point  a de  la  cnrconference  (C'),  on  mène  à la  circonférence  (C) 
deux  tangentes  ax",  «x„  dont  l'une  coupe  la  première  (C')  au 
point  x"  et  l'antre  au  point  x„  on  mène  enlin  par  ces  deux 
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points,  la  corde  x'x,;  je  dis  que,  « si  l’on  vient  à faire  par- 
» courir  la  circonférence  (C'),  au  sommet  de  l’angle  a du 
« triangle  inscrit  ajr"x„  en  assujettisant  les  côtés  naf  et 
» axi  de  cet  angle  à rester  constamment  tangents  au  cercle 


Fie-  >:i6. 
s 


» (C),  le  troisième  côté  x*x,  roulera  dans  toutes  ses  positions, 
» sur  une  autre  circonférence  de  cercle  (C*),  qui  jouira  de 
» la  propriété  d’avoir  une  môme  corde  commune,  réelle  ou 
» imaginaire,  avec  les  deux  premiers  cercles  (C)ci{C').  » 
Nommonsrle  rayon  du  cercle  (C),  R celui  du  cercle  (C');  sup- 
posons de  plus,  l’origine  des  coordonnées  x et  ^'au  centre  C,  du 
premier  cercle,  et  que  l’axe  des  x ait  la  direction  de  la  droite 
des  centres  C et  C';  alors  les  équations  des  cercles  (C)et  (C')  se- 
ront, a représentant  l’intervalle  CC'  de  ces  centres. 


(f)  x’-+-_r*  = /■’.  (<■■')  y^-t-(x  — a)’=R>. 

Le  point  a appartenant  à ce  dernier  cercle,  on  aura  en  outre 
l’équation,  de  condition 

(i)  — a)»=  R». 

Pareillement,  les  équations  des  tangentes  ax'  et  ax,  menées 
du  point  a au  cercle  (C)  seront  respectivement  (Cah.  III,  p.  147) 


P P* — r’ 


r« — — r* 
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« 

/■  et  l représentant  des  tangentes  trigonoinétriques,  fonctions 
connues  des  variables  a et  p. 

11  s’agit  de  combiner  ces  deux  équations  avec  celle  du  cer- 
cle (C')  pour  obtenir  les  valeurs  des  coordonnées  x"  et/",  x, 
ct  n.  des  extrémités  du  côté  libre  qui,  dans  le  triangle  mobile 
oiXiX^  de  la  Jig.  i36,  représente  le  côté  générateur  de  l’enve- 
loppe cherchée. 

Pour  y parvenir,  on  commencera  par  retrancher  l'équation 
de  condition  (a)  de  l’équation  (c'),  ce  qui  donnera  une  nou- 
velle relation  de  forme  très-simple. 


(/+  P)(j — -l-“)(^  — “) — ia(x  — a.]z=  o. 


(Combinant  cette  dernière  avec  l’équation  (i)  de  la  tangente 
ux',  on  obtiendra,  en  opérant  comme  nous  l’avons  déjà  fait 
à l'endroit  cité,  les  valeurs  des  coordonnées  x"  et  y ; d’où 
l’on  tirera  par  un  simple  changement  de  lettres,  celles  du  point 
X,;  on  trouve  ainsi  les  quatre  valeurs  suivantes 


2aAr — a<i/r  — ap pA'’ — p-|-  aa/r — 

> 


I dis  al 
on  aon 

/)  — îdi 

^-/>U 
|iiu8  hau 

1+/') 

1(1+/'! 

déïelopy 

_iU- 

= R‘-,r 


/i'  (a  a A'  — a rtA'  — ?.  p) a — a A ’ -t-  2 eA  ’■+-  2 p A 


i-f-A' 


1 -I-  A’ 


'•hV-, 


„ 2af  — aa/ — aP  p/’ — Ê 

V,=  p^ £ L 


8 -t-  2 a / — 2 a/ 


X,=  a — 


I-i-/*  l-t-f’ 

l{?.a.l  — 2 a/  — 2 p) a — a P 4-  2 a/’ 4-  2 p /. 


14-  /’ 


1+/’ 


coitin 


Recherche  de  réquation  de  la  corde  génératrice.  — Pour 
obtenir  au  moyen  de  ces  valeurs,  l’équation  de  la  corde  x"x, 
tangente  à l’enveloppe  cherchée,  on  remarquera  qu’elle  est 
en  général,  de  la  forme 


>• 


r"— 

X* — X, 


{x  — x"). 


''elte-mé 


+- 


ai  : 


ou  bien,  ce  qui  revient  au  même. 


(3) 


X 


r>  _ , x'\r,—r’’  x, 

X -I -, 

X X,  X X, 


{f'ojr.  la  suUc  des  oprratious  au  tableau  ri-a/uc.i.) 


n'R‘-, 
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1 des  calculs  de  la  pi 
on  aura  la  suite  de 

/)  — mit  — OJ 

^ (7-' 

(i  + A*) 

I 

plus  haut, 


jupil— .jriff.! 


= R’—  fl’-t-«3t, 


r*— on  déduit 


■nt,  comme  facteurs  *leimanl 


c elles-mêmes  évident 
-te  — aHa'—  l 


[ 4-  ,j  » (a^-l-  + *1) , 

” p(R'-n’l 


n*R’  — «’-l-ana  da 
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Équations  du  point  générateur  de  l’enveloppe.  — Subsii- 
luant  dans  l’équalion  (3)  de  la  cordc  x"x,  les  diverses  valeurs 
trouvées  ci-dessus,  on  aura  en  ordonnant 

— _r(R’  — «’)  ? = 

-f- ( R’ — — 3 R’ c*  4- a { R’ — a’)  a, 

ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose, 

?(R’ — a’)  [n(R’ — a’)-t-a(R’-i-a’)]  x 

4- (R' — «’)' — sRV’-t-  rt(R’ — a’)a  = O. 

Telle  est  finalement  l’équation  de  la  corde  génératrice  ar".r,. 
En  la  différentiant  par  rapport  à a,  et  y mettant  pour  ÿ 

U Ot 

sa  valeur  tirée  de  l’équation  de  condition  (a),  on  obtiendra  une 
nouvelle  relation  qui  donnera, < conjointement  avec  la  précé- 
dente, les  coordonnées  variables  x et/  de  l’un  quelconquedes 
points  de  la  courbe  ou  enveloppe  cherchée. 

A cet  effet,  I ordonnons  d’abord  l’équation  ci-dessus  de  la 
corde  jr'x,  par  rapport  à a et  p;  ce  qui  lui  fait  prendre  la  nou- 
velle forme 

_V(R’  — «’)  P -t-  [(R’4- a’)  X 4-  «(R’—  a>)]a 

-ha  (R’ — (R’ — a'f — •ïR*r’  = o. 

Différentiant  ensuite  l’équation  (a)  par  rapport  à a,  ce  qui  donne 

P a — a 

d a.  P ^ 

et  substituant,  comme  on  l’a  expliqué,  dans  l’équation  précé- 
dente également  différentice  par  rapport  à a,  on  aura 

— j(R’ — a’) (a — a) -4-  [(R’ 4-  a’)  j;  4-  a (R’ — a')]  p = o. 

Multipliant  la  première  de  ces  équations  en  a:  et  j par  p,  la 
seconde  par  (a  — a)  et  retranchant  celle-ci  de  l’autre,  il  vient 

r(R’-a>  )[p>  4- (,_«)>] 

4-  P [a  (R’ — a’)  x -+-  (lU — a’)’ — a R*4] 

4-a[(  R’4-a’)a:  4-a{  R’  — n’  )jp  = o, 

ou,  en  observant  toujours  que  P’-l-(a  — n)’=  R’  et  réduisant, 
(4)  rRMR’— a=)4-p(3aR’ar  — a’R’-4-R*— ?.R’4)  = o. 
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Multipliant  de  nouveau  la  première  des  précédentes  équa- 
tions par  a — a et  la  seconde  par  puis  ajoutant  au  lieu  de 
retrancher,  il  vient  également 

{(R*-|-a’)  X -+-  rt  (R’ — a')]  [P’-l-  — aa] 

-t-(a  — a)[a(R’ — 4-  (R’ — a’)’ — ?.R’r*]  = o, 

ou  bien,  en  réduisant, 

[(R'-I-  a*jT  -I-  n[R’ — — n’  -t-  a*] 

-H  (a — a)  [a [R’ — a')x  -H  (R’  — a’)’ — aR’/-^]  = o. 

ou  enfln  en  ordonnant  et  simplifiant 

(5)  a(?.a  R’x — a’R’-|-R‘ — a R’r*)-|-R’(R’ — a^]x  a RVa=o. 

Équation  de  VeiH'eloppe.  — Les  équations  (4)  et  (5)  trouvées 
en  dernier  lieu  remplacent  parfaitement  celles  dont  elles  dé- 
rivent immédiatement;  de  sorte  que  si  l’on  se  donnait  arbitrai- 
rement une  valeur  de  a,  d’où  résulterait,  d’après  l’équation  de 
condition  (»),  une  valeur  correspondante  pour  p,  ces  deux 
équations  (4)  et  (5)  fourniraient  conjointement,  les  valeurs  des  , 
coordonnées  du  point  correspondant  à a de  l’enveloppe  cher- 
chée. Eliminant  donc  a et  p entre  ces  mômes  équations  et  l’é- 
quation (a),  on  aura  entre  .r  et  y une  relation  qui  sera  l’équa- 
tion meme  de  la  courbe  enveloppe. 

Pour  effectuer  cette  élimination,  on  commencera  par  tirer 
les  valeurs  de  a et  de  p des  équations  (4)  et  (5),  ce  qui  don- 
nera, d’une  part, 

— IP(R’— n’)r  _ — R'(R’— n’)r 
^ o.a^‘x  — rt’R’-t-IP — aK’r'  U 

en  remplaçant  momentanément  le  dénominateur  par  la  lettre 
D,  et,  d’autre  part, 

— R>(R’  — ’lPr^rt 

x = 

Substituant  donc  ces  valeurs  dans  (a)  ou  P’4-(a — R>, 
on  obtient  l’équation 

,)-^(R’— [j.'(R’-hrt^)-+-fl(R*— «')]= 

= (îrtR.r  — n’R-)-R’ — 7 R ;•“)’; 
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d«Weloppant  et  ordonnant  par  rapport  à x et  r,  cela  donne 

r> ( R’— 4-  x^{ R’— 2 a[R‘  - a*  2 R>—  2 R'-h4  R V]  x 
= [R(R*— «•)—  aRr*]>  — a’(R>—  a^f, 

oii  finalement,  ce  qui  revient  au  même, 

l ^'(R*— «»)»  + j:’(R»— n')»— 2rt[(R‘— 4R’i-*1.r 
I =R’[R>— rt>— 2r>]’— rt»(R'— «>)>. 

Telle  e.st  l’équation  de  la  courbe  enveloppe,  sur  laquelle  roule 
la  corde  mobile  ou  génératrice 

Celle  enveloppe  esl  un  cercle  ayanl  m^tne  corde  commune 
avec  les  proposées. — D’abord  l’équation  précédente  est  visi- 
blement celle  d’un  cercle  dont  le  centre  C",  est  situé  sur  l’axe 
Cx,  ainsi  que  nous  l’avions  avancé;  il  ne  s’agit  donc  plus, 
pour  rendre  la  démonstration  complète,  que  de  prouver  que 
ce  cercle  a même  corde  commune  avec  les  proposés  ((./ 
et  (C'). 

Pour  obtenir  l’équation  de  la  corde  qui  lui  est  commune 
avec  le  cercle  (C),  dont  l’équation  est  ^-*4-2:’=  ;•>,  il  n’y  a qu’à 
multiplier  cette  dernière  équation  par  (R’— et  en  retran- 
cher l’équation  (6),  ce  qui  donne  immédiatement 


2flur  [(R’ — fé}’  — 

= r’(R’— fl’J—  ID[(R’—  fl>)  — 2/J]»4-a>(R’-  a»J> 

(,o_  R>)(R’_  4 RV-4-4  RV  ( R»— a’)  4-rt’(R’  — n'y, 

ou,  en  simplifiant  et  rassemblant  les  facteurs  de  r' — R’, 

[{R’ — fl')’ — 41^’ c'] 

= (r’—  R’) [(R'  — fl’)’—  4 R’ C]  4-  fl’ [(R'—  fl’)’—  4 R’C]  ; 
divisant  enfin  par  le  facteur  commun  constant 
(R’— fl’)’— 4 R’ r’, 
on  obtient  l’équation  très-simple 

2flx  = r’ — R’4-fl'. 
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Celle  équalion  esl  la  même  que  celle  de  la  corde  com- 
mune aux  cercles  (C)  el  (C').  Car,  en  relranchanl  l’équalion 
r*-I- (jc  — a)’=  R’  du  cercle  (C')  de  l’équalion  ar’-t- r*=:  r*  du 
cercle  (C),  on  obliendra  précisémenl  pour  cette  dernière  corde, 

2«x  — a'=r’ — R’, 
équalion  identique  à celle  ci-dessiis. 


Corollaires  et  remarques  relatives  à des  cas  spéciaux. 

Le  cercle  enveloppé  par  la  corde  mobile  i3t>)peui 

dégénérer  dans  certains  cas,  en  une  ligne  droite  ou  un  point. 

Cas  où  l’enveloppe  dégénère  en  une  droite.  — première 
de  ces  circonstances  aura  lieu  évidemment  quand  la  circonfé- 
rence (C')  passera  par  le  centre  du  cercle  (C).  11  est  aisé  en  ef- 
fet de  voir  qu’alors  {/ig.  137)  la  corde  LM  commune  aux  cercles 
donnés  (C)el(C')  esl  l’une  des  cordes  a:" qui  doivent  toucher 
le  cercle  enveloppe  (C")  indiqué  sur  la  Jig.  i36. 


J 37. 


Or  nous  avons  prouvé  que  ce  dernier  cercle  ayant  meme 
corde  commune  avec  (C)  et  (C'),  passe  par  leurs  intersections 
L el  M ; donc  aussi  le  cercle  enveloppe  (C")  doit  avoir  les  points 
I,  L el  M en  commun  avec  la  corde  LM,  el  par  conséquent, 
il  doit  se  confondre  tout  entier  avec  elle. 

Il  suit  de  là  que , dans  les  mêmes  circonstances,  si  d’un 
point  a du  cercle  (C'),  on  mène  au  cercle  (C)  deux  tangentes 
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aar'  Cl  ax,,  lesquelles  viemlroiil  couper  le  cercle  (G')  nux  points 
respeclil's .r"  et  jr,,  qu’on  joigne  ensuile  ces  deux  points  parla 
ligne  droite  celle  corde  sera,  dans  toutes  ses  posi- 

tions, parallèle  à GM. 

On  peut  aussi  conclure  de  ce  qui  précède,  que  si  l'on  trace 
la  tangente  tt'  commune  aux  cercles  ((])  et  (G'),  et  que,  du 
point  de  contact  /'  sur  (G'),  on  mène  au  cercle  (G)  une  autre 
tangente  l'O',  elle  sera  parallèle  à la  même  droite  ou  corde 
commune  LM. 

Toutes  ces  circonstances  sont  fidèlement  retracées  par  l’ana- 
Ivse  algébri(|ue. 

Kn  effet,  on  a,  dans  le  cas  particulier  où  le  cercle  (G')  passe 
par  le  centre  (], 

«=±U,  d'où  R’ — «>  = o; 

faisant  celle  hypothèse  dans  l’équation  (G)  du  cercle  (C"), 
elle  devient 

2 flX=  ; 

ce  qui  est  l’équation  même  de  la  corde  commune  aux  cercles 
(G)  et  (G');  comme  on  peut  s’en  assurer  directement  en  écri- 
vant R’ — a’=odans  l’équation 

2ax  = r^ — R’-|-«’, 

trouvée  ci-dessus  pour  celle  corde.  En  faisant  la  même  siihsti- 
tution  dans  l’équation  générale  de  la  corde  x"x,  d’ahord  oh- 
teiuie,  elle  devient 

3.x  = ; 

ce  qui  est  l’équation  d’une  droite  variable  de  position  avec  a, 
et  perpendiculaire  à l’axe  CR  des  x,  mais  toujours  parallèle  à la 
corde  LM,  commune  aux  cercles  (G)  et  ((7)  (*). 


(*)  Tontoceltc  partie  du  manuscrit,  d'un  extrême  laconisme,  aurait  besoin 
d'ex|)lication,  de  cummenUiire  même,  à cause  du  paradoxe  qui  consiste  à 
regarder,  conformément  aux  résultats  de  l'analyse,  la  corde  LM  commune 
aux  deux  cercles  proposés,  comme  la  véritable  enveloppe  des  cordes  gé- 

I.  21 
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Cas  oà  r enveloppe  tlégénère  en  un  point.  — Soicnl  (C)  pl 
(C')  i38)  deux  cercles  tels  que  les  tangentes  ax'  cl  ax\ 

menées  à (C)  par  l’extrémité  a du  diamètre  aa'  de(C'),  coupent 
ce  dernier  cercle  aux  points  x"  et  x„  les  mêmes  que  ceux 
où  les  laogenles  menées  au  cercle  (C)  de  l’autre  extrémité  a' 
de  ce  diamètre, rencontreraient  (C'),  je  dis  que  les  cercles  (C) 
et  (C')  jouissent  de  la  propriété  suivante  : 


Fij», 


« Si,  d'un  point  quelconque  de  la  circonférence  (C'),  on 
» mène  au  cercle  (C)  deux  tangentes  et  que  jiar  les  points  oii 
» elles  rencontrent  le  cercle  (C'),  on  trace  la  corde  corres- 
« pondante,  cette  dernière  passera  dans  toutes  ses  positions 
» par  un  même  point  f]",  situé  à la  rencontre  du  diamètre  aa' 
U et  de  la  corde  » 

11  est  visible,  en  effet,  que,  dans  le  cas  général,  le  cercle 
( C")  a pour  limites,  d’une  part  la  corde  x"x,  qui  correspond  à 
l’cxlréinilé  a du  diamètre  de  (C'),  et  de  l’autre,  une  corde 
pareille  correspondant  à l’oxlrémilé  a'. 

Donc,  puisque,  dans  le  cas  actuel,  ces  deux  cordes  se  con- 
fondent, le  cercle  (C")  se  réduit  effectivement  à un  point 
uni(iue  situé  à la  rencontre  de  celle  double  corde  x"x,  et  du 
diamètre  aa'  confondu  en  direction  avec  la  ligne  des  etm- 
ires  i:C'. 


ncratriecs,  alors  devenues  parallèles,  c’esl-à-dirc  convergentes  à rinlini. 
Il  y a là  évidemment  quelque  chose  d’analogue  aux  faits  ou  remariiues 
dont  on  s'est  occupé  dans  les  Nolt’s  des  p.  ir),'i,  9.9.4.  •/59.,  ainsi  que  dans 
dilTérenls  passages  du  texte;  mais  je  no  crois  t>as  nécessaire  d'insister 
ici  sur  des  particularités  qui,  dans  la  théorie  de  l'élimination,  tiennent 
aux  sti/iaio/is  singulières. 
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Ou  voit,  d’après  la  fi‘^.  i38,  comincnl,  étant  donnés  le  cerclo 
( C')  et  le  point  (C"),  on  peut  en  conclure  le  cercle  (C). 

11  serait  facile  de  tirer  les  mêmes  conséquences  de  l'ana- 
lyse; mais  comme  cela  entraînerait  dans  des  loiif'ueui'S,  nous 
ne  nous  en  occuperons  pas. 


Cas  de  plusieurs  angles  à sommet  commun,  inscrits  à un 
mt^me  cercle  et  circonscrits  à d'autres. 

Données  et  équations. — C,  (7,  C"{yfg-.  iTpj.sont  les  centres  en 
ligne  droite.de  trois  cercles  ajant  mètne  corde  commune,  réelle, 
ou  imaginaire.  D’un  point  a du  cercle  ( C),  pris  d’une  manière 
arbitraire,  soient  menées  aux  deux  autres  cercles  ((7)  et  ((7'), 
c|uatre  tangentes  ax',  ax,,  a,x'  et  a,x,  lesquelles  rencontre- 
ront respectivement  le  premier  cercle  (C)  aux  points  x",  x„ 
iX*  et  iX,;  je  dis  (juc  l’enveloppe  de  l'espace  parcouru  par  les 
cordes  x*x,  et  .x'ix,  sera  une  circonférence  de  cercle  uni(|ue 
qui  aura  même  corde  commune  avec  les  trois  cercles  pro- 
posés, et  pareillement,  que  l’enveloppe  de  l’espace  décrit 
par  les  deux  cordes  x"  ,x,  et  x,  ,x"  sera  aussi  une  circonférence 
de  cercle  unique,  distincte  de  la  première  et  ayant  même 
corde  commune  avec  les  cercles  doiniés  (C),  (C')  et  (C"). 

Soit  K le  rayon  du  cercle  (C),  /•  le  rayon  du  cercle  (C')  et  r' 
celui  du  cercle  Supposons  que  l’origine  des  coordonnées 

i'>B.  'As- 


soit placée  au  centre  du  cercle  (f.),  et  que  l’axe  îles  x ail  pour 
direction  celle  des  trois  centres  C,  (7  ci  C"  ; les  équalions  des 

7.1. 
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cercles  ((’),  ((7)  et  ((;")  seront  respeclivcnicnt  de  la  forme 

(c)  .r’+->-’=H=,  (c')  y^-^[.r — «)»=/',  (r")  )’-|-(.r — a'f=r'^. 

I,c  [)oint  mobile  a restant  constamment  sur  la  circonférenc<! 
de(C),  il  en  résulte  l’équation  de  condition 

(«)  a=-f-P’==lt=. 

L’équation  générale  d’une  tangente  au  cercle  (C'),  menée 
j)ar  l’un  quelconque  x'  des  points  de  sa  circonférence,  étant 
de  la  forme 

(ij  _7.r'  + (.r  — — d)=r\ 

et  cette  tangente  devant,  par  hypothèse,  passer  par  le  point  a. 
on  aura  aussi  la  relation  suivante  entre  a et  S : 

(?.)  ^y' -ir{^  — it){x' — a)=  r\ 

Pour  obtenir  les  coordonnées  x'  et  y'  du  point  de  contact  x', 
il  faut  éliminer  successivement  chacune  de  ces  quantités  entre 
les  équations  de  condition 

?.r'4-  (*  — U)[x’—r<t)  = >■’,  — «)>= 

dont  la  première  exprime  que  la  tangente  mx'  passe  par  le 
point  a,  et  l’autre  (|ue  cette  tangente  appartient  au  cercle 
On  tirera  de  là,  sans  aucune  difficulté, 

/■’(a  — n )db  ,Sc\/(a  — o)’-|-  — r’ 

— «)’  ’ 
r’  (a  — rt)r  y 3’-(-  (a  — a f — 
p’-|-{a  — a)’ 

lûjuulions  des  cordes  taiif;eiiles.  — Le  sont  ces  expressions 
qu’il  faut  substituer  dans  l’équation  de  la  tangente  a ;i-';  pour 
cela,  il  suflira  de  retrancher  l’équation  de  condition  (2)  de 
l’équation  générale  ( i ) d’une  tangente  au  cercle  (C');  ce  qui 
donnera  immédiatement 

y' 

x'ix — — ")(■*' — “)  = “>  <"l  ■y  — “ = — pr — -^(j' — 3}. 
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En  y snbslitiiiinl  pour  )-'  et  — a les  valeurs  trouvées  ci- 
•lessus,  on  aura  donc  pour  ré(|uation  de  la  tan},'enle  ax'  ou  de 
sa  conjuguée  a ,x'. 


(x.r'  et  a.x-), 

r{x  — ll)±i-]/fj‘+{7L—  «)'—/■’ 


En  changeant  r en  r',  a en  a'  dans  cette  é(|uation,  on  aura 
celle  de  ax  ou  a |X,,  (jui  sera  par  conséquent 


{ax,etZ|X,),  .r — X-- 


-Alr-y. 


Dans  ces  deux  équations  les  signes  du  radical  se  correspon- 
dent au  numérateur  et  au  dénominateur:  ainsi  chacune  d'elles 
représente  deux  tangentes  passant  par  le  point  a.  Les  signes 
supérieurs  appartiennent  aux  Uingetites  ax'  et  axi  et  les  signes 
inférieurs  aux  tangentes  ax',  et  a ,x,. 

Considérant  d’ahord  les  deux  tangentes  ax'  et  ax,,  on  aura 


r,9  — (a  — (a  — «)’ — 

;-(a  — ^ V ?*-!-(«  — «)' — 

r'p  — (a— — rt'f—  <■" 
r'(a  — rt')-t-pv',9=-t-(a — n'y — /•'= 


On  peut  remarquer  avant  d’aller  |)lus  loin,  (lu'cn  changeant 
à la  fois  les  deux  radicaux  désignés,  un  ohtiendra  les  valetirs 
de  /ret/i'  relativt's  aux  deux  tangentes  o,x'  et  a,x,.  l'areille- 
nient  en  changeant  dans  /r'  le  signe  de  r',  les  valeurs  de  /r  et 
A'  qui  s’ensuivront,  correspondront  aux  deux  tangentes  ax' 
et  a,x,.  Entin  quand  on  changera  à la  fois  les  signes  de  deux 
radicaux  de  /r  et  A'  et  celui  de  /■',  les  valeurs  de  A et  A'  (|ui  en 
résulteront  correspondront  aux  deux  tangentes  ax,  et  a,x'.  Il 
suit  de  là  que,  quand  on  aura  obtenu  l’équation  de  la  eoide 
x"x,  qui  répond  aux  tangentes  ax'  etax,,  on  pourra,  par  de 
simples  changements  de  signes,  obtenir  celles  des  cordes 
x",x,,  ,x",x„  etc. 

Revenons  maintenant  aux  é(|uations  indélinies  des  deux 
tangentes  ax'  et  ax,  r|ue  nous  avons  vues  être  de  la  forme 
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suiviinle  : 


r(jx  — «)-)-  [J  V{l'+(a  — a)’ — r’ 

= -^L>— ?). 

r'(* — a')4- P Vp-l-(*  — «')’ — 

= -/.  ' (r-P). 


Pour  avoir  les  coordonnées  x"  el  >•"  du  point  où  la  première 
xx'  de  ces  tangentes  rencontre  le  cercle  (C),  il  faut  combiner 
entre  elles  les  trois  éijualions 

R%  ï’-+-p>=K»,  X*— * = — 4-(.r'— P). 


et  l’on  obtiendra 


'}.h  -J.  — 2 ^ _ P A ’ — P + 2 A at 

~ 1 4-  A’  ’ 

k (i  h ^ — 2 P) 2 — A’st  -(-  2 A P 

I A ' I + A ’ 


En  changeant  ensuite  A'  en  A'  dans  ces  expressions,  elles  don- 
neront les  valeurs  des  coordonnées  x-,  et  ri  relatives  à la 
deuxième  tangente  ax,,  qui  seront  ainsi 


r,  = P + 


» A ' a — 2 P 


P 


s A ' s 


A ' (2 A ' * — 2 P) a — A'*à-t-2A'p 


x,=  a 


. -H  A " 


A'= 


Hecherchf  de  l’équation  de  la  corde  f'énératrice  de  l'enve- 
loppe. — Inéquation  générale  de  celte  corde  x"x,  étant  de  la 
forme 


(3) 


x")-, /'Xi 

x'  — X,  ’ 


il  s’agit  «l’y  substituer  les  valeurs  de  x",  etc.,  trouvées  ci- 
dessus,  ce  «|ui  consiste  à calculer  celles  de  y"  — Vj,  de  x* — x, 
et  «le  x".v,  — ,)"'xi. 
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Je  remarque  en  passant,  (|ue  l'on  aurait  pu  obtenir  ces  va- 
leurs (iirectemerit  au  moyen  des  expressions  semblables  déjà 
calculées  dans  lé  n“  111,  ci-dessus;  il  eût  suffi,  pour  cela,  de 
faire  dans  ces  expressions,  a = o et  L = 

('ttlcii/  (les  éléin(‘iils  qui  eiilreiil  tUins  l équation  de  la  corde 
^génératrice.  — Il  s’a;;it  de  substituer  explicitement  dans  ces 
iliverses  expressions  les  valeurs  ci-dessus  des  fractions  h et  //, 
en  fonction  de  a et  p.  Mais  auparavant,  nous  donnerons  au  radi- 
cal (jui  entre  dans  Id  une  autre  forme,  en  nous  servant  pour 
cela,  de  la  condition  (|ue  les  trois  cercles  (C),  (('/)  et  (C")  sont 
supposés  remplir,  à savoir;  (|u’ils  ont  une  même  sécante  ou 
corde  commune. 

La  corde  cominnne  aux  cercles  (C)  et  (C)  a pour  équation 

_ U'-t-u'— H 
-xn 

celle  de  lu  coide  commune  aux  cercles  (C.)  et  (C")  étant 

ID-Hu'’— r" 

X — — -, — — ■ » 

xa 

et  ces  deux  cordes  devant  se  confondre,  il  faut  qu'on  ait 
IP-f-rP— -/= 


D’ailleurs,  le  radical  v'fl’-l-la  — «')' — qui  entre  dans  A'  se 
réduisant  à y R’ — r'" — xa'x,  quand  on  y fait  ou  sup- 
pose et  l'équation  de  condition  (b)  donnant 


R2  + r'^  ~ ( i{i  —r^\, 

a 


on  aura 


V^S'-l-(o!  — a'y — r"=  ^ID-1-  eé’ — r'’ — xa'o 


y/—  (H’-t-  (é — /•’)  — xn'x  = V'K’  4-  rt*  — »•’ — aua- 


Pareillcment,  si  l’on  simplilie  le  radical  du  A'  y/[î’-f-{a — «)’ — r'. 
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au  moyen  de  l’équation  de  condition  a’+p’=IU,  ce  qui 
donne 

\IV-\-(a  — Uf' — /■'  v'IU’-|-  <i' — ?.«a, 

il  viendra,  en  iiiettuiit  ces  deux  nouveaux  radicaux  à la  place 
des  premiers  dans  les  valeurs  ci-dessus  de  h et  />', 

yr.  _ rP  — (:t — rt)  V ll'-H  — /’ — 20» 

/■(a  — o)  -t-  jÜ  V U'-l-  — r‘ — 20  » 

r'p  — (2 — y/ — — r’ — 20a 

r'{x — f/')  fl  \ K’ -4-  iO  — /•=  — 2 0 2 

ou,  ce  qui  est  (dus  simple  et  revient  absolument  au  inênn'. 


en  posant,  pour  abréger  l’écriture, 

VK'-t-  — r' — 202=  i[<. 

( l'or.  In  snilt  nu  tublcmi  ci-nptvx,  p.  33o.) 

lienuirqne  sur  le  rôle  des  fonctions  radicales.  — D’après  les 
observations  déjà  laites  pins  haut,  en  changeant  le  signe  du 
radical  lî»  dans  l’équation  (4),  on  aura  celle  de  la  corde  infé- 
rieure x“ en  y changeant  de  même  le  signe  du  rayon  /■', 
on  aura  celle  de  la  corde  x" et  eiriin  en  y changeant  à la 
fois  le  signe  du  radical  et  du  rayon  r',on  obtiendra  l’équation 
de  la  corde  ,x"xj.  Nous  continuerons  à nous  occuper  de  la 
corde  x" x,\  mais  avant  de  poursuivre  le  calcul,  il  est  nécessaire 
de  faire  sur  la  forme  de  l’équation  (4)  quehpies  observations 
qui  nous  faciliteront  les  moyens  de  parvenir  à l’é(|uation  finale 
de  la  courbe  enveloppe. 

Je  remarque  d’abord  qu’une  fonction  quelconque  de  a de  la 
forme  T V^N  -I-  V \jv.  ou  — T \/X.  -h  Y \/Z.  (X,  T,  Y et  Z étant 
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clltvi-mèmcs  des  fondions  rationnelles  de  a),  renferme  tou- 
jours un  ou  plusieurs  facteurs  en  x dont  on  peut  déterminer 
l’expression  particulière  dans  bien  des  cas,  et  dont,  tout  an 
moins,  on  peut  prouver  l’existence  en  général. 

En  effet,  si  l’on  représente  cette  expression  par  l'inconnue 
f,  ou  qu’on  pose 

± T v^X  -H  V = T.  ‘'où  T - = ± T s/ X, 

on  aura,  en  élevant  au  carré, 

f' — yZ  = T’X  — A’Z, 

et  l’on  voit  par  celte  é(|ualion  du  deuxième  degré  en  <f,  «|ue 
toute  valeur  de  a qui  rendra  nul  son  second  membre,  rendra 
en  mémo  temps  nulle  l’une  de  ses  deux  racines;  car  colle 
équation  deviendrait  alors  » 

ç’ — 20  V v^Z  = O,  d’où  y = O et  Ÿ = 2 V v'Z. 

Or,  celle  mémo  équation  ayant  évidemment  pour  racines  les 
deux  fonctions  d’abord  considérées,  on  doit  en  conclure  (|ue 
l’une  ou  l’aulie  de  ces  expressions 

T V X -l-  V v'Z.  — 1 VX -t-  Y y Z, 

peut  en  effet,  toujours  être  satisfaite  par  une  ceilaine  valcui 
lie  a déterminée  par  l’équation  de  condition 

T’X-V’Z=o; 

et  qu’ainsi  l’ime  on  l’autre  de  ces  cxiircssions  est  le  |U'oduit 
de  deux  ou  de  plusimirs  facteurs  fonctions  de  a;  ce  nombre 
croissant  évidemment  avec  le  degré  des  fonctions  rationnelles 
X,  V,  Z et  T. 

Il  ne  faut  [las  cepemlanl  en  induire  que  cette  même  expres- 
sion de  y pourra  se  décomposer  explicitement  mi  ses  deux  ou 
multi|iles  facteurs  : il  ne  sera  souvent  jnissible  de  le  faire 
ipi’au  moyen  du  développement  explicite  des  fonctions  qui  y 
entrent. 

.t fifilirution  df  rex  rfinnitjites  il  ht  ijitnslion . — Elles  nous 


(le 

iqiia 


mtii 


f 
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de  calculs  relatifs  à la 
|x|uation  de  la  conlo  g 


Vniière  expression  et  cd 


V, — V X, 


trouvées  ci- 


— «)(a  — «■)] 


V«' 


V« 


y-—rr',  il  viendra  pl 
u)[x  — a')-hp’(ti  + a' 
L:  — ri')  -f-  at!i(-aa  — « — 


P’)  {y.  — fl  — fl')  -f-  fifi'xj  !i 


tutions  et  réduclions  rait\ 

2)  j J ,j,  j 

sont  à trouver. 


l'ii'ie  :$îi>. 
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conduisent  naturellement  à rechercher  si  le  numérateur  et  le 
dénominateur  de  la  fraction 

, rS — (et  — a)  U’  + — a a a 

/•(a  — n)-|-p  V ll'  + «'  — 
ou 

! ;•  VIU — a’  — (a  — a)  — 20a 

r(a  — a)  -)-  ^(iU — — r’ — 2«a) 

obtenue  d’abord,  n’auraient  pas  un  facteur  commun,  puis(iue 
l’un  et  l’autre  sont  compris  dans  la  forme  générale 

\ v^Zdz  Ty/X. 

Considérons  eu  premier  lieu  le  numérateur.  F!n  l’assimilant 
à l’expression  \ y^Z — Ty^X,  on  aura 

V = ;•,  T = a — il,  Z =;  It’ — a’,  X ==  K’-E-rt’ — »■’ — 2rta, 

et  l’équation  de  condition  T’  X — V’  Z = o <leviendra 

(a  — «)’(K’+  — r’  — 2 fl  a)  — r'  (lu — a’)  =0, 

ou  (lu  + fl’ — 2 fl  a)  (a  — fl)’ — c’  [{a  — fl)’-t-  II’ — a’]  =;  O, 

ou  encore 

( H’+  fl’ — 2rta)[(a  — «)’ — r’]  = o. 

Cette  équation  étant  du  troisième  degré,  elle  donnera  natu- 
rellement trois  valeurs  de  a,  qui  rendront  nulle  l’une  ou  l’autre 
des  expressions 

cy/K' — a’qp(a — «)y/lt’-H  «’ — r‘ — -lust. 

En  essayant  la  valeur  fournie  par  l’équation 
K’  -t-  fl’ — 2rta  = o, 

qui  représente  l’une  des  trois  racines  en  question,  on  trouve 
qu’elle  annule  en  effet,  la  fonction  où  le  second  radical  est 
affecté  du  signe  — , c'est-à-dire  le  numérateur  de  /<•. 

Kn  agissant  de  même  à l’égard  du  dénominateur  de  cette 
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r 

Iraclioii,  011  trouve  (juc  la  même  quantité  — 7.ax  est 

facteur  de  l’équalion  de  condition 

p\_V=Z  = o, 

et,  en  essayant  la  valeur  de  a qui  en  résulte,  le  dénominateur 
de  I)  devient  nul  à son  tour. 

Uonc  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  h ont  un  facteur 
cmnmun  qui,  égalé  à zéro,  donne 

— 

11  est  évident  (jiie,  par  la  même  niison,  le  numérateur  et  le 
dénominateur  de  l’aiiire  fraction  k ont  un  second  facteur 
commun,  lequel  égalé  à zéro  donnera 

It’-t-rt" 

a = 

art 

En  examinant  la  forme  des  expressions  de  ■— — ^ etc.,  en  k 

et  /i',on  voit  de  suite  (|ue  l’im  et  l’autre  de  ces  facteurs  devront 
y exister.  Donc  l'équation  (3)  de  la  corde  x"x,  contiendra,  du 
moins  implicitement,  ces  mêmes  facteurs,  et  l’on  peut  s’assu- 
rer en  effet  <iue  cette  équation  est  satisfaite  quand  on  y fait 

R»-hrt'’ 

a = - OU  a = — • 

a rt  2 a 

Je  dis  de  plus,  (|ue  les  facteurs  (pii  répondent  à ces  valeurs  ne 
peuvent  être  que  de  la  forme 

ll’-t-rt’ — 2«a  et  U’-l-rt'’ — 2rt'«. 


En  effet,  remontons  au  numérateur  ci-dessus  de  k en  a, 
(jui  renferme  le  facteur  correspondant  à la  valeur  a = — - » 
c’est-à-dire  à la  fonction 


c V II’ — z’  — («  — rt)  y K’  -+•  fl' — r’  — ■■iii  a. 

It’après  ce  que  mnis  avons  fait  voir  plus  haut,  la  valeur  <le  * 
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qui  annule  celle  expression  cl  peul  èlre  regurilée  comme 
l’une  des  racines  de  l’équaiion 

ÿ’— a?V  v'^Z  = ’P\— V’/., 

ne  sauraii  annuler  simullanémenl  l’expression 

/■  VlD — *'  + — n)  V IP-i-  — 2oa, 

seconde  racine  de  celle  même  éijualion,  à moins  qu’il  n'en 
arrive  aulanl  de  la  quanlilfi  Y ou  \jï.  Or  cela  n’a  pas  lieu  dans 
le  cas  présenl. 

Donc,  si  l’on  mullii)lie  enire  elles  ces  deux  expressions,. ou 
racines  de  l’équalion  ci-dessus,  le  produil  devra  renfermer  le 
facteur  dont  il  s'agit  sans  nulle  altération.  Mais  ce  produit  est 
évidemment  égal  à V’Z  — T’\,  fonction,  comme  nous  l’avons 
trouvé,  qui  a pour  facteur  — aua;  donc  aussi  le  numé- 

rateur et  le  dénominateur  de  la  fraction  k renferment  le  fac- 
teur R’-f-a’ — 2«a,  et,  par  conséquent,  l’écjualion  (4)  elle- 
même  contient  ce  facteur. 

Par  une  raison  semblable,  celte  équation  renferme  le  facteur 
— 2«'a,  ou  au  moins  son  équivalent;  je  dis  son  équi- 
valent, car,  ainsi  que  nous  l’avons  vu,  la  forme  explicite  de 
la  fraction  A' a été  changée  dans  le  cours  du  calcul,  au  moyen 
de  l’éiiuation  de  condition 

R’+  U'— r’  _ lP-4-g’^— /■’’ 
a a' 

Complication  nécessaire  du  résultat  Jinal  des  éliminations; 
moyen  d’y  échapper.  — D’après  ces  remarques  il  n’est  pas 
surprenant  que  l’équation  (4)  soit  du  deuxième  degré  entre 
les  inconnus  * et  p.  Je  puis  afiirmer  même,  d’après  un  examen 
approfondi,  qu’il  est  impossible,  au  moins  en  général,  de  sup- 
primer d’une  manière  explicite  les  deux  facteurs  variables  qui 
l’embarrassent.  Dans  des  cas  i)articuliers,cela  |)Ourrail  avoir  lieu 
néanmoins;  par  exemple,  si  l’on  avait  la  relation  R’ — aa'=  o, 
etc.  Puis  donc,  que  l’équation  de  la  corde  x" x,  est  compli(|uée 
de  facteurs  inutiles  ou  singuliers,  dont  il  est  impossible  de  la 
débarrassera  priori,  on  ne  sauraii  suivre  la  même  marche  (jue 
dans  la  démonstration  précédente  du  n°  IV  : la  différenlialion 


Digitized  by  Google 


I 


334  VI'  CAHIER.  - PROPRIETES  DESCRIPTIVES 

(|ii’on  sérail  oblige  d’cxcciiier  ne  ferait  en  effet,  que  rendre 
la  complication  encore  plus  grande.  I-a  marche  indirecte  que 
je  vais  suivre  ne  présente  aucune  difficulté,  et  n’exigera  pas 
le  secours  du  calcul  différentiel. 

Pour  que  la  corde  soit,  dans  toutes  scs  positions,  tan- 
gente à un  même  cercle  dont  le  centre  soit  sur  l’axe  des  x,  il 
faut  et  suffit  qu’il  existe  sur  cet  axe  un  point  inconnu,  mais 
fixe,  tel  (|ue  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce 
point  sur  la  corde  x"x2,  n’imporlc  la  position  particulière  de 
celle  corde,  soit  une  quantité  invari.able,  par  conséquent  indé- 
pendante de  l’indéterminée  ou  abscisse  a. 

Herherche  de  la  distance  d’un  point  quelconque  de  la  lip;ne 
des  centres  à la  corde  génératrice  de  l’enveloppe.  — Soit 
l’abscisse  d’un  tel  point, 

Mr=N.r-f-P, 

l'équation  de  la  corde  x"jr„  l’équation  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  x"  Xj  sera  évidemment 

.r  = — — yj; 


il'oii  l’on  tirera  pour  les  coordonnées  inconnues  du  pied  de 
celte  perpendiculaire, 

•r-z  = --VqrNT"’ 

On  aura  donc,  en  appelant  5 la  perpendiculaire  dont  il  s'agit, 

f ( P - - N V P 

5’=4r*  + (i:-yh  = 

Si,  pour  simplifier  l’équation  (4).  nous  faisons 

rto' — (</ -(-«')»  = A,  y/  — — rc'  = II, 

= 

p[i{'— ort')=l),  — 3c(ll’-l-^m')=K,  ,'-^r\J~  = V, 
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elle  prendra  Ta  forme  suivante  : 

( BD  — EF  <(.  ) = x(  HE  -i-  DF^.  ) — RM  AB'  -h  ; 

re  (|ni  donne 

M = BD  — Et' J-,  N=BE-|-I)FJ.,  1*  = — KM  AB' + C.|- ). 
{f’ny.  1(1  suite  an  lahlfan  ci-après,  p.  33(î.) 


Donc  enlin  la  valeur  de  5“  devicnilra,  en  y inellaiU  celles  de 
Al’-t-N’  et  de  P-l-Nx  nous  venons  de  trouver 


et  la  longueur  (le  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  corres- 
pondant à l’abscisse  x sera  par  ronséi|uent 


1»4-Nx 


Htjualion  Jinale  des  cercles  enveloppes.  — Cette  distance 
étant  indépendante  des  vari.ibles  a et  p,  nous  pouvons  en 
conclure  (|u’il  existe,  en  effet,  sur  l’axe  des  x on  ligne  des 
centres  des  cercles  proposés,  un  point  dont  l’abscisse 


est  t(,‘llef|ne  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  |)oint  sur  la  corde 
variable  x" x„  a une  longueur  constante  à,  quelle  que  soit  la 
position  de  la  corde  génératrice. 

Donc  cette  corde,  ainsi  que  nous  l’avons  annoncé,  roule 
dans  toutes  ses  positions  sur  une  r|uatrième  circonférence  de, 
cercle  dont  ré(|ualion  est  par  consei|uenl  de  l.i  fonne  rclativc- 
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iiHMU  simple. 


(5) 


1 lD(o— rt'jl 

1 T*  ■ 

( (ID-W)I 

K»  |•(K^— «'»)  + , IP- rt’) 

y/^)’ 


Mainteii.'inl  si,  au  lieu  de  l'iuiuaiioii  (4)  de  la  corde  x" x,,  on 
oûl  considéré  celle  de  la  corde  conjuguée  ou  inférieure 
,x'\xi,  (|ui  se  déduit  de  la  première  en  j changeant  le  signe  du 
radical  ou  v'U’-i- rt' — P — aoa,  il  est  évident  que  l'on  se- 
rait parvenu  à la  même  é(|uation  finale  du  cercle  engendré. 
Car  la  valeur  j)récédente  <le  x faisant  disparaître  ce  radical  dans 
l’expression  de  P-t-Nx,  la  valeur  de  i en  est  parfaitement 
indépendante,  et  par  conséquent  elle  reste  la  même  (piel  que 
soit  son  signe.  Donc  les  cercles  engendrés  par  la  corde  x" x^  et 
sa  conjuguée  ,x" ,Xt  ayant  même  centre  et  même  rayon,  ces 
deux  cordes  engendrent  la  même  circonférence  de  cercle, 
ainsi  que  nous  l'avions  d'abord  annoncé. 

En  second  lieu,  les  équations  des  cordes  ,x" x,  et  x" ,x,  ne 
différant,  ainsi  que  j’en  ai  fait  la  remartpic,  de  celles  des 
deux  cordes  x"x,  et  ,x"  ,x„  qu'eu  ce  (pte  le  rayon  y a sim- 
])lemenl  un  signe  contraire,  il  est  évident  que  ré(|uation  finale 
à latjuelle  nous  lussions  parvenu  pour  ces  derniers  cas,  eût 
été  la  même  encore  (|ue  ré(|uation  (5),  sauf  le  signe  de  r'. 
Donc,  ainsi  (|u’il  a été  énoncé  encore,  les  deux  coules  ,x"x,  et 
cngendmit  dans  leurs  mouv(‘ments,  une  même  circon- 
férence de  ceicle  distincte  de  la  première  et  dont  l'étiuation 


ii'au 

rniiDc 


le  x'.r* 
V c'es 


■s-sinip 
il  »ieii,: 

vip?;. 


'<<  (latK  I 
solstil, 


l'-'l 

.t  “H  * 

1 (ip-««')i 

j (IP-W)’I 

ne  diffère  de  la  précédente  (5)  que  par  de  simples  change- 
ments de  signes  en  r et  /•'. 
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le  1 '.«a) (R’+'î'’— (le  ces  mêmes  facteurs.  Donc  le  dénomi- 
c’est 

«’KR>^- «•>)], 


V?)  J’ 


■s-simplo 
il  vienili 

V lï’-t-rt' 


h(  dans  * 
Mibstitil 


= [ 


h U 

facteur^ 


ro  ce  même  radical  ■)<  dans  l’expression  de  P+N'z;  ce  (lui 


) [ R’4-mi’—  (f/  + «'W]  j, 


Paiie  îtli. 


T.  S.  V.  P. 
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» Relation  de  position  des  cercles  enveloppes  il  l'égard  des  proposés.  — Reste  maintenant  à prouver  que 
les  cercles  dont  on  vient  de  trouver  les  équations,  ont  tous  deux  même  corde  cotnmunc  avec  les  pro- 
posés (C),  (C')et  {C'). 

Considérons,  par  exemple,  le  cercle  qui  est  représente  par  l’équaiion  (5);  l'équation  de  la  corde  qui 
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ou,  cil  siippriniaiu  le  faneur  H’ — aa'  commun  au  numérateur 
cl  au  flénominateur, 

et,  comme  ou  a 


a u'  ’ 


U’-(-  rt"=  - ( U> -h  rtM  -t-  - , 

(t  a 

cela  (loniïc  finalomeiil 

^ ( |{=^_  ^ j 

2 U ( /•'* C’  — ( 

' ' n ' U’-+-  n’— 


J), 


2« 


Telle  est  ré(|uatioii  de  la  corde  commune  au  cercle  (5  ou  (>, 
p,  336),  et  au  cercle  (C);  or  celle  équation  est  précisément 
celle  de  la  corde  commune  à ( C ),  ( C'  ) et  ( C"  ). 

Cette  équation  ne  renfermant  pas  le  ravon  r',  la  corde  com- 
mune au  même  cercle  (C)et  à celui  que  représente  l’équa- 
tion (6)  sera  la  même  (pii  a été  olilenue  en  dernier  lieu;  car 
elle  doit  s’en  déduire  en  y cli.ingeaiil  le  signe  seul  de  /■'. 

Donc  enfin  le  cercle  enveloppe  des  cordes  ,x"x,  et  x" ,x„  a 
bien  la  im'une  corde  en  commun  avec  les  trois  proposés. 

La  proposition  énoncée  en  tète  de  cet  art.,  p.  323,  se  trouve 
ainsi  complètement  démontrée;  et,  quoique  le  raisonnement 
mis  en  usage  soit  appuyé  sur  une  suite  de  calculs  assez  labo- 
rieux, il  me  semble  cependant  que  la  marche  ici  adoptée  est  à 
l.i  fois  simple  et  rigoureuse,  cl  qu’il  serait  peul-i'ure  difficile  d’en 
suivre  une  plus  directe  et  plus  générale  sans  se  jeter  dans  des 
complications  de  calcul  plus  grandes  encore.  La  raison  en  est 
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assez  évidente;  car  l’clal  de  la  question  implique  en  lui-même 
une  complication  très-grande,  puisque,  à un  même  pointa  du 
cercle  (C)  correspondent  (juatre  cordes  génératrices  a "jc„ 
xx"  Xt,  x”  xX-,  distinctes  les  unes  des  autres,  et  dont  il  serait  im- 
possible de  séparer  les  équations  sans  y introduire  des  facteurs 
étrangers  à la  question,  indépendamment  des  facteurs  naturels 
du  deuxième  degré  qu’elles  comportent. 


Corollairt‘$  et  renumutes  concernant  des  cas  spéciaux. 

Rapprochement  entre  les  solutions  des  p.  3n)  et  336.  — On 
doit  considérer  le  théorème  énoncé  à la  p.  3i5,  comme  une 
conséquence  très-particulière  des  propositions  générales  que 
nous  venons  de  démontrer  en  dernier  lieu,  d’une  manière 
purement  algébrique. 

En  effet,  si  l’on  suppose  dans  les  é()uations  (5)  et  (6),  «'=  a, 
il  est  évident  que,  dans  ce  cas,  les  cercles  (C')  et  (C*)  se  con- 
fondront en  un  seul,  et  qu’ainsi  les  deux  cordes  x" x,  et  xx",x, 
se  réduiront,  cbacune,  à une  tangente  au  cercle  (C),  et  par 
conséquent  engendreront  l’une  et  l’autre,  dans  leur  mouve- 
ment, ce  même  cercle,  solution  particulière  du  problème. 

Pareillement  les  deux  cordes  x"  xX,  et  xx"  x,  se  seront  con- 
fondues en  une  seule  alors,  représentée  dans  la  y/g',  i.^o  ci- 


Fij».  i.'Jr». 

y 


dessus,  par  x" xX,  ou  xx"x,;  d’ailleurs  le  cercle  représenté  par 
l’érj nation  (6)  sera  dans  ce  cas,  engendré  par  celte  corde  de 
la  même  manière  que  le  cercle  (6")  l’était  dans  la  Jig.  i3f). 
p.  3a3,  par  la  corde  x" x,.  Bien  mieux,  comme  on  va  le  voir,  on 

9.2. 
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peut  trouver  son  équation  en  faisant  dans  l’équation  (6). 

Mais  auparavairt  nous  allons  introduire  eetle  hypothèse  dans 
l’équation  (5)  qui  doit  représenter  alors  le  cercle  (C  ) lui-inême, 
ainsi  que  nous  l’avons  déjà  remarqué. 

En  supposant,  en  effet,  n — a'=o  dans  cette  écjuation  (5), 
elle  devient  simplement 


JP  ''  J{3 


qui  représente  bien  celle  du  cercle  (C)  donné  à priori;  mais, 
si  l’on  fait  la  même  hypothèse  a — «'  = o dans  l’équation  (6), 

ses  coefficients  prennent  la  forme  ce  qui  provient  évidem- 
ment de  ce  qu’ils  renferment,  au  moins  implicitement,  le 
facteur  rt  — a'  h leur  numérateur  et  à leur  dénominateur  : on 
le  fera  disiiaratlre  facilement  dans  le  terme 


R’(«  — «') 

qui  représente  on  général  l’abscisse  du  centre  du  cercle  enve- 
loppe ou  sa  distance  au  centre  du  cercle  (C),  en  ayant  recours 
à ré(|iiation  de  condition  souvent  employée  ci-dessus, 

r»  _ IV-l-g'»— r'» 


de  laquelle,  si  l’on  chasse  les  deux  dénominateurs  et  qu’on 
réunisse  dans  un  ordre  convenable,  ses  différents  termes,  on 
lire,  en  effet. 


{ H’ — aa'}(n — a')=r’'a — ' 


ce  (pii  donne,  par  conséquent,  l'égalité  ou  identit^ 


W{a  — a'  )( 

1 olv| 

(IV— «n’)| 

^ (IV— 
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Or,  sous  celle  dernière  forme,  l’abscisse  du  ceiilre  de  l’enve- 
loppe circulaire  des  cordes  généralrices,  ne  devienl  plus 


car  on  faisant  a = a',  et  par  suile  r'=  r,  elleacquierl  la  valeur 
délerminée^l^^. 


Quanl  au  lcrnie  du  second  membre  de  rétjualion  (6),  il  esl 
impossible  d’y  supprimer  explicilemenl  le  facteur  commun 
qui  en  complique  le  numérateur  el  le  dénominalcur;  mais  on 
peut  mettre  ce  facteur  en  complète  évidence  dans  l’un  el  dans 
l’autre  des  deux  termes  de  la  fraction  dont  il  se  compose  et  qui 
représente  le  cercle  enveloppe,  en  s’y  prenant  de  la  manière 
suivante,  fondée  sur  les  observations,, déjà  faites  plus  haut, 
cl  qui  concernent  les  expressions  radicales  de  la  forme  géné- 
rale \VZ±Tv'X. 


L’on  a identiquement  pour  le  numérateur. 


: r’(  lu— «”)’— • r'>  -(•<’—  «•)’• 


Mettant  dans  le  second  membre  ainsi  transformé,  pour  r'‘ 
sa  valeur  tirée  de  l’équation  de  condition 


R^-f-o^— r _ R’-t-g'’— 
a a' 


ou  (R’ — aa')[a — «')  = /■'*« — /•'«', 


c’est-à-dire,  faisant 

, r’a'-t-(H’ — aa')[(t  — a') 

r‘= 

a 


ce  second  membre,  que  j’appelle  1 pour  plus  de  commodité, 
deviendra  successivement 

I ou  — «’)’ 

. r' ( R’ ~ fl" ^ ( R’ - «’)’ - ( R’ - "«' ){«-«')( R' - «’)’ 

fl’  r’  ( R’  — fl"  )'  — r’  (i'  I R’  — fl')’  — «'  ( R’  — ntt'  ) ( fl  — a'  ) ( H’  — «’  )’ 
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I 
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l’elle  est  l’expression  du  second  ineinbrc  de  l’équation  (li),  f|uand  on  y supprinn-  le  l'acleiir  eonimiin 
(flr  — a'Y  qui  embarrasse  son  numcraleur  et  son  dénominateur. 

Sous  eetle  nouvelle  forme,  il  ne  deviendra  |)lus  ^ (]ûand  on  y fera  n'  = a,  mais  bien,  en  le  leprésen- 


I>KS  SYSTKMIiS  DK  COMyl'KS,  KTC..,  Sl'lt  l’N  PLAN. 
l:inl  |):ir  le  Ciirré  d’une  nouvelle  consianle  r'. 


o__  K'f2;-2(K’4-«’)  — ni’  — 

’’  ~ (K’— a’)' 

Celle  expression  csl  le  carré  inêine  du  rayon  du  cercle  en- 
gendré dans  riiypoihèse  oii  les  proposés  (C')ci  (C")se  con- 
fondraienl  enlre  eux. 

Nous  avons  déjà  Irouvé  i|ue,  dans  ce  cas  parlicnlier,  l'ab- 
scisse O du  cenlre  de  ce  cercle  csl  égale  à ~ ' - • Donc 

^ (iD—  (i‘y 

réfjualion  de  ce  dernier  esl  siinplenieni 


(;»)  r’-+-  u-  — 


4R'c’n 

(1d—  «-)' 


K’far>(U’-t-rtM  — (IC—  «M’V 
(K'— a^)' 


ün  voil,  par  loul  ce  qui  j)récédc,  t|u’on  aurail  pu  se  passer  de 
démonirer  à pari  le  lliéorènie  de  la  p.  3i5;  niais  j’ai  cru  de- 
voir en  agir  autreinenl,  alin  de  le  distinguer  mieux  de  la 
proposition  beaucoup  plus  générale,  énoncée  à la  p.  39.3,  cl 
avoir  ainsi  occasion  de  faire  conuailre  un  mode  de  démons- 
tration différent  de  celui  employé  eu  dernier  lieu. 

Examen  d'un  cas  particulier  di^ne  d’attention. — Avant 
d'abandonner  ces  considérations  analytiques,  je  m’occuperai 
d’un  cas  assez  iiiléressanl  du  lliéorènie  général,  [lour  lequel  la 
position  des  deux  cercles  (C')  el(C")  (fi}'.  i3i)),  satisfait  à la 
condition  K’ — aa'—o  déjà  mentionnée  en  passant,  comme 
entraînant  de  notables  modifications. 

Le  cercle  engendré  par  les  cordes  ,x"x,  et  x" ,x,  esl  alors 
une  ligne  droite  perpendiculaire  à l’axe  des  x,  ce  dont  on  peut 
s’assurer  par  l’équation  (G)  de  ce  cercle.  En  effet,  si  l’on  appelle 
o'  l’abscisse  du  cenlre  de  ce  cercle  et  Fl'  son  rayon,  qu'on  la 
développe  ensuite,  elle  deviendra 

y’-l- JT- — 2if'x=  R'* — ÿ'-’. 

Mettant  celle  é(|uaiion  sous  lu  forme 

— >•’  — x’-t-  R’  -(-  2if'  X = R'-f-  y' — R'^ 
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ou,  CP  qui  est  mieux  encore,  sous  la  forme 

R’— r’— X'  R’-l-ç'’— R" 

in 1“  — n ’ 


il  devient  facile  de  voir  que  la  quantité 


est  pre- 


...  R’-(-rt’— r’ 
cisement  égalé  a — — -• 

° -la 

En  effet,  si  l'on  retranche  rc(|uation  — ■?')’=  R'’  du 

cercle  dont  il  s’agit,  de  l'équation  du  cercle  (C). 

on  aura  pour  celle  de  leur  corde  commune 


R» 


R’ 


R" 


Donc,  puisqu’il  a été  prouvé  que  celte  dernière  corde  se 
confond  avec  la  corde  déjà  commune  aux  trois  cercles  propo- 
sés (C),  (C')  01(0")  [fig.  iSg,  p.  3a3),  corde  dont  l’équation 
R’-|-</’ — /■’ 

est  X— , d’apres  ce  (jui  se  trouve  établi  a lu 


p.  3a8,  on  a,  en  réalité, 


R'»  R»+  a'—r^ 

2 ç'  2 U ' 

et  par  conséquent  l’équation  (6)  ou  celle  qui  lu  remplace  de- 
vient bien,  comme  on  l'a  avancé  ci-dessus,  ' 


R’ — r’ — X*  R’-I-<P — 

-S— K ^ = 

2f  'Id 

Maintenant  si  dans  celle  dernière  équalion,  on  veul  avoir 
égard  à rbjpolhè*se  parliculière  R’ — aa'=o,  mentionnée  au 
commencement  de  cet  article,  la  quantité  y'  devenant  infinie, 
elle  se  réduira,  ainsi  que  l’équation  (6)  à la  forme  très-simple 

R’-f-  a’ — r’ 

X = > 

2n 


comme  on  l’a  également  avancé. 

Donc  enfin,  le  cercle  engendré  par  les  cordes  ,x" x,  ci  x"  ,x„ 
SC  confond  avec  la  corde  même,  commune  aux  trois  cercles 
proposés  (C),  (C')el  (C*). 
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En  préparant  l’équation  (5)  de  celte  dernière  manière,  elle 
prend  la  forme  nouvelle  et  non  moins  simple, 


-i-  x = 


R’-l-  fl’ — 
’ 


dans  laquelle  on  a posé,  pour  simplifier  récriture. 

Cette  expression  peut  être  mise  sous  une  autre  forme  au  moyen 
de  l’équation  de  condition 

U’-+-  /•=  _ H’-l-  «'»—  r” 

a a' 

i 

ou,  comme  on  l’a  précédemment  remarqué, 

(R>— rt<i')(rt  — rt  ) = rt  /•  ^r'4-c 

car  on  en  tire  immédiatement  l’équation  transformée 


R’ — rtfl' 


ce  qui  donne  finalement  l’expression  réduite 

Maintenant,  si  l’on  suppose  R’— na'=  o,  l’équation  de  condi- 
tion ci-dessus,  donnera  r'=i  y/^>  et  par  conséquent,  il 

viendra,  à cause  de  «'  = ^» 

— O’)’  _ (R’  — o-)‘ 

^ 4 cVi'  f\  ar^ 
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Donc  aussi  l’cqualion  (5)  ou  celle  i|ui  lu  remplace,  ilevieiidia 

4rt/  MID— -r’— >•’)  _ ID-)-^t^— c' 

•>.(U' — a‘]‘  9.(1  ' 

c’esl-à-(lire,  eu  déliiiilivc  cl  plus  e\pliciiemeut. 


30  (K' — o’)’.r 


4 a'  c’ 


= 4 ll»o>  /•=—  ( H=-f-  O»—  ; >)  ( U=—  o’j' 

= r’  { K’+  o’)’—  ( K'4-  «’)  ( K’—  O’)', 


qui  continue  à représenter  un  cercle  distinct. 


Position  relative  des  cercles  dans  ce  cas.  — I.a  relation 
ID  — aa'  = O ci-dessus,  sera  satisfaite  dans  la  circonstance 
indiquée  par  la  Jtfç.  i^\  ci-après. 

.Supposons  que  les  deux  cercles  (C)  et  (C')  soient  donnés,  <>t 
(pi’il  faille  déterminer  le  troisième  cercle  (C")>  manière'  (]ue 
l'on  ait  la  relation  K’  — oo'  = o. 

On  mènera  aux  cercles  (('-)  et(O')  les  tangentes  extérieures  T/, 
T' /'et  les  tangentes  intérieures  «0,  b' 6',  coupant  respecti- 


Fip.  i'|i 


vemeitt  la  ligne  îles  centres  en  O et  O';  on  tracera  ensuite  les 
deux  cordes  TT'  et  bb'  : ces  deux  cordes  seront  tangentes  au 
cercle  (C")  cherclié;  comme  elles  sont  perpendiculaires  à la 
droite  CC',  et  que  le  centre  (7  du  cercle  cherché  doit  être  sur 
cette  droite,  ce  cercle  se  trouvera  entièrement  déterminé. 

On  peut  démontrer  facilement  et  directement  i|ue  la  rela- 
tion R’  — an'  — o existe  effectivement  entre  les  trois  cercles 
(C),  (C')  et  (C").  l'oiir  cela,  soient  menés  les  rayons  CT  et  Cb,  on 
aura  évidemment,  dans  les  triangles  rectangles  (iTO  et(iB()', 
Tk,  ek'  étant  des  peiqiendiculaires  à la  ligne  des  centres  (^C'. 

~r  = CkxCO,  CB’=Ck'x  CO'. 


* I 
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Or  on  sail,  d’aulre  pari,  qiip 


co  = ^,  CO' 


lin 


(le  plus,  on  a 


H — /’  ■ 

Ch=:CT‘=U'. 


Donc,  suhsliluanl  ces  valeurs  dans  les  écjualions  précédenu;s, 
011  en  conclura  iinnn-diatemcnt, 

CK'=ÜL^: 


de  là  on  tire,  par  une  sini|ile  addition, 

CK CK'  , H'  , , 

z=iX"~a=. — ou  H- — iiit=o. 

•1  a 

On  lire  encore  d(;s  expressions  géomcHricpies  de  CK  et  CK' 

i^K' — CK  ou  J.'»— 

2 ' n <0 

On  s’assure,  de  la  même  manière,  <|ue  ces  valeurs  de  a'  cl  /■' 
satisfont  à l’équation  de  condition 

H'-t-rt'— c>  _ K»-f-  «'»—  /•'■ 

U a' 


Donc  enlin,  les  trois  courbes(C),(C')  ei(C'')  ont  une  même  corde 
commune,  et  satisfont  à la  condition  R’  — (■/«'=  o.  Par  consé- 
quent si,  d’un  point  quelconque  * du  cercle  (C),  on  mène  diîs 
tangentes  ax'  et  a.x,  aux  cercles  (C')  et  (C")  dans  le  sens  indi- 
qué par  la  figure,  et  qui,  prolongées,  rencontrent  ce  cercle 
aux  deux  nouveaux  points  x"  ,x„  la  corde  x"  ,x,  qui  joint  ces 
deux  points,  sera  perpendiculaire  à la  direction  indéfinie  de 
la  droite  des  centres  C et  (’/. 

Voici  maintenant  les  principales  conséquences  des  propo- 
sitions énoncées  aux  pages  3i5,  3a3  et  précédemment  démon- 
trées par  la  voie  analytique. 
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III. 

TIlfiORl'.MES  GÊXÉRACX  SLR  LES  POLYGONES  MOBILES  I.NSCRITS  A UNE 
COURBE  DU  SECOND  DEGRE  ET  CIRCONSCRITS  A UNE  OU  PLUSIEURS 
AUTRES  AYANT  LES  MÊMES  CORDES  COM.MUNES  SUR  UN  PLAN. 

/.  — Cas  particulier  des  cercles,  où  l’enveloppe  du  côté  libic 
du  polygone  mobile  se  réduit  à un  autre  cercle. 

Exposé  et  démonstration. — « Soieiil  (C),  (C')>  {!'*)  (/'•,''•  '4’)> 
» un  nombre  i)uelcom|ue  de  circonférences  de  cercle  ayant 
» une 'même  corde  commune,  réelle  ou  imat^inairc,  sur  un 
i>  plan;  soit  ax'x" . . . a'  un  polygone  dont  les  divers  côtés  de- 


FiB.  i/|j. 


» mcim'iit  perpétuellement  tangents  aux  cercles  respectifs 
Il  dont  il  s’agit,  à rcxception  du  dernier  coté  aa'  que  je  suppose 
Il  rester  libre,  tandis  (|ue  tous  les  sommets  a,x',  x" , etc.,  sont 
Il  astriMiits  à demeurer  sur  la  circonférence  du  cercle  (C);  ima- 
II  ginons  que  l’on  vienne  à déformer  le  polygone  d’après  ces 
Il  conditions,  c’est-à-dire  en  assujettissant  ses  sommets  à rester 
Il  sur  (C),  et  ses  côtés  à rouler  sur  les  cercles  respectifs  aux- 
» (juels  ils  sont  tangents;  je  dis  que  le  côté  libre  aa'  roulera 
» dans  ce  mouvement,  sur  une  dernière  circonférence,  qui 
U aura  même  corde  commune  avec  les  proposés.  » 

En  effet,  les  deux  premiers  côtés  xx'  clx'x",  par  exemple, 
étant  assujettis  à demeurer  constamment  tangents  à deux  des 
cercles  donnés  (C'),  ((7'),  la  corde  qui  joint  les  sommets  ex- 
trêmes a et  .r",  roulera  dans  toutes  ses  positions,  sur  une  eir- 
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ronférence  de  cercle  spéciale,  ayant  même  corde  commune 
avec  les’proposés  (Proposii.  de  la  p.  3i5). 

Pareillement,  puisque  la  corde  auxiliaire  ou  diagonale  nx" 
et  le  c<')té  x” x"  du  polygone  roulent  sur  deux  circonférences 
de  cercles  qui  ont  même  corde  commune  avec  le  cercle  (C),  la 
corde  joignant  les  sommets,  a et  x""  roule  sur  une  autre  cir- 
conférence de  cercle  ayant  aussi  celte  corde  en  commun  avec 
les  proposés  (même  Proposition). 

Enfin  on  prouverait,  par  un  raisonnement  semblable,  que  la 
corde  aa'  ou  côté  libre  du  polygone  a.x’ x" . .a',  roule  égale- 
ment sur  une  circonférence  de  cercle  ayant  même  corde  com- 
mune avec  les  cercles  (U,),  (C'),  etc.  Si  les  cercles  donnés  ainsi 
que  les  côtés  du  polygone  étaient  en  plus  grand  nombre, 
on  démontrerait,  de  même  et  de  proche  en  proche,  que  le 
dernier  côté  aa'  roulerait  constamment  sur  un  cercle  ayant 
même  corde  commune  avec  les  proposés  : la  démonstration 
précédente  est  donc  génénile. 

On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  cette  démonstration  ne 
suppose  aucun  ordre  ni  disposition  particulière  des  cercles 
donnés  et  des  côtés  du  polygone  inscrit  au  cercle(U);  elle  serait 
vraie,  quand  bien  même  l’un  iiuelconque  des  cercles  proposés 
serait  louché  sinuillanémenl  par  ]dusieurs  îles  côtés  de  ce  po- 
lygone; par  exemple,  dans  le  cas  où  les  côtés  a.c',  x' x" , etc., 
devraient  toucher  une  circonférence  de  cercle  unique,  comme 
nous  l’exposerons  plus  loin  d’une  manière  spéciale. 

Cas  des  cercles  concen triques.  — 'l’oules  ces  propriétés  des 
cercles  ayant  une  corde  commune,  sont  analogues  .à  celles 
dont  jouit  en  particulier  un  système  de  cercles  concentriques 
quelconques,  et  l’on  ne  doit  pas  en  être  étonné,  si  l’on  réflé- 
chit que,  dans  un  iH  fiystème,  les  cercles  possèdent,  analyti- 
quement parlant,  la  propriété  d’avoir  une  même  corde  com- 
mune située  à l’infini  sur  leur  plan. 

E'n  effet,  si  nous  considérons  sur  un  plan  deux  cercles  quel- 
conques de  rayons  U et  r,  nous  avons  vu  que  la  corde  qui  leur 
était  commune  dans  les  hypothèses  précédemment  adoptées, 
avait  pour  équation 

lU+rt’— c> 

X — — ■ 

, 5.0 
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ür  cette  valeur  de  la  distance  au  centre  de  C,  devient  infinie 
quand  l’intervalle  a des  centres  est  nul,  c’est-à-dire  quand 
les  cercles  H et  /•  sont  concentriques.  D’ailleurs  cette  corde 
n’est  située  à l’inlini  qu’autanl  que  les  rayons  H et  /-diffèrent 
essentiellement  l’un  de  l’autre;  car  lorsqu’ils  sont  égaux,  l’é- 
quation ci-dessus  devient 



2 ' 

ce  qui  montre  que  quand  a est  nul,  la  corde  commune  passe 
par  le  centre  commun  aux  deux  cercles. 

FI.  — C 'as  (les  vourbcs  du  second  def'ré  oiï  l’enveloppe  du  côlfi 
libre  et  des  diagonales  du  polygone , sont  d'autres  coni- 
(fues  ayant  mêmes  cordes  communes  avec  les  proposées. 

Exposé  et  démonstration.  — Soient  (C)  et  (C')  (f'g.  i43) 
dettx  lignes  quelconques  du  second  degré;  ax'.r". . . a',  un 
polygone  ijiielconque,  inscrit  dans  la  coniqite{(^)  et  dont  tous 
les  côtés  sont  tangents  ou  circonscrits  à la  deuxième  roui- 


Fif».  i/|3. 


J' 


qite  donnée  (C).  à l’exception  du  côté  a*',  je  dis  que  si  l’on 
vient  à déformer  ce  polygone  en  assujetlissatit  ses  sommets  à 
parcoitrir  la  courbir  (C)  et  ses  côtés  à rouler  sur  la  courbe  (C'), 
à l’exception  du  côté  az'  que  je  suppose  rester  libre,  ce  côté 
aa',  roulera  dans  toutes  ses  positions,  sur  une  troisième  section 
conique  qui  passera  par  les  tnèmes  intersections  ou  points 
communs  aux  dettx  premières. 

Kn  effet,  d’après  les  principes  établis  au  eomtnencement 
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(le  ces  notes  (*),  deux  courbes  quelconques  (C)  et  (C')  du 
deuxième  degré  peuvent  être  considérées,  en  général,  comme 
la  projection  centrale  de  deux  circonférences  de  cercles,  et 
toute  propriété  descriptive  dont  jouit  ce  dernier  sy.stème  est 
également  vraie  pour  le  premier.  11  ne  s’agit  donc  plus  que  de 
prouver  (|ue  cette  propriété  est  vraie  pour  le  cas  particulier  de 
deux  cercles  d’ailleurs  quelcom|ues;  or  cela  est  extrêmement 
facile  d’aprt'sce  qui  précède. 

Puis(|ue  les  cordes' x'a  et  x' x"  roulent  sur  le  même  cercle 
(C'),  la  corde  auxiliaire  ou  diagonale  *x"  roule  pareillement 
(n"  II,  p.  3(4)  sur  une  autre  circonférence  de  cercle  qui  a même 
corde  commune  réelle  ou  imaginaire  av(»c  les  deux  premiè- 
res. D’autre  part,  puistiue  la  diagonale  ax"  et  la  corde  x"x’" 
roulent,  l’une  et  l’autre,  sur  des  circonférences  ayant  même 
corde  commune  avec  celle  du  cercle  (C)  parcourue  par  le 
sommet  x",  la  corde  a.r",  qui  joint  les  points  * et  x"  où  les 
diagonales  nx" , ax"’  coupent  ce  dernier  cercle,  roule  aussi 
sur  une  circonférence  ayant  même  corde  commune  avec  les 
premières.  Par  cette  raison  encore,  la  diagonale  suivante  ax” 
et  toutes  leurs  semblables,  quel  qu’en  soit  le  nombre,  roulent 
sur  des  circonférences  de  cercles  qui  ont  une  corde  commune 
avec  le  système  des  proposés. 

Donc  enfin,  jiuisque  la  dernière  diagonale  ou  corde  a.x" 
et  le  côté  correspondant  a.' x"  du  polygone,  roulent  chacun, 
sur  une  circonférence  de  cercle  ayant  même  corde  commune 
avec  les  cercles  proposés  (<1),  ((7),  etc.,  le  côte  aa'  qui  joint  les 
sommets  extrêmes  du  polygone  ax'x"...a'  inscrit  au  premier 
de  ces  cercles,  roule  sur  une  dernière  circonférence  ayant, 
comme  celles  qui  touchent  ou  enveloppent  les  diagonab*s  ax", 
ax",  etc.,  la  même  corde  commune  avec  les  proposées,  et,  par 
conséquent,  passant  par  les  intersections  géométriques  de  ces 
deux  cercles  quand  ils  se  coupent  réellement,  (à;  qu’il  s’agis- 
sait de  démontrer. 

On  peut  en  outre  conclure  des  démonstrations  pn'cédentes, 
que  les  diverses  diagonales  du  polygone  dont  il  s'agit,  telles 


(*)  J’ai  déjà  expliqué  (p.  9.83,  note)  rommonl  celle  première  démon.v- 
Iralion  insuflisaiite  a été  reprise  par  une  voie  plus  rigmin'iise  et  reportée 
à lu  fin  du  V'’  ('.allier. 
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que  x"  x",  par  exemple,  jouissent  de  la  propriété  de  rouler 
dans  toutes  leurs  positions  sur  autant  de  circonférences  de 
cercles  ou,  cli  général,  de  coniques  ayant  mêmes  cordes  com- 
munes avec  les  proposées  ( C ) et  ( C'  ),  c’est-à-dire  passant  par 
les  intersections,  réelles  ou  imaginaires,  de  ces  courbes. 

De  là  aussi  on  déduit  immédiatement  et  sans  nouvelles  dis- 
cussions, les  propositions  suivantes. 

III.  — Dans  le  même  cas  [II),  les  sommets  d'angles  circon- 
scrits ou  conjugués  aux  côtés  et  diagonales  du  polygone 
inscrit  sont  autant  de  coniques  distinctes  ou  confondues. 

Exposé  et  démonstration. — Soient  (C)  et  C')  (yZg-.  i44)deux 
courbes  quelconques  du  second  degré,  situées  sur  un  même 
plan;  ax'  x" . . .a»,  un  polygone  quelconque  inscrit  à la  co- 
nique (C)  et  dont  tous  les  côtés,  à l’exception  de  a»',  soient 


Pic-  '-'(-î 


circonscrits  à l’autre  courbe  (€').  Soit,  en  outre,  . .\ 

un  polygone  circonscrit  à la  première  (C)  et  dont  les  points 
de  contact  des  côtés  respectifs  soient  situés  aux  sommets  du 
premier  polygone  ux'x"...,  inscrit  à cette  même  courbe  C; 
je  dis  que  si  l’on  vient  à déformer  ces  deux  polygones  en  les 
assujettissant  toujours  aux  conditions  indiquées,  le  sommet  X 
conjugué  au  côté  libre  a*',  parcourra  une  section  conique 

particulière,  tandis  que  les  autres  sommets  m,n,p,  q de  ce 

polygone  parcourront  une  seule  et  uni(|ue  courbe  du  second 
degré,  distincte  de  la  première. 

En  effet,  nous  avons  vu  (V'  (Gabier,  u"  i,  p.  253)  <|ue  deux 


Digitized  by  Google 


DES  SVSTÈMIiS  DK  CONUJÜES,  ETC..  SEU  UN  PLAN.  3S3 
seciions  coniques  étant  données  sur  son  plan , si  l'on  mène 
à l’une  d’elles  {('.),  une  tangente  telle  (pie  x'x",  rencontrant 
l’autre  (G'),  aux  deux  points  a:'  et  x" , puis  qu’on  mène,  en  ces 
points  à la  courbe  (G'),  des  tangentes  x'n  et  .r"/iqui  se  cou- 
pent au  sommet  /»,  la  courbe  engendrée  par  ce  sommet  quand 
on  fait  varier  la  corde  ou  tangente  x'x",  est  en  général,  tlii 
second  dcjç/\  Donc  les  sommets  /«,  n,  o,  p,.  . q du  |)ol\gonc 
circonscrit  à la  coni(|uc  (G')  sont  tous  situés  sur  une  même  sec- 
tion coni(|ue,  et  ces  divers  sommets,  le  sommet  \ étant  tou- 
jours exceplt',  parcourront  isolément  cette  courbe  quand  on 
viendra  à déformer,  d’une  manière  quelconque,  le  polvgoiic 
inscrit  xx'x"...x'  et,  par  suite,  le  polygone  circonscrit 
mnop,...,  dont  ils  font  jiarlie. 

V l’égard  du  point  \,  il  résulte  de  la  Prop.  U ci-dessus,  que 
le  côté  libre  aa',  non  tangent  au  cercle  (G'),  roule  sur  um^ 
courbe  du  second  degré  distincte;  donc  aussi  le  sommet 
libre  X décrit  dans  son  mouvement,  une  section  coni(|ue  dif- 
férente de  celle  (jue  parcourent  les  autres  sommets  m,  n,  etc. 

Remarques  diverses.  — On  peut  remarquer  en  passant  que, 
si  l’on  prolongeait  deux  côtés  t|uclconques  du  polygone  cir- 
conscrit mno tels  f|ue  q\  et  po  par  exemple,  jus(|u’à 

leur  rencontre  en  V,  ce  point  Y décrirait  aussi  dans  le  mouve- 
ment général,  une  section  conique  distincte  des  premières.  En 
effet,  nous  avons  vu  (ibid.)  qu’une  diagonale  i|uelcom|ue,  telle 
que  a.' x”  du  polygone  inscrit  oix'x"...J,  envelo|q)e  dans 
toutes  SOS  positions  une  courbe  du  second  degré.  Donc  le 
point  Y,  concours  des  deux  tangentes  menées  aux  extrémités 
de  cette  diagonale  ou  corde  J x" , parcourra  aussi  dans  son 
mouvement  une  courbe  du  deuxième  degré. 

On  remar(|uera  encore  que,  dans  le  cas  particulier  oii  (G)  et 
(G')  sont  des  cercles,  la  ligne  décrite  par  les  sommets  w,  n,  o,..., 
conjugués  aux  côtés  respectifs  du  polygone  xx'x"...,  sauf 
aa',  est  également  une  section  coniipie,  dont  l’un  des  foyers 
se  ImiH’e  au  centre  même  du  cecc/c  ((7).  Ajoutons  enlin,  (|uc  la 
conique  distincte  décrite  par  le  sommet  \,  a pareillement 
pour  l’un  de  foyen,  le  centte  du  cercle  engendré  par  le 
côté  libre  dont  il  vient  d’èlre  parlé. 
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//  . — l,t>s  intcrsfii  lions  niuliicl/es  îles  côtés  et  des  diai^onntes 
(ht  polygone  décrivent  d'antres  lignes  du  second  dejrré. 

K.rposé  et  démonstration.  — Soient  (C),  (C'),  (fij'.  i {5)  deux 
roiirbes  (iiieleoiiqiies  du  deuxième  degré,  \ninopm\  polygone 
d'ordre  quelconque  circonscrit  à In  seconde  a.x' x"a.'  (|iie  j’ap- 
pelle (<y),  et  dont  l<‘S  sommets  soient  tous  situés  sur  In  pre- 


Fi",  ij'*. 


\ 


mière  mop,  (pie  j’appelle  (C),  à l’exception  du  dernier  sommet 
\ supposé  libre;  je  dis  que,  si  l’on  vient  à déformer  ce  poly- 
gone en  assujettissant  ses  C('Hés  et  ses  sommets  a remplir  les 
mèm(‘s  conditions,  ce  sommet  X parcourra  dans  son  mouve- 
ment, une  courbe  qui  sera,  ainsi  (pic  les  données  (C)  et  [VJ], 
une  section  conique. 

En  effet,  puisque  les  sommets  m,  p du  polygone  dont 
il  s’agit,  sont  assujettis  à se  mouvoir  sur  une  courbe  du  sitcond 
degré  fQ,  les  cordes  de  contact  x'x'",  x'a  qui  corres- 

pondent respi'ciivement  à ces  sommets,  envelopperont  dans 
toutes  leurs  positions,  une  certaine  courbe  (E"),  qui  sera 
ainsi  (pie  les  directrices  (C)  et  (C'),  du  second  degré  ( n°  II, 
IV'  Cahier).  Or,  si  l’on  considère  ces  différentes  cordes  dans 
une  position  (pielcompie,  et  qu’on  leur  adjoigne  la  corde  a»' 
conjuguée  au  sommet  libre  X,  elles  formeront  un  nouveau 
polygone  ■xx'.r" . . .a',  inscrit  dans  (C'  ),  et  dont  les  côtés  res- 
pectifs toucheront  la  courbe  inconnue  (C"),  à l’exception  tou- 
jours, du  c(^t(i  aa'  correspondant  au  sommet  X demeuré  libre 
ainsi  (pie  ce  côté.  Donc,  si  l’on  vient  à déformer  le  polygone 
mn  ,.p\,  comme  cela  a été  dit,  le  polygone,  ax' x" . . . a! , 
inscrit  aux  points  de  contact  dn  précédimt,  variera  pareillement. 
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ei,  (J’iiprè.s  les  propriétés  //  et  III,  le  côté  roulera  .sur  une 
qiiatiiéine  eoml)e  du  seeond  de;>ré,  lamiis  (|uo  le  sommet  \ 
dérrira,  |)ar  le  même  mouveimml,  une  section  conique  tlis- 
tincie  des  |)récédenies.  Ce  (|u'il  (alliiii  ]irouver. 

D’après  l’oliservalion  di'jà  faite  à la  lin  de  l'article  précédenl, 
si  l'on  prolonfîcaii  deux  quelcoiu|ues  des  côtés  du  poltgoin; 
nmo...  \,  tels  que  o/(  et  w\  par  exemple,  jusqu’à  leur  ren- 
contre en  Y,  ce  point,  dans  le  mouvement  comiuun,  décrirait, 
ainsi  (pie  le  point  \,  nn(*  courbe  du  second  de}i;r(’‘. 

1\  . 

l’RIXai’.U.FS  COSStyCKNC.ES  ET  REMAKIJIKS  REI.VTIVES  .V  I.'lXSCRII'TION 
ET  .V  l..i  CIRrONSC.BII'Tln.V  SI>li;i.T.V>ÉES  IIES  POl.ïliOSES  ,VC  SYSTEME 
DE  DETX  COMyCES  yl  EI.CO>yCES  SI  R I X l‘HX. 

On  conclut,  de  ce  qui  précède  et  des  principes  exposés  au 
commencement  du  llDCaliier,  une  proposition  assez  sinp;uliér(e, 
anaiofîue  à celle  que  nous  avons  démontrée  analjtiipiement  et 
géométriipiement  (Sert.  II  et  III,  Cali.  IA  , p.  ?.o8),  pour  les 
polygones  de  rang  pair  inscrits  ou  circonscrits,  sous  certaines 
conditions,  à une  simple  coiCnpie. 

Tltéortmi^  relatif  à l'inscription  et  à ta  circonscription  in- 
définies des  poh’f^ones  de  rang  pair,  an  système  de  deux 
coniques. 

Hnoncé  et  démonstration.  — Il  est  impossible,  géiicrale- 
nient  parlant,  d’inscrire  à une  courbe  donnée  du  diuixième 
degré  un  p<dygonc  ipii  soit  en  même  temps  circoiiscril  à une 
autre  courbe  de  ce  degré,  et  (piaiid  la  disposition  particulière 
de  ces  courbes  sera  telle  que  rinscriplion  et  la  circonscription 
simultanées  soient  possibles  pour  un  seul  polygone  essayé  à 
volonté,  il  y en  aura,  par  là  même,  une  iidinité  jouissant  de 
cette  propriété  à l'égai-d  des  conicpies  données. 

l’our  démontrer  ce  théorème  directement,  soient  deux 
lignes  (|uclcon(pies  du  second  degré;  d’après  nos  principes, 
ces  lignes  pourront,  en  général,  être  projetées  suivant  deux 
circonférences  de  cercle,  bien  ipie,  dans  des  cas  particuliers, 
cela  puisse  devenir  illusoire, 

Z.3, 
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Soit'iU  ((])  Pt  (J!}'-  I |6)  If's  (ltni\  rirc(>iif(‘rcnros  doiil  il 
s'iif’il;  roiK'Pvons  iiii  pitlysoiio  qiiclfoii(|(io  a.r'.r"...  a'  ins- 
crit dans  le  cercle  {(;)  el  dont  tous  les  côtés  a.r',  x'.v",  etc., 
soient  tanitents  an  cercle  fC'),  à rexception  d’un  deriner  côté 


Fi(î . I f^(> . 


T~ 


«»',  qui  évidcmmeiu  ne  saurait,  en  général,  devenir  tangent 
a ce  derni(!r  cercle  (juc  pour  des  positions  particulières  du  po- 
lygone dont  il  fait  partie.  Supposons  (lu'on  déforme  ce  p<dy- 
gone  lie  la  manière  indiquée  au  \\°  U,  il  est  évident  qu’il  pourra 
prendre  toutes  les  positions  imaginables  autour  du  cercle  (C'), 
et  (|ue,  s’il  est  possible  d’inscrire  à la  circonférence  (C)  un 
certain  jiolygone  d’nn  égal  nombre  de  côtés,  qui  soit  en  même 
teni|)s  circonscrit  à l’autre  (C'),  Il  y aura  nécessairement  une 
position  du  polygone  ci-dessus  o.x' . . . a',  telle  que  le  côté  aa' 
soit  langent  au  cercle  (C);  or  je  dis  que  c’est  impossible  si, 
pour  celle  position  ou  une  position  quelconi]ue  du  polygone, 
la  corde  aa'  n’est  pas  tangente  à ce  cercle. 

En  effet,  nous  avons  vn  au  n°  //  ci-dessus,  que  le  côté  aa' 
engendre,  en  général,  par  enveloppement  une  circonférence  de 
cercle  distincte  de  (C)  el  (('.'  ),  el  ayant  avec  celles-ci  une  corde 
commune  réelle  ou  imaginaire.  Donc,  iiuand  les  cercles  (C.) 
et  (C')  ont  la  position  indi()ucc  par  la  Jig.  i46,  celui  i|u’en- 
gendre  généralement  le  côté  aa'  ne  saurait  visiblement  avoir 
une  tangente  (|ui  lui  soit  commune  avec  le  cercle  (C'),  et  ainsi 
dans  l’hypothèse  oit  la  corde  aa'  se  trouverait  loucher  ce  cercli; 
pour  la  position  actuelle  de  la  ligure,  celle  corde  envelopperait 
dans  son  mouvement,  le  cercle  (C')  Ini-mème,  el  partant  Ions 
les  polygones  a.r'a'"...  a'  seraient  à la  (ois  inscrits  dans  le 
cercle  Mi)  et  circonscrits  au  cercle  (C'I. 
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MaiiUennnt,  de  ce  (|u'il  est  iirium;  que  la  proposilioii  précc- 
deiile  est  vraie  pour  une  situation  de  la  ligure,  indépendante 
de  toute  condition  explicite  et  déterminée  de  grandeur,  on 
peut  conclimi  des  principes  posés  au  coniinencement  du 
ill“  Cahier,  que  la  double  proposition  d’abord  énoncée  est 
vi  aie  quelle  que  soit  la  situation  relative  des  deux  cercles  don- 
nés (C)  et  (C'),  et  la  raison  en  est  (|U’elle  ne  concerne,  en  efl'et, 
que.  la  direction  indélinie  des  parties  de  la  ligure  et  non  la 
grandeur  de  ces  parties. 

-iutre  démonstralion  du  précèdent  thêori’me. 

Pour  rendre  la  conséquence  ci-dessus  encore  plus  claire, 
je  vais  einplojer  un  genre  de  raisonneinent  analvliquc  dont  j(; 
me  suis  déjà  servi  dans  plusieurs  occasions. 

Supposons  que  l’on  eberebe  analytiquement  ré(|uation  du 
cercle  engendré  jrar  la  corde  a*',  (ui  partant  de  celles  des  deux 
cercles  (C)  et  {('/);  l’équation  cberchée  dépendra  évidemment 
des  constantes  qui  entrent  dans  les  éiiuations  données  et  du 
nombre  même  des  côtés  du  polygone  eux’ x" — Un  siniirle 
changement  de  signe  de  la  distance  a t|ui  sépare  les  deux 
centres  C,  C',  constituera  la  seule  modilication  que  puisse  su- 
bir ré(|uaiion  du  cercle  enveloppé  par  a*',  quand  on  viendra 
à faire  varier  la  position  resp(*ciive  des  cercles  donnés,  puis- 
(|ue,  par  hypothèse,  les  autres  constantes  ne  changent  de  va- 
leurs que  d’une  manière  implicite. 

Or,  pour  la  position  indiipiée  dans  la  précédente  yfg'.  iqt». 
un  polygone  d’un  nombre  de  côtés  donne  ne  peut  être  à la  fois 
inscrit  et  circonscrit  aux  cercles  (C)  et  (C'),  à moins  (]u’il  n’existe 
une  certaine  relation  de  condition  entre  les  constantes  (|ui 
entrent  dans  les  équations  de  ces  deux  cercles.  Quoitpie  nous 
ne  puissions  à priori,  découvrir  cette  relation,  il  est  permis  de 
la  rei)résenier  par  l'éciuation 

/(H,  r,  a,  «)  = <>, 

où  n désigne  la  distance  CU',  n le  nombre  des  côtés  du  poly- 
gone, etc.;  il  n’en  est  pas  moins  évident  (|ue  si  l’on  en  tirait 
la  valeur  de  u notamment,  et  qu’on  la  substituât  dans  ré(|ua- 
tion  générale,  supposée  trouvée,  de  la  circonférenct*  (pi’enve- 
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l(i]i|ic,  iliiiis  scs  diverses  posilions,  le  eôli'  a*'  du  polv^'oiie  vu- 
rialde  ajr'.r*'.  . .a',  celle  ér|U;Uion,  pour  le  cas  de  la  lif;ure  ci- 
(U'ssus.  (|ui,  par  li\  puthése,  n’assiiinc  aucune  valeur  pailiculiére 
ou  délerniim*e  aux  coiislaiiles  U,  r,  a cl  n i|ui  j eiitreul, 
(•elle  f'cpialioii,  ilis-je,  devrait  se  coid'oiidre  avec  celle  de  la 
circoiiféitMice  iiiU'-riiMire  M7),  ainsi  <]ue  cela  a ét(‘  déinonlré 
précédiMuinenl. 

D'ailleurs,  il  est  Dieu  évident  (|ue  tiuelles  tpie  soient  les  [losi- 
tions  relatives  des  cercles  (C)  et  (<7),  soit  (]u'ils  se  coupent  ou  ne 
se  coupent  pas,  (|u’ils  soient  ou  ne  soient  pas  renrerinés  l'un 
dans  l’autri*,  ré«|ualiony(  II,  r,  <i,  n)  — n et  celle  du  cercle  in- 
connu décrit  par  aa',  resteront  de  l'orine  analvtiqne  parfaite- 
ment iivvarialde. 

Donc  enlin,  pour  tous  les  cas  possibles,  cette  dernière 
ei|ualion  d'env  eloppe  deviendra,  parla  relation 

/(  K,  r,  (i,  — 

rifioureusenienl  idenliliable  avei-  celle  <lu  cercle  (C'),  et  par 
cons(;(iueni  dans  les  mêmes  circonstances,  la  corde  aa'  roulera 
sur  la  circonférence  de  ce  C(‘rcle-envelo|)pe. 

Ainsi,  ce  <|ui  n’avoit  été  démontre'  que  pour  le  cas  particu- 
lier lie  la  liftiii'C  précédente  où  le  cercle  {('.')  est  entièrement 
intérieur  à (li),  se  trouve  l’être  [tour  tous  les  cas  [lossihles,  et 
par  consé'quent,  on  peut  conclure  f'énéraleineiit  et  rigouren- 
seinr'iil,  que,  ijuaiid  un  polvf.'one  (pielcoiiqiie  à la  fois  inscrit 
dans  un  c('rcle  donné  et  circonscrit  à un  autre  cercli^  ilonné 
vient  à être  déformé  dans  les  conditions  prescrites,  ce  pol^v- 
f;one  restera,  ilans  toutes  les  positions  possibles,  inscrit  et  cir- 
conscrit exactement  aux  deux  mêmes  cercles. 

Discussion  rc/iilicc  aux  positions  pour  Icsijui^llcs  le  jioh'ffone 
à lu  fois  inscrit  et  circonscrit  aux  deux  cercles  change  de 
forme  ou  de  nulure. 

Cas  des  polygones  d’ordre  impair.  — On  ne  doit  pas  inférer 
de  ce  qui  précède,  que  réciproquement,  si  deux  circoid'érenccs 
de  cercle  iiuelcomiues  étaient  données,  et  qu'en  inscrivant 
dans  l'une  d'elles  un  polvgone  dont  tous  les  côtés,  à l'exception, 
d’un  seul  aa',  touebassent  l’autre,  ce  dernier  côté  aa'  ne  pour- 
rait, dans  aucune  de  ses  pttsitions,  devenir  tangent  à ce  même 
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cercle,  quand  ou  viendrait  à déformer,  dans  l(‘s  mêmes  condi- 
tions, le  polygone  dont  il  fait  partie. 

En  effet,  soient  (1^)  cl  ((]'),  //^^  147,  deux  cercles  qui,  sans 
se  rencontrer,  ne  soient  pas  néanmoins  renfermés  l’un  dans 
l'autre.  Soit  x" x" a!  un  |)eulagone  non  cofivexe,  inscrit  dans 
le  cercle  (<’.),  et  dont  tous  les  côlc's,  à l'exception  du  cêié  a*'. 


fi(î-  '1:- 


touchent  l'autre  cercle  ((7),  indygone  (|u’on  ptml  ohlenir  on 
menant  d’un  point  quelconque  a de  (C)  une  tangente  la.x'  au 
cercle  (C'),  puis  du  point  x'  oii  celle  tangente  rencontre  de  nou- 
veau (C)  une  seconde  tangente  x'x"t'  à (C'), et  ainsi  de  suite;  ce 
qui  donnera  un  dernier  point  ou  sommet  a'  qui  différera,  en 
général,  du  premier  ou  point  do  départ  a,  le(|uel  joint  à a'  par 
une  droite,  formera  le  dernier  côté  *a'du  polygone,  et  ne  sera 
pas  généralement  langent  au  cercle  (C'J. 

(iela  posé,  il  s’agit  de  montrer  que  ce  dernier  côté  «a'  pourra 
néanmoins  devenir  tangent  au  cercle  (C'),  dans  certaines  posi- 
tions du  polygone  auquel  il  apparlienl. 

Pour  s’en  convaincre,  soit  menée  '48)  mie  tangente 
/'x"x'  commune  aux  cercles  (C)  cl  (EV,  et  dont  l’élément  de 


contact  x" x’  représente  le  côté  homologue  du  polygone  de  la 
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Jifr.  147.  mais  évanoui;  par  le  point  de  conlaet  double 
soit  menée  une  autre  tangente  x”  U"  au  cercle  (C');  enlin  du 
deuxième  point  x'"  oii  celle  tangente,  confonrlue  avec  celle  x' a 
(Jijj;.  '47  )<  rencontre  le  cercle  (C),  soit  menée  de  nouveau  une 
tangente  rx“a'  à ((7),  la  corde  *a'  sera  une  des  positions  du 
côté  lioniologue  de  la  même //ij-.  '47,  'le  sorte  que  le  penta- 
gone !ix' x" od" 3!  se  trouvera,  dans  la  nonvelle  position,'réduil 
aux  deux  côl<*s  aa'  et  a.r'  {/'go  '4''^ )•  'li'  moins  au  point  de  vue 
puremonl  géümélri'jue  ; le  côté  x' x"  étant  alors  nul,  le  coté 
tix'  confondu  avec  le  coté  x” x"”  et  x" a!  avec  aa'. 

11  y a plus,  le  côté  x' x"  [/>}'.  117)  pouvant  devenir  nul  à son 
tour  quand  il  louchera  à la  fois  en  dedans  ou  intérieurement 
les  cercles  ((i)et  (<7),  ce  cas  fournira  une  deuxième  position 
de  la  corde  aa'  tangente  au  cerclé  (C')  et  dont  le  point  de  con- 
tact sur  ce  cercle  sera,  comme  le  point  (fig.  '4H).  au-des- 
sous de  la  ligne  des  centres  C'C.  I•àtlin  on  peut  s’assurer  pa- 
reillement que,  pour  deux  positions  distinctes,  le  côté  x"x'“ 
pouvant  se  réduire  encore  a zéro  dans  chacun  des  deux  cas, 
le  côté  aa',  indépendant  de  (C')  en  général,  lui  deviendra  néan- 
moins langent;  les  points  de  contact  du  côté  x"  x“‘  avec  ce 
cercle,  étant  tous  les  deux  situés  alors  au-dessus  de  la  ligne 
des  centres  CC'. 

Il  suit  de  cette  discussion  (|ue  la  cor<le  ci-dessus  aa',  pourra 
prendre  les  i|ualre  positions  indiquées  par  la  ligure  suivante; 


positions  dans  lesquelles  le  pentagone  correspondant  se  rédui- 
sant à deux  côtés,  comme  l’inditiue  la  /l'g-.  148,  cessera  par 
conséquent  d’être,  à proprement  parler,  un  véritable  polygone 
au  point  de  vue  restreint  de  la  géométrie  ordinaire. 

Maintenant,  si  l’on  se  rappelle  que,  d’après  nos  théorèmes,  le 
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côté  a.%  doit,  dans  l’iiypolhèsc générale  <lu  penlagone  i4/)> 
parcourir  une  iroisiènie  circoiilérence  de  cercle,  on  en  con- 
clura qu’il  prend  les  positions  langenlielles  a*',  a, a',,  aa' , 
indiquées  ])ar  la  i/j;);  et,  coinine  celle  dernière  circonfé- 
rence ne  peut  avoir  que  (juaire  langenles  en  cotnnuiii  avec  le 
cercle  (C'),  il  est  impossible  également  que  le  côté  mobile  aa' 
(fiy;.  pentagone,  devienne  langent  au  cercle  (("'), 

pour  tonte  autre  position  que  celles,  au  nombre  de  quatre, 
tracées  sur  la  i49- 

t'e  que  fions  venons  de  faire  remarquer  a lieu  évidemment 
d’une  manière  analogue,  pour  tout  polygone  disposé  comme  le 
pentagone  en  i|ueslion,  et  fini  aurait  un  nombre  impair  de. 
côtés;  on  pmil  s’en  assurer  en  supposant  aliernalivemcnl  nuis 
les  deux  côtés  de  ce  polygone  qui,  ainsi  que  ar'x"  et  x"x’",  sont 
situés  à un  égal  intervalle  des  extrêmes  ax'  et  «'x"'"  ou  a'x”"', 
3.N  -h  I étant  le  nombre  impair  des  côtés. 

Dans  les  ijuatre  positions  correspondantes  du  polygone 
ainsi  ilénaluré,  ce  polygone  se  réduit,  comme  darts  le  cas 
précédent,  à plusieurs  lignes  droites  contiguës,  (pii  forment 
une  portion  de  pohgone  non  fermé  à l’exlrémilé,  et  ilont  le 
nombre  x des  côtés  est  moindre  (]ue  celui  as-f-  i des  côtés 
du  polygone  considéré  dans  sa  position  générale. 

Cas  (les  polj-ffones  d'ordre  pair.  — L’examen  (jue  nous  ve- 
nons de  faire  du  cas  {Jig.  ijî)  où  le  polygone  ax'...,  est 
d’ordre  impair  ou  d’un  nombre  impair  de  côtés,  nous  porte 
naturellement  à examiner  aussi  celui  oii  l’ordre  est  jiair. 

Soit  donc  ax'. . .x”a'  [Ji^.  i5o)  le  polygone  dont  il  s’agit, 
(|ue  nous  supposerons,  pour  la  clarté  des  démonstrations,  un 


Fii;  i5o. 


hexagone.  Dans  cette  byjiolhèse  particulière,  le  côté  inilépen- 
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(l;ini  ou  libre  az'  ne  .saurait,  comme  précédemment,  devenir 
liiiifîcnt  au  cercle  ((]');  mais  il  peut  le  devenir  au  cercle  (l^), 
c’est-à-dire  (ju'il  peut  devenir  nul  ou  s'évanouir  en  grandeur, 
sinon  on  direction. 

A cet  effet,  menons  la  tangetite  commune  !"x"  {Jig.  i5i) 
aux  cercles  ((’/)  et  ((’.)  ; par  les  points  x"  et  x"  confondus,  où 
elle  coupe  le  cercle  (C),  soit  menée  pareillement  au  cercle  (C'), 
la  tangente  x"/'  coupant  encore  (C)  en  x',  puis  x'a  touchant 


Fie.  loi 


(C')  en  t et  rencontrant  (C)  au  second  point  le  polygone 
dont  a serait  le  sommet  de  départ,  atir.i  jiour  cùté  libre  aa', 
c’est-à-dire  rélément  tangentiel  en  ce  point. 

Ceci  posé,  il  est  clair  i]ue  si,  du  point  a,  on  mène  une  tan- 
gente fax'  au  cercle  (C'),  ce  qui  donnera  le  côté  ax',  et,  par 
son  intersection,  le  second  sommet  x'  de  riiexagone;  que  si 
de  ce  sommet  x',  on  mène  la  tangente  x' x"  t’ au  cercle  (C'),  on 
aura  le  troisième  côté  x'x"  évanoui  ou  nul  pour  la  i5i; 
(|ue  si  l’on  mène  pareillement  du  troisième  sommet  x",  la  tan- 
gente x"/"  au  même  cercle  (C'),  on  aura  le  (|uatrièmc  som- 
met x’"  confondu  avec  le  sommet  x”,  et,  en  continuant  ainsi 
jusqu'au  dnaiicr  côté  de  la  Jifr.  i5o,  il  est  visible  que  le  der- 
nier sommet  a'  tombera  sur  le  premier  a,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  que  le  côté  aa'  réduit  à zéro,  sera  tangent  au  cer- 
cle (C)  au  point  de  départ  a. 

L’hexagone  de  \'a  Jig.  i5o,  se  trouve  donc  ainsi  réduit  aux 
côtés  d’angle  inscrit  ax'  et  x'.r";  les  antres  côtés,  aa',  x'x”, 
s'étant  évanouis  tangentiellemeni  à (L)ou  confondus  par  deux 
|x'x",  x”x*').  I.es  cercles  (G)  et  (C'),  dans  la  position  sup- 
posée, avant  d’ailleurs  quatre  tangentes  communes,  il  exis- 
tera quatre  positions  particulières  île  l’hexagone  dont  il  s’agit 
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■xx’ x” ...a'  pour  lesquelles  les  cordes  a*'  et  x" x“,  deviendront 
luillcs,  et  auront  par  conséquent  les  [)osilions  indiquées  sur 
la  ft}^.  i5?.  ci-dessous,  oii  cet  hexagone  se  trouve  en  effet  ré- 
duit à deux  seuls  côtés. 

Fig.  i5?. 


l.e  côté  xx'  devant  envelopper  dans  son  inouvenient,  une 
inèine  circonlV-rence  de  cei’cle  (C"),  ce  dernier  cercle  aura  évi- 
dcinrnentla  position  indiquée  par  la  fi^.  i5?.,  ot'i  xx,  ««', 
«1  a'i  représentent  les  côtés  évanouis  du  poltgone,  abstraction 
faite  des  groupes  de  côtés  supiuposés  entre  eux  et  formant 
un  i‘gal  nombre  d’angles  restés  ouverts. 

Si,  au  lieu  d’un  hexagone,  on  eût  considéré  un  polvgone 
rl’un  nombre  f|uelcrtnqiie  pair  de  côtés  on  eût  conclu  éga- 
lement qtie  le  côté  librt'  xx'  ne  saurait  généralement  toucher 
le  cercle  (('')  en  aucune  position,  mais  que,  pour  quatre  po- 
sitions distinctes,  ce  même  côté  s’évanouissant  devient  langent 
au  Cercle  (('),  comme  le  représente  aussi  la y?g-.  i5a. 

Hyi>otli<ises  piiriirii/ières  ef  conclusion. — Si  les  deux  cer- 
cles (C)  et  ((]')  se  coupaient  effectivement,  il  n’y  aurait  plus 
(pie  deux  tangentes  ipii  leur  fussent  communes,  et  comme  on 
peut  s’en  assuriM' (lirectement,  il  n’y  aurait  plus  aussi  (|uc  deux 
positions  différentes  du  polygone  ci-dessus,  pour  lesquelles  le 
côté  xx'  deviendrait  tangent  au  cercle  (C)  ou  au  cercle  (t)'). 
Dans  tous  les  cas  d’ailleurs,  le  nombre  de  côtés  du  polygone 
se  réduirait  nécessairement,  et  même  en  général,  ce  polygone 
resterait  ouvert. 

E'nlin,  si  les  cercles  (U.)  et  (C),  sans  se  coiqier  étaient  renfer- 
més l’un  dans  l’autre,  le  côté  xx'  ne  pourrait  plus  dans  aucune 
position,  toucher  ni  l’un  ni  l’autre  des  cercles  (C)  ou  (C'),  à 
moins  de  toucbei  ce  dernier  dans  toutes  ses  positions. 

(les  diverses  remarcpies  conlirinent  parfaitement  ce  ipie 
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nous  avions  conclu  des  tliéorèines  {îénéraux  (///  et  suivanls), 
an  comincnceinenl  de  ce  paragraphe,  savoir  que  « doux  cer- 
» des  étant  donnés  sur  un  plan,  il  est  impossible,  en  génémi, 
» d’inscrire  dans  l’im  d’eux  un  polygone  qui  soit  en  même 
I)  temps  circonscrit  à l’antre,  et  quand,  pour  une  situation 
» particulière  de  ces  cercles,  un  tel  polygone  est  possible,  il 
» y en  a une  inlinilé  d’autres  de  même  ordre  (|ui  jouissent  de 
)'  cette  singulière  propriété  (*).'> 

lùxlension  des  résulluls  et  des  considérations  précédentes 
aux  sections  coni(jnes  en  "énéral,  situées  sur  plan. 

Hevenons  maintenant  à la  consi’*quence  générale,  relative 
aux  coni(|ues,  c|ui  fait  l’objet  priticipal  de  ce  [)aragrapbe  et 
dont  nous  nous  sommes  écartés  un  instant. 

D’après  la  remaniue  faite  tout  d’abord,  les  deux  cercles  (C) 
et  {(!')  peuvent  être  considérés  comme  la  projt'ction  de  deux 
courbes  (iuelcon(|ues  du  second  degré,  au  moins  en  général: 
< ar,  pour  des  positions  particulières  de  ces  courbes,  la  projec- 
tion peut  devenir  imaginaire,  impossible  géüinétri(iuement. 
Donc,  d’a|très  ce  ()ui  vient  d’être  établi  sur  le  systènuî  parii- 


(*)  Cette  facile  conséquence  d'une  analyse  en  elle-même  délicate  et 
|)énible  ]tar  les  développements  qu’elle  comporte,  oUre  une  analogie  frap- 
pante avec  celles  qui,  pour  le.s  polygoiu's  d’ordre  pair,  ont  été  l'objet 
déjà  de  diverses  réHexions  dans  le  111'  (iiliicr  (note  de  la  p.  ïia).  Ce  n'est 
que  bien  tardivement  encore  (pie  cette  singulière  proposition  et  ses  an- 
nexes ont  attiré  l’attention  des  géomètres,  malgré  l'annonce  que  j’en  avais 
faite,  dès  1817,  dans  les  Annales  de  Mathémaliqaes  de  Nîmes,  et  leur  dé- 
monstration, en  1 8i'i,  dans  le  Traité  des  Propriétés  pmjeeliees  îles  figures, 
où  elles  sont  exposées  (>ar  une  voie  improprement  nommée  .ïi/i/Ac/oym-,  ti-i-s- 
rapide  et  rigoureuse,  mais  qui  lai.s.se  peu  entrevoir  les  dilücultés  inhérentes 
a leur  démonstration  algébrique  par  les  procédés  ordinaires  de  l'élimina- 
tion.  Ce  n’est  qu’en  187.8  seulement,  qu’un  illustre  et  fécond  géomètre, 
M.  Jacobi,  a fait,  des  théorèmes  sur  l’inscription  et  la  circonscription  si- 
multanées d'un  polygone  au  système  de  deux  cercles,  l’objet  d’une  étude 
a|iprofondic  où  ces  tbcorèines  sont  rallacliés  à la  doctrine  des  fonctions 
elliptiques,  comme  je  le  ferai  mieux  voir  dans  une  Note  spéciale^  à la 
suite  de  ce  volume,  où  on  en  lira  axw  intérêt,  d’autres  deM.  Moutard  et 
de  M.  Mannheim  connu  par  de  belles  études  de  géométrie  |iure.  La  Note 
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rtilier  de  deux  cercles,  on  est  autorisé  à conclure  aussi  d’une 
manière  générale,  que  : 

« Si  deux  courbes  du  second  degré  sont  telles,  qu’on  puisse 
I)  inscrire  dans  runc,  un  j)oljgonc  d’un  certain  nombre  d(> 
» côtés,  (|ui  soit  en  même  temps  circonscrit  à l’autre,  il  j 
» aura  une  iiilinité  de  polygones  de  ce  nombre  de  cotés,  (|ui 
» jouiront  de  la  même  propriété.  » 

De  là  encore  on  peut  conclure,  comme  nous  l’avons  aussi 
annoncé,  que,  « deux  courbes  quelcon(|ues  du  scconil  degn* 
» étant  données  sur  un  plan,  il  est  im|»ossible,  en  général, 
« d’inscrire  dans  l’une  quelcon()ue  d’entre  elles,  un  polygone 
» ipii  soit  en  même  temps  circonscrit  à l’autre.  » 

Au  reste,  on  doit  remar(|uer  (ju’il  eût  été  possible  de  dé- 
montrer ces  pro])i'iétés  relatives  aux  i-onifiues  considérées  au 
p(unt  de  vue  le  plus  général,  absolument  de  la  même  manière 
• lue  mnis  l’avons  fait  en  dernier  lieu,  à l’égard  du  système 
simple  de  deux  cercles,  puisipie  deux  lignes  (|uclcon<iues  du 
deuxième  degré  n’ont,  ainsi  que  deux  cercles,  pas  jilus  de 
quatre  tangentes  communes.  Cette  démonstration  eût  été 
plus  directe  et  plus  générale  à la  fois  : si  je  ne  lui  ai  pas 
donné  la  préférence,  c’est  (|u’elle  ne  s’est  pas  présentée 


de  ce  dernier  sc  rattache,  par  son  caractère  propre,  plus  parliculièremont 
aux  $i>cculalions  du  III'  volume  do  cet  ouvrage  consacré  aux  Pm/jriéu'.f 
//nijWtii'rs  des  figures,  à l'égard  duquel  elle  constitue  une  véritable  anti- 
cipation ilans  l'ordre  historique  et  didactique  des  idées.  J'ai  cru  cependant 
utile  de  la  publier  ici  comme  un  nouvel  exemple  de  rextrèmo  simplicité 
avec  laquelle  certaines  propositions  qui  ont  tant  coûté  d’efforts  aux  pre- 
miers inventeurs,  peuvent  être  établies,  démontrées,  en  mettant  à prolit 
la  connaissance  des  doctrines  cl  des  notions  mêmes  dont  ces  elforls  ont 
été,  tout  au  moins,  une  cause  île  développements  ultérieurs;  je  veux  dire 
les  doctrines,  les  notions  relatives  à la  continuité,  si  mal  accueillies  à l'ori- 
gine, et  dont  i’influence  se  laisse  apercevoir  jusque  dans  les  écrits  algé- 
briques do  notre  époque,  surtout  dans  ceux  qui  appartiennent  au  do- 
maine de  la  géométrie  des  formes  et  du  mouvement.  Là,  en  cflet,  on 
n’échappe  aux  dilficultés  inhérentes  à la  continuité  qu'à  l’aide  de  sous-en- 
tendus, de  (laralogismos,  do  cercles  vicieux,  de  subterfuges  même,  dont 
les  écrits  de  nos  plus  grands  géomètres  algébristes  ne  sont  pas  toujours 
<‘xempls.  — En  présence  des  Sophistes  et  des  Sceptiques,  Euclido  n’a  (ws 
tenté  la  démonstration  de  son  célébré  Pnslidiitinii  sur  les  lignes  parallèles. 
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d’abord  à mon  esprit,  à cause  <le  la  diflicuUé  des  traces  péo- 

iiictriiiues. 

La  propriété  Ci-après,  peut  ètr(‘  re^'ardée  encore  coninie 
une  consétiuence  imméiliale  de  celles  (pn;  je  viens  de  ilé- 
nionlrer. 

Thforl^me  relatif  li  rinscriplion  et  à la  circonscription  simul- 
tanées (l’an  polygone  variable  d'ordre  riitelcoiuiue,  an  sys- 
tème de  deux  coni<fnes  sur  un  plan. 

Soient  mn...  p et  ax...  a'  {fg.  i53)ilcnx  courbes  quel- 
coni)ues  du  second  dej;ré,  mno, . . p \ un  polygone  égale- 
nienl  quelconque,  circonscrit  à la  première  (pu*  Je  nomme  ((V), 
et  dont  tous  les  sommets  soient  situés  sur  l’autre  courbe 


Fiç.  iS3. 


P 


mn.  . . p,  ou  (L),  à l’exception  du  sommet  \,  (pti  ne  sauraii, 
en  général,  y être  situé  en  mèim*  temps  que  les  précédents; 
ce  sommet  \,  demeuré  libre,  décrira,  comnn?  nous  l'avons 
vu  (art.  //  ),  une  section  coniepu*;  or  je  dis  que  cette  courbe 
se  confomlra  avec  la  conitpie  mn...p  ou  (té),  ipiand,  pour 
une  certaine  position  assignée,  le  polygone  mno. . . \ aura 
tous  ses  sommets  situés  sur  cett(‘  courbe. 

Celte  proposition  est  assez  évidente  d’après  tout  ce  <pii  pré- 
cède, pour  qu’il  ilevienne  inu’.iletle  la  d(''montrer  directement. 
On  peut  cependant  observer  encore  (pie  si,  pour  une  position 
donnée  analogue  à celle  de  la  ligure  ci-dessus,  le  polygone 
mn.  ■ , p\  ii’avait  pas  tous  scs  sommets  placés  sur  la  courbe 
(C),  on  ne  devrait  pas  g(''néralenuMU  en  conclure  que  la 
courbe  décrite  par  ce  sommet,  ne  pùl  avoir  aucun  point  en 
commun  avec  la  conicpie  M’). 
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En  pffei,  nous  .avons  vu  prorôdeininonl,  par  le  eas  des 
eerrics,  (pie  le  cùlé  aa'  du  polyf-one  a . . a'  inscrii  à (C), 
et  conjugué  à celui  w«...  \ en  (piestion,  pouvait,  en  géné- 
ral, ilevenir  tangent  à la  coni(iue  ef^h,  enveloppe  de  ses  divers 
autres  côtés,  pour  quatre  positions  distinctes  et  tout  à fait 
singulières,  le  polygone  rt.x' x" . . . a',  circonscrit  en  ses  divers 
sommets,  se  réduisant  alors  lui-même  à un  nomlire  moindre 
de  côtés,  et  restant  (‘iitièreineni  ouvert. 

Donc,  dans  ces  mêmes  circonstances,  le  polygone  mobile 
nino...\  ijiif.  i53),  complélemenl  circonscrit  à (C'),  mais  non 
généralement  inscrit  à (C),  aura  son  sommet  libre  \ placé,  à 
son  tour,  sur  la  coiii(|ue  extérieure  (C).  Or  comme,  par  suite, 
ce  polygone  se  sera  entièrement  dérormé  et  réduit  à deux  di; 
ses  côtés,  il  aura  ri'ellement  cessé*  d’exister  au  point  di*  vue  <b? 
la  géométrii*  ordinaire. 


APPENDICE.  — nCTKRMIXATION  r.ÉOMÉTlIIOl  K IIKS  KI  KMKSTS  rRIXCIl'.U  X 
KT  DES  INTEnSEr.TIO.NS,  I*AH  l VE  imolTE,  I)'l  >K  COlillBE  DC  SWXIMl 
UEOHÉ  ÜOX.XÉË  PUI  laxy  poixrs  OCELC.OXOI  es  si  II  I N n.AX. 

Exposé.  — Nous  avons  annoncé  la  solution  de  co  problème  dans  U* 
Iir  Cahier;  il  s’agissait  alors,  en  ellet,  do  trouver  les  intersections  d une 
droite  et  d’une  section  conique  dont  on  a seulement  ciu(|  points,  mais 
sans  recourir  au  tracé  do  la  courbe,  toujours  long  et  pénible;  question 
résolue  (’)  par  M.  lirianchon  à l'aiile  de  considérations  fondées  sur  la 
théorie  des  transversales.  Je  me  propose  ici  de  discuter,  de  déterminer 
explicitement  la  courbe  par  son  centre  et  scs  axes  rectangulaires  ou  obli- 


(*J  Ter*  t*  I do  la  Correspondanct*  sur  VÉcole  polt tvcUniqur  (i8t>i  à i8o8), 
p,  .j34*  où  le  problème  est  ranicuc,  ù celui  tle  consiruirr  arec  ht  tl'ple  et  te  cont~ 
pitSj  l'intersection  d'une  droite  donnée  et  d'une  sur/nce  peurlie  du  dructème  drprr. 
Ici  au  cunlraii-c.  U s'agissait,  cii  général,  de  discuter  ta  court)  * et  d’en  déter- 
miner, de  I.A  manière  la  plus  simple  possible,  les  principaux  cléments  pour  en 
appliquer  les  résultats  au  problème  de  l’inscription  des  poh^ones  aux  courbes  du 
deuxième  d,-gré,  etc.,  commi*  j'en  ai  <lcjà  fait  la  remarque  dans  tinc  note  île  la 
page  lâo.  Or  le  but  de  semblables  recherches  n’est  point  aussi  élémentaire  qu’il 
parait  l’ètre,  quand  on  se  propose  d’en  réduire  les  solutions  an  plus  petit  nom- 
bre possible  de  tracés  ou  de  calculs:  but  non  encore  atteint  à mon  sens,  d'une 
manière  satisfaisante  aujourd’liui  (iKfia),  ni  par  la  géométrie,  ni  par  l’analyse 
algébrique,  é cause  du  trop  graml  nombre  d’opérations  auxquelles,  pratiqiic- 
nient,  il  enlraine. 
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qiips,  ce  qui  |)crmcUra  ensuite  de  résoudre,  par  les  moyens  ordinaires, 
les  divers  problèmes  relatifs  à celte  t ourbe. 

Soient  A,  B,  C,  I)  et  E [ Jîg.  i54)  1'**  <’'f>'l  points  par  lestiuels  on  veut 
faire  passer  une  section  conique.  On  commencera  par  examiner  si  ces 
points  appartiennent  â une  seule  branche  on  à deux  branches  distinctes  de 
courbe,  comme  cela  pourrait  arriver  si  cette  courbe  devait  être  une  hyi«'r- 
bole.  A cet  effet,  on  imaginera  une  droite  passant  par  l'un  des  points  donnés 
et  laissant  en  dehors  tons  les  autres.  Siippo.sons  tpie  A soit  le  point  choisi 
en  particulier;  on  ima;;inera  que  celte  «Iroite,  laissant  tons  les  autres  points 
d'un  même  cûlé  de  stt  direction,  vienne  à tourner  autour  de  A comme 
pôle  et  dans  un  même  sens,  jii.s<iu'à  ce  qu’elle  atlei^'ne  un  second.  B,  des 
points  donnés,  en  lais.sant  toujours  les  derniers  au-dessus  de  sa  direction. 

Fie.  -S.',. 


On  imaginera  |wreillcment  qu'une  droite  |>as.sanl  |>ar  le  point  B et  laissant 
tous  les  autres  en  dessus  de  sa  direction,  vienne  à \>ivoter,  toujours  dans 
le  même  sens  et  de  la  même  manière,  autour  de  ce  point  comme  (lôle  jus- 
qu'à rencontrer  un  nouveau  ptiint  C;  en  continuant  ainsi,  on  finira  |>ar 
former  un  pcnta;;one  ABCDE,  dont  les  cinq  points  donnés  seront  les  som- 
mets respectifs. 

Cela  posé,  si  le  pentagone  ainsi  obtenu  est  c<wcc.rc,les  points  donnés 
appartiendront  à une  même  branche  do  courbe;  dans  le  ras  contraire,  ces 
points  seront  situés  sur  deux  branches  distinctes,  et  la  conique  cherchée 
sera  par  conséquent  une  hyperbole  (*).  Dans  le  cas  actuel  de  la  i54,  le 
pentagone  est  convexe:  ainsi  il  est  impoî^sible  de  reconnaitre  à priori, 
l’espèce  de  la  conique  qui  lui  est  circonscrite. 

ftcclwrrhc  d'un  sijcii-mr  /M>int  ifxtfknniitw  de  la  rnnique.  — .Maintenant 
si  l'on  se  rappelle  (.Vrt.  / et  / //du  HT  Cah.)  que,  dans  un  hexagone  quel- 
conque inscrit  à upe  courbe  du  second  degré,  les  trois  points  où  si'  ren- 


<*)  yoj  -,  ;i  la  Huile  dr  ce  Toliime,  mio  Noie  .'inalyliqiie  relative  a ce  sujet. 
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rontronl  les  côlés  rcs(>eclivemenl  opposés  sont  situés  sur  la  même  lij;ne 
droite,  il  sera  facile  de  déterminer  un  sixième  point  d’une  telle  courbe 
au  moyen  des  cinq  autres.  Les  cinq  points  de  la  _/îÿ.  1.S4  étant  donnés  à 
priori,  on  consirlérera  les  (piatre  côtés  .Ml,  UC,  CD,  DE  du  pentaqone  déjà 
défini  ci-des.sus,  comme  les  quatre  premiers  côtés  de  l’hexai^onc  inscrit  à 
la  courbe  cherchée;  pour  trouver  les  deux  derniers,  l'un  adjacent  à AB  et 
l’autre  à ED,  on  prolon;;era  les  côtés  opi»osés  .\ll  et  DE  jusipi’à  leur  ren- 
contre en  I,  et  indéfiniment  les  deux  autres  côtés  UC  et  CD;  ensuite  par 
le  point  1,  on  mènera  une  droite  arbitraire  KL,  coupant  les  côtés  UC  et  CD 
prolonitos,  aux  points  K et  L;  enfin,  on  joindra  le  point  K au  point  .\  par 
la  droite  K.VX  aussi  prolon;;ée,  et  joi;;nant  do  même,  L et  E par  la  droite 
LEX  qui  rencontre  la  première  au  point  X,  on  formera  avec  ces  deux 
nouvelles  droites,  l’he.xagono  AUC.DEX,  dont  les  côtés  opposés  se  cou|ieront 
rcs|)ectivement  aux  trois  points  K,  l et  L situés  en  ligne  droite,  et  qui 
par  conséquent  sera  inscrit  à la  courbe  cherchée.  Donc  le  point  X obtenu 
de  celle  manière,  est  un  sixième  point  de  cette  courbe. 

La  construction  précédente  donnerait  successivement  autant  de  {loinls 
qu’on  voudrait  de  la  conique  qui  contient  les  cinq  [loinls  A.  U,  C. D et  E; 
si  donc  on  ne  se  proposait  que  de  décrire  cette  courbe  par  points  et  d’en 
trouver  les  intersections  par  une  droite  donnée,  le  problème  serait  par- 
faitement résolu  ; mais  s’il  fallait  préalablement  en  déterminer  le  centre 
et  les  axes,  sans  la  décrire,  voici  comment  on  jiourraits’y  prendre. 

Rcchcrchr  du  centre  île  la  euniiiuc.  — Observant  que  toute  droite  pas- 
sant par  le  milieu  de  deux  cordes  parallèles  de  la  courbe  cherchée,  est  né- 
cessairement un  de  ses  diamètres  et  contient  son  centre,  il  suffira  de 
déterminer  deux  semblables  droites  pour  obtenir  ce  centre  par  leur  mu- 
tuelle intersection  ; or  cela  est  très-facile. 

En  effet,  si,  au  lieu  de  prendre  la  génératrice  LEX  arbitrairement,  ainsi 
que  nous  l’avons  fait  ci-dessus,  on  la  mène  parallèlement  à la  corde  BU 
l’un  des  côtés  du  pentagone  .ABUDE,  la  corde  EX  terminée  aux  points  E 
et  X de  la  conique  étant  parallèle  à BU,  la  droite  indéfinie  qui  passe  per 
les  milieux  respectifs  de  ces  deux  cordes  sera  l’un  des  diamètres  cherchés. 
En  considérant  pareillement  l’autre  génératrice  AX,  dans  la  position  où 
elle  est  parallèle  à la  corde  UD,  il  en  résultera  une  nouvelle  corde  .AX 
de  la  conique,  parallèle  à cette  dernière,  et  par  conséquent  la  direction 
indéfinie  d’un  nouveau  diamètre  de  la  conique. 

L’intersection  des  deux  diamètres  ainsi  obtenus  donnant  le  centre  de 
cette  courbe,  sa  [losition  permettra  de  juger  quelle  en  est  l'espèce  par- 
ticulière : les  cinq  poinLs  donnés  .A,  B,  C,  D et  E suffisant  en  effet,  [xnir 
faire  connaître  de  quel  côté  est  tournée  la  convexité  ou  la  concavité  de  la 
conique  qui  y pa.ssc,  on  pourra  affirmer  à priori,  que  cotte  courbe  est  une 
ellipse  si  le  centre  obtenu  est  situé  dans  sa  concavitJ,  ou  une  hvqierbole 
dans  le  cas  contraire.  Quant  au  cas  de  la  parabole,  il  se  reconnaîtra  de 
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viiilc,  i-ii  ('<•  <|iu'  I I'  I iTilrr  'i-  trumi'i.i  -iliu'  :'i  riiiliiii.  ;''i'^l-;i-iliii'  ijiii'  Ir- 
iliiimrliüs  di'lcrmiiii's  ci-ili's>iis,  Joriinl  iiliiP'  iiaritlli'li'-i . l'Ir.  (>l  •■xami'ii 
il'ailli'iirs  n'i'sl  iii'lis|n'nsiilili'  i|iio  |n>iir  le  rag  ou  les  citii|  |>oinls  doiims  ,-i' 
Irouvi'iil  sur  une  même  branrlie  île  rourlie;  ear,  dans  le  cas  contraire, 
ainsi  ijne  je  l'ai  déjà  liut  remaii]uer,  res|iece  do  la  courbe  est  com|iléle- 
iiient  déterminée  à [iriori. 

Hrrhenhr  il’tui  systrmr  itr  tlifimrlrrx  cnnjuj’urs.  — Connaissant  ainsi 
fes|HTe  de  la  courbe  et  la  (losilion  de  son  rentre  dans  les  ras  de  rclli|)se  ou 
de  riiyperbole,  on  pourra  aisément  olitenir  un  de  ses-  systèmes  de  dia- 
mètres conjugués.  On  commencera  par  déterminer  le  diamètre  qui  passe 
par  le  point  C ou  A,  en  direction  et  en  grandeur,  en  considérant  la  géné- 
ratrice l.HX  dans  la  position  où  elle  passe  pa/  le  centre  déjà  trouvé;  car 
le  point  T,  ainsi  obtenu  sur  la  courbe,  sera  l'une  des  extrémités  du  dia- 
mètre rorres|)ondiint,  dont  le  point  K est  naturellement  l'extrémité  op|Mi- 
séc.  I.e  diamètre  conjugué  au  précédent  étant  parallèle  à la  tangente  rclatite 
à l’extrémité  K,  on  constniira  cette  dernière  tangente  |mr  le  procédé  du 
n"  y H,  p.  i38  (lir  Cahier);  ce  qui  déterminera  la  dirr'ction  de  ce  dia- 
mètre, et  suffira  pour  en  trouver  la  longueur. 

\ cet  elïel,  on  imaginera  que  la  courbe  soit  rapportée  aux  diamètres 
conjugués  ainsi  obtenus,  son  équation  étant 

«’/è 

si  c’est  une  ellips<>,  et 

é’x'  = ii‘h> 

si  c'est  une  bj  i>crbole,  les  coordonnées  .r  et  étant  obliques  et  parallèles 
aux  diamètres  conjugués  en  question. 

Cela  posé,  si  l'on  imagine  que  n représi'nte  le  demi-diamètre  connu, 
qui  passe  par  E,  et  que  .r’  et  y représi-ntent  les  coonionnées  également 
connues  de  l'un  des  quatre  points  donnés  A , B,  C et  D,  on  aura  respec- 
tivement, pour  déterminer  la  grandeur  ù du  demi-diamèire  conjugué  au 
premier,  d’après  les  équations  ci-dessus. 


Ces  expressions  peuvent  se  construire  facilement  au  moyen  d’une  qua- 
trième proportionnelle,  telle  que,  jiar  exemple, 

c’’  : ) ’ ; ; O : t>. 

I.es  diamètres  conjugués  de  la  courbe  inconnue  étant  ainsi  déterminés 
en  grandeur  et  en  direction , ses  axes  rectangulaires  le  seront  eux-mêmes 
d’après  la  constniction  donnée  dans  les  Éléments.  Ainsi  la  première  par- 
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tie  (lu  prohit-mo  propoÿü  injumiit  tHre  cciiséc  résolue  |)oiir  les  eas  de  l'el- 
lips(;  et  do  l’hyperbole;  de  plus,  je  ferai  remanpicr  en  )>assant  cpie,  dans 
ce  dernier  cas,  la  eonnaissanee  des  diainelri's  ronju,;ui'!s  de  la  eonicpie 
cherchée  entraiae,  par  une  eonsinji  lion  Ires-siiiiple,  ci-lli'  de  ses  asymp- 
totes, de  ses  axes  prineiiiaux,  etc. 


('ns  /!c  In  pnrnhnlv.  — . Ouaiid  la  eoiirbe  ipii  )iasse  par  l('S  riiuf  poinis 
donnés  A,  B,  C,  D et  E,  est  une  parabole,  il  n'exisie  plus  de  centre  ni 
de  diamètres  conjugués,  mais  il  n on  ré.-ultc.aucuue  difficulté. 

On  mènera,  comme  précédeinuicnt,  jjar  le  |)oint  E de  la  courbe,  une 
droite  (jui  lui  soit  tangente,  puis  une  autre  droite  diamétrale  Et)  ( Z?".  i,â5), 
parallèle  à celles  construites  d'abord.  On  considérera,  do  plus,  la  généra- 
trice I.E.\  {fg.  i.'>4)  dans  la  position  {fis-  i5'>)  où  elle  se  trouve  perpen- 
diculaire à la  direction  de  ces  diamétrales;  ce  (pu  donnera  un  point  \ 
d’intersection  de  celte  perpendiculaire  avec  la  parabole. 

Cela  posé,  soient  MET  la  tangente  dont  il  vient  d’étre  parlé,  Et)  la 
droite  diamétrale  correspondante;  E.\  la  corde  perpendiculaire  à Et), dont 
Toxtrémilé  X i“st  également  censée  déjà  construite;  cetto  corde  EX  étant, 
par  bypothèse.  perpendic,ulair(>  à l’axe  de  symétrie  MN  de  la  parabole,  se 


Kig.  I.S5. 


trouve  divisée  en  parties  égales  au  point  I par  cet  axe;  donc  si  l’on  mène 
pari  une  parallèle  à EO,  ce  sera  Taxe  même  dont  il  s’agit.  Pour  trouver 
le  foyer  F de  la  parabole  sur  la  direction  de  Taxe  .MN,  on  mènera  par  le 
point  E,  la  droite  EF  faisant  avec  la  tangente  MET  un  angle  aigu  MEF 
égal  à l’angle  OET  ou  O'E.M,  et  cette  droite  viendra  couper  l’axe  M.N  au 
foyer  F,  demandé.  Pour  obtenir  la  directrice  PQ  de  la  parabole,  on  i>or- 
tera  le  rayon  vecteur  EF  de  E en /sur  Eü'  prolongement  de  OE,  et,  du 
point/,  on  abaissera  la  perpendiculaire  indéfinie  P/Q  sur  l'axe  MN  : ce 
qui  donnera  la  directrice  cherchée;  la  parabole  se  trouvera  donc  aussi  par- 
faitement'déterminée  dans  ses  éléments  principaux. 


Rcdwrrhc  en  général,  tics  intersections  de  In  roni<iiie,  mm  décrite,  avec 
une  droite  déjà  tracée,  etc.  — Si,  étant  donnés  cin<|  poinis  d’une  courbe 

24. 
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(lu  second  de*;ré,  on  sc  proposait  soit  d en  trouver  les  intersec  tions  avec 
une  droite  donncie,  soit  de  lui  mener  une  tangente  par  un  [>oint  pris  ar- 
bitrairement, il  no  serait  pas  nécessaire,  dans  les  cas  de  l’ellipse  et  do 
l’hyperbole,  d’en  construire  les  axis  rectangulaires;  il  snlBrail,  en  vertu 
des  considérations  suivantes,  Irês-simpics,  d’en  déterminer,  comme  nous 
l’avons  fait  ci-dessus,  deux  diamètres  conjugués. 

Puisque  l’équation  d'une  courbe  du  si'cond  degré,  rapportée  à son  cen- 
tre et  à ses  diamètres  conjugués  obliques,  est  absolument  de  même  forme 
que  colle  de  cette  courbe  rapporlée  à son  centre  et  à ses  axes  rectangu- 
laires, il  s'ensuit  ipie  si,  laissant  fixe  l’un  des  deux  diamètres  conjugués 
auxquels  elle  est  rapportée  dans  le  premier  cas,  on  redresse,  perfiendi- 
culaircment  à ce  diamètre,  celui  qui  lui  est  conjugué  ainsi  que  toutes  les 
ordonnées  ipii  lui  sont  parallèles,  en  leur  conservant  leurs  grandeurs 
respeclixes,  la  courbe  formée  par  les  extrémités  des  ordonnées  ainsi  re- 
dressées, sera  de  même  espèce  que  la  première,  aura  pour  l’un  de  ses 
axes  rectangulaires  le  diamètre  même  resté  fixe,  et  pour  l’autre,  celui 
qui  lui  est  Conjugué,  redressé  comme  je  l'ai  dit.  De  plus,  s’il  se  trouve 
sur  le  plan  de  la  courbe  primitive  à ordonnées  obliques,  une  droite  tan- 
gente ou  non  à cette  courbe,  et  si  l'on  on  redresse  de  même  les  ordonnées 
obliques,  parallèles  aux  précédentes  comptées  du  diamètre  fixe,  leurs 
extrémités  supérieures  appartiendront  à une  autre  droite  tangente  ou  sé- 
cante de  lu  nouvelle  courbe,  en  des  points  correspondants  aux  points 
communs  à la  conique  et  à la  droite  primitives,  mais  redressés  toujours 
suivant  la  même  loi. 

D'après  ce  système  de  transformation , il  sera  donc  facile,  une  courbe 
du  second  degré  étant  donnée  par  ses  diamètres  conjugués,  si  l’on  veut  en 
trouver  l’intcrseclion  avec  une  droite  donnée,  ou  lui  mener  une  tangente 
par  un  point  donné,  de  ramener  la  question  aux  questions  plus  simples 
déjà  résolues  (Prob.  XIV,  Cah.  I,  Lrmmrs  de  géométrie),  où  les  axes 
rectangulaires  do  la  conique  sont  donniis  en  grandeur  et  de  position.  Pour 
y parvenir,  il  sullira,  en  elVet,  de  redresser  suivant  le  procédé  ci-dessus, 
la  droite  ou  le  point  donné  ainsi  que  le  diamètre  oblique  de  la  conique 
appartenant  aux  cinq  points  primitivement  donnés , do  manière  que  la 
nouvelle  courbe  étant  rapportée  à son  centre  et  à ses  axes,  on  en  puisse 
facilement  déterminer  l’un  des  foyers,  la  directrice,  etc. 

Tout  ceci  me  parait  assez  évident  au  premier  aperçu,  pour  qu'il  soit 
inutile  d’en  donner  une  plus  ample  explication  en  recourant  au  tracé  tout 
élémentaire  d'une  troisième  figure. 
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EXTRAIT  RÉSUMÉ  DES  PRÉCÉDENTS  CAHIERS, 

OU  MÉMOIRE  SCR  UNE  CLASSE  INTÉRESSANTE  DE  PROPRIÉTÉS 
DESCRIITIVES  DES  FIOÜRES  (*). 


'Nous  nous  proposons  d’éludier,  de  démontrer  dans  ce  Alé- 
inoire,  cette  classe  de  propriétés  des  figures  dont  les  parties 
sont  lices  entre  elles  par  des  conditions  générales  de  position, 
indépendantes  de  toute  grandeur  ou  mesure  déterminée.  Telle 
serait,  par  exemple,  une  propriété  relative  aux  points  de  con- 
cours de  certaines  lignes  droites  passant  par  des  points  de  posi- 
tion assignée  ou  touchant  des  lignes  données  du  second  degré. 
Telle  serait  encore  Ta'  propriété  dont  jouirait  un  certain  point 
mobile  relativement  à la  nature  de  la  courbe iju’il  engendre  dans 
• son  mouvement,  lorsqu’il  ne  varie  pas  d’après  une  condition 
■ _.-alépcndante  d’une  grandeur  constante  ou  déterminée.  Ainsi  les 
propriétés ([Ui  tiendraient  à l’ouverture  d’un  certain  angle,  à la 
longueur  d'un  paramètre  ou  à la  direction  des  normales  d’une 
courbe,  ijeroirt  entièrcment  cxclues  de  la  classe  de  propriétés 
..  dont  il  s’agit.  Il  est  indispensable  de  se  rappeler  cette  re- 
marque dans  tout  le  cours  de  ce  Mémoire,  sans  quoi  il  serait 
souvent  inintelligible. 

Nous  nous  dispenserons  de  la  rappeler;  mais,  quand  il  sera 
question  de  propriétés  d’une  autre  nature,  nous  aurons  tou- 


{*)  Ce  Mémoire,  en  quelque  sorte  récapitulatif,  doit  être  considéré 
comme  une  première  tentative  de  rédaction  du  Traité  des  Propriétés 
projectives  des  Jîgmes  ; l'auteur  se  proposait  do  l'adres.ser  à l’Académie 
des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  dans  l'espoir  qu’accueilli  par  elle,  il 
lui  ferait  obtenir  du  gouvernement  impérial,  la  faveur  d’élre  appelé  et  de 
résider  dans  la  capitale  jug(|u'à  I’ép0()ue  de  la  paix,  qui  pouvait  se  faire 
attendre  bien  des  années  encore  et  prolonger  les  angoisses  d’une  (>énible 
captivité.  Ia;s  événements  de  i8i4  vinrent  interrompre  brusquement 
l’exécution  de  ce  projet. 
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jouis  soin  (ruii  pré\L‘nir.  Les  propnéu'-s  ilcscripli\i;s  dont  il 
s’afiit  seront  appelées  du  nom  {tenériiiue  île  /tropriélés  de  po- 
si/ion,  alin  d’abri’fter. 

Nous  diviserons  ee  Meiuoiie  eu  trois  l’arties.  I.a  première 
renrermera'les  jirineipes  à l’aide  desipiels  ou  [icut  parvenir  à 
simplilier  la  démonstratiuii  des  iiropriélés  de  position  dont 
Jouisseni  certaines  li^^ures.  La  seconde  concernera  l'applica- 
tion de  ces  principes  à la  di’-iuonslration  de  plusieurs  proprié- 
tés ilescriptives  déjà  connues,  et  iiréjiarera  ainsi  à en  découvrir 
de  nouvelles.  La  troisième,  enliii,  cüiu|)rendra  toutes  les  pro- 
priétés de  cette  es[)éce,  <|iie  nous  avons  pu  découvrir. 


l'UEMILIIK  PAKTIK. 

rHiseiPKS  roMJAMKM  VI  \. 

1. 

• 

J'adopterai  eu  principe,  dans  ce  Mémoire  de  ftéométrie,  que 
si  une  ligure  i)uelconque  jouit  d’une  de  ces  propriétés  que 
nous  avons  appelées  de  position,  quand  les  parties  dont  elle 
se  compose  ont  une  disposition  particulière,  cette  figure  jouit 
encore  de  la  même  pro|)riété  quelle  que  soit  la  manière  gé- 
nérale dont  on  ait  interverti  l’ordre  ou  la  disposition  respec- 
tive de  ces  parties. 

Cette  généralisation  ou  extension  n’est  autre  que  celle  que 
l’anaivse  algébrique  porte  avec  elle  dans  toutes  les  questions 
oii  il  ne  s’agit  que  de  priqiriétés  de  position.  Kii  efl'ct,  quand 
on  met  un  problème  (ou  tbéorème)  d(“  cette  nature  en  équa- 
tion, on  part  d’une  situation  particulière  de  la  figure,  et  les 
ri'-siiltats  nu\(|iiels  ou  ai  rivc  sont  vrais  pour  toutes  les  disposi- 
tions possibles  (|ui  remplissent  la  même  condition,  parce  que 
les  résultats  auxquels  on  est  parvenu  ne  laissent  aucune  trace 
de  la  situation  particulière  d’où  l’on  l'st  parti  ; les  signes  et 
les  lettres  s’étant  disposé-s  d’une  manière  générale  et  inva- 
riable. C’est  cette  grande  extension  de  l'analyse,  extension 
qu’on  doit  pouvoir  donner  dans  les  mêmes  circonstances  aux 
ib'-monstrations  géometri(|ues,  qui  a justifié  l’expression  de 
pnissonre  de  rniiidyse. . . . Il  semble  qu’on  ii’a  pas  assez 
prouvé  cetlc  puissance;  on  v croit:  mais  cela  stiriil-il?  I‘eut- 
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(Hre  celle  pioiH'iélé  qui  lui  \ieiil  île  l;i  coiixeiiliim  mèiiie  éln- 
blic  siui’  les  signes  algébriques,  esl-elle  Irès-ilifUeile  à iléiiiou- 
irer  eu  unité  rigueur;  aussi  les  |ireiiiieis  géoiuélres  qui  s’eu 
sont  servis  el  .Newluii  lui-niêiiie,  onl-ils  toujours  eu  soin  île 
faire  suivre  ebaque  (léuioiilratiou  analytique  d'uiie  iléiiions- 
Iration  synlliéli(|ue.  ('elle  preuve  répétée  souveni  iloniie  toute 
la  conliauee  iiiiagiuable;  mais  est-elle  il’une  ecrtituile  luatlié- 
nialique?  Dans  le  cours  d'un  calcul,  il  arrive  souviml,  que  ec‘r- 
taiiies  expressions  qui  y entrent  iiiqilicitemeiit  sont  milles, 
imaginaires  ou  prennent  toute  autre  forme  : on  continue  le 
calcul  sans  s'en  douter,  et  l'on  ari'ive  à une  équation  linale 
qui  n'en  laisse  aucune  trace;  la  suite  des  o|iérations,  qui  n’esi 
qu’un  raisonnement  tacite,  est  donc  appuyée  sur  des  considi'- 
ralions  d’inlinis,  d’imaginaires,  etc.,  el  cependant  les  consé- 
ipiences  sont  vraies.  Il  n’en  est  pas  de  même  de  la  géométrie, 
telle  (|u'on  la  considère  ordinairement  ; comme  tons  les  rai- 
sonnements, toutes  les  conSéijueuces  ne  peuvent  êtrt;  appré- 
ciés par  l’esprit  qu’autant  qu'ils  se  peignent  à l’imagination  par 
des  objets  sensibles,  dés  i|uc  ces  objets  manquent,  le  raison- 
nement s’arrête. 

Ces  réllexions  sont  naturellement  nées  du  sujet  qui  nous 
occupe,  et  n’ont  pas  dû  être  jiassées  sous  silence,  puisque 
toutes  les  cons('‘i|iienccs  (|tie  nous  allons  développer  sont  fon- 
dées sur  la  vérité  des  résultats  de  l’analyse;  mais  i|u’il  soit  ou 
c|u’il  ne  soit  paS  démontré,  en  toute  rigueur,  que  ces  résifltats 
lie  l’analyse  sont  toujours  vrais,  peu  nous  importe,  puis(|ue 
celle  vérité  est  tellement  reconnue  des  géomètres  ipi’elle  est 
mise  au  rang  des  axiomes.  Il  est  donc  prouvé  d'après  le  rai- 
sonnement que  nous  avons  fait  jilus  liant,  que  toutes  les  fois 
qu’on  aura  démontré  (]u’une  piaqirièté  existe  iiour  une  dispo- 
sition générale  des  parties  d’une  ligure,  cette  propriété  exis- 
tera toujours  quelle  que  soit  la  manière  dont  on  intervertisse 
l’ordre  ou  la  disposition  de  ces  parties,  [lourvu  toutefois  que 
les  éléments  de  la  première  ligure  ne  soient  pas  liés  par  des 
conditions  de  grandeur  ib'-terminée. 

\ oici,  à l’appui  de  ce  ijui  précède,  un  exemple  très-connu  et 
qui  fera  voir  l't  apprécier  l’avantage  de  pouvoir  étendre  les 
d(’'monslrations  de  la  géométrie.  Soit  une  droite  cl  une  surface 
du  second  degré  ipii  ne  se  coupent  pas:  par  la  droite  imagi- 
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nous  (leux  plans  langents  à la  surface,  ils  touchcroni  chacun, 
la  surface  en  un  point  ; imaginons  en  outre,  un  cône  qui  soit 
tangent  à celle  surface  et  dont  le  sommet  soit  situé  sur  la 
droite  en  question,  il  chHerminera,  comme  on  sait,  sur  la  sur- 
face une  courbe  de  conlari  plane  et  celte  courbe  passera  évi- 
demment par  les  deux  points  déterminés  d’abord;  donc  le 
plan  de  celte  courbe  passe  par  la  corde  qui  joint  ces  deux 
points,  et  il  en  est  de  même  du  plan  de  conlaci  de  toute  autre 
surface  coniciue  pareille. 

Cela  posé,  imaginons  tiue,  par  la  droite  donnée,  non  sécanliî, 
on  mène  un  ])lau  sécant  dans  la  surface;  ce  plan  coupera  : celle 
surface  suivant  une  section  conique  (C),y/g'.  i56;  la  corde  des 
[(oiiits  de  conlacl  au  point  ü ; clnuiue  surface  conique  suivant  un 
couple  de  tangentes /rf  ou  p't’,  qui  se  couperont  sur  la  droite 
doniK'e  ML,  cl  enlin  les  jdans  de  conlacl  de  ces  surfaces  coni- 

tii;.  liO. 

/ 

/ 


(jues  suivant  des  cordes  de  conlacl  //,  De  là  donc  celle  pro- 
priété bien  connue  : Si  des  points  d’une  droite  ML  située  au 
dehors  d’une  section  conique  C,  on  mène  deux  à deux,  des  tan- 
gentes telles  que  pttiX  p'I',  les  cordes  de  conlacl  It,,  etc., 
passeront  toutes  par  un  même  point  O. 

Tant  que  la  droite  ML  est  située  au  dehors  de  la  courbe  (C), 
celte  proposition  est  une  consé([uence  du  raisonnement  pré- 
cédent; mais  cela  n’aura  plus  lieu  quand  elle  traversera  la 
courbe,  (.'ar  alors  il  sera  impossible  de  mener  par  celle  droite 
deux  plans  tangents  à la  surface  en  question.  Devrait-on  con- 
clure de  là  que  la  propriété  n’a  plus  lieu  dans  ce  cas?  Non  sans 
doute,  et  l’analyse  dont  les  résultats  sont  indépendants  de  la 
position  relative  de  la  courbe  et  de  la  droite,  fournil  la  même 
conséquence  dans  un  cas  (jucdans  l'autre. 
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Qu’on  stî  donne,  on  effet,  les  équations  de  la  droite  et  de  la 
coni(|ue,  il  est  clair  que,  quelle  que  soit  leur  position  relative, 
les  coefficients,  quoicpieayant  inipliciteinent  des  valeurs  diffé- 
rentes selon  la  position  particulière  que  l’on  choisit,  y entrent 
inalf’cé  cela,  de  la  même  manière  et  sous  la  même  forme;  en 
sorte  que  la  question  pour  le  cas  où  la  droite  rencontre  la 
courbe,  et  celle  pour  je  cas  où  elle  ne  la  rencontre  pas,  ne 
peuvent  pas  être  distinguées  l’une  de  l’autre.  Cela  n'aurait  plus 
lieu  si  la  position  de  la  droite  était  liée  à celle  de  la  courbe  par 
une  condition  de  grandeur  : la  forme  des  coefficients  pourrait 
changer  alors,  et  In  conséquence  (pie  l’on  en  tirerait  serait  bien 
un  cas  particulier  de  la  conséquence  générale,  mais  ne  la  ren- 
fermerait pas.  Ainsi,  ayant  trouvé  dans  ce  cas,  (|ue  lescotiles  It, 
l' t'  se  rencontrent  en  un  même  point,  on  n’en  pourrait  pas 
conclure,  avec  certitude,  que  cela  soit  vnii  en  général. 

Par  la  suite,  des  extuiiples  réitérés  éclaircirt>nt  eticore  plus 
ce  qui  précède.  Quant  à présent,  nous  allons  en  ih'-duire  un 
moyen  général  de  simplifier  les  démonstrations  des  propriétés 
de  position  dont  jouissent  les  figures. 

II. 

Considérons  une  figure  quelcomiue  composée  de  points,  de 
lignes  droites  et  de  sections  coniques,  et  supposons  toujours 
que  ces  différentes  parties  soient  liées  entre  elles  par  une 
condition  générale  de  position,  indépendante  d’aucune  gran- 
ileur  déterminée  ; il  est  évident  que,  si  on  la  projette  sur  un 
plan  arbitraire,  par  de  nouvelles  lignes  droites,  des  plans  et 
fies  cônes  partant  tous  d’un  même  point  également  arbjiraire 
(qu’on  peut  nommer  point  de  vue  ou  point  projetant),  il  est 
évident,  dis-je,  (|ue,  sur  ce  nouveau  plan  de  projection,  une 
droite  sera  projetée  suivant  une  autre  droite,  une  section  co- 
nique suivant  une  autre  section  conique,  etc.,  et  que  toute 
ligne  droite  ou  section  conique  qui  touchera  une  ou  plusieurs 
autres  courbes  de  cette  espèce  dans  la  première  figure,  étant 
mise  en  projection,  touchera  également  la  projection  de  ces 
courbes  aux  points  (]ui  correspondent,  respectivement  à ceux 
oii  elle  les  touchait  d’abord. 

Cela  posé,  il  (>st  p(‘rmis  de  conclure,  en  général,  f|ue,  si  la 
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liÿ^'iirc  (Iuiiiu'm;  jouit  d'iiiio  (-crluiiic  pro|)ri('t<!  de  position,  hi 
|)rujeclioii  de  celle  ligure  doit  jouir  de  la  luêiiie  propriélé;  el 
réciprcHpieiueiil,  s’il  est  dénioiilré  (pie  celle  projection  jouil 
d’une  propri(’-l(‘  de  celle  (‘spi'-ce,  ou  eu  jieut  conclure  aussi  (pie 
la  ligure  d’où  elle  provient  jouil  de  la  même  propriété. 

/ Voici  maiiileiiaiit  la  coiisé(pience(|ue  l’on  pcul  tirer  de  celle 
remarque  irés-lacile  à faire  ; 

« L'ne  ligure  étant  doiméi*,  si  l’on  veut  reclierclier  ipielles 
•I  sont  les  propriétés  de  position  dont  elle  jouil,  on  examinera 
•I  si  elle  peut  être  projetée  suivant  une  ligure  plus  simple; 
» si  cela  a lieu,  on  cessera  de  s’occuper  de  la  première  ligure 
» el  on  recliercliera  seulement,  sur  sa  projection  plus  simple, 
>1  les  propriétés  que  l’on  avait  particulièrement  en  vue;  car. 
>>  d’après  ce  (pii  précède,  ces  jiropriétés  apparliendroiil  aussi 
« à la  ligure  coiisidéréi;  d’aluiril.  » 

(]cci  cependant  présente  une  diriicullé;  car  les  propriéli'-s 
de  la  iirojeciion  ne  seront  géiiéralemeiu  applicables  à la  figure 
primitive  ipi’aiitanl  ipie  celle  projection  sera  elle-même  tou- 
jours possible,  (piel  (jue  soit  rarrangement  gi'méral  des  parties 
dont  elle  se  compose.  Mais  on  peut  r(‘soudre  l'acilemenl  celte 
difficulté  au  moyen  du  principe  invoqué  à l'art,  i. 

En  effet,  supposons  (pi’iine  figure  étant  donnée,  il  soit  dé- 
iiionlré  qu’elle  puisse  être  projetée  suivant  une  ligure  plus 
simple  pour  une  certaine  disposition  générale  des  parliesipii  la 
composenl,  el  ipie,  pour  une  autre  disposition  générale  de  ces 
mômes  parties,  cette  projection  devienne  impossible  ou  ima- 
ginaire : il  est  évident  que,  si  la  projection  en  (|ueslion  jouil 
d’une  certaine  propriété  de  position,  la  figure  d’où  elle  pro- 
vient en  jouira  aussi,  pour  toutes  les  dispositions  des  parties 
V où  celle  projection  sera  possible  et  réelle  (cela  (*st  une  consé- 
i|uence  de  la  remarque  précédente).  Or  nous  avons  démonln'* 
art.  I,que  s’il  était  prouvé  (lu’une  figure  jouit  d’une  propriété 
de  position  iKiiir  une  certaine  disposition  générale  de  ses 
parties,  elle  jouira  toujours  de  la  même  propriété  (pielle  (|ue 
soit  la  manière  générale  dont  on  ail  int(*rverti  l’ordre  ou  la 
disposition  de  ces  mêmes  parties. 

Donc,  (|uoi(|ue  la  projection  d’une  ligure  donnée  puisse  tb;- 
venir  imaginaire  pour  lau  taines  dispositions  de  cette  ligure,  il 
u’en  esl  pas  iiioiio  vrai  de  dire  (itu-,  tontr  proprii-tr  île  position 
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dont  jouit  sa  projection  quand  elle  est  possible,  est  toujouis 
une  propriété  de.  cette  Jigure,  même  quand  la  projection  de- 
vient imaginaire. 

h’après  CCS  diffc roules  roniarqucs,  ou  seul  comhieu,  il  sera 
souveul  possible  <le  siiiiplilicr  les  recherches  (jui  aiiroiil  pour 
objei  les  propriétés  fténérahrs  de  position.  Voici,  en  résuinaiit, 
comment  il  faiidr.i  s'j  prendre  : 

« Oiiaiid  on  se  prt>posera  de  découvrir  (piehpie  propriété 
» générale  de  position  d'une  ligure,  on  ponrr.i  imaginer  que 
» cette  figure  soit  projetée  sur  un  nouveau  plan  (d’après  la 
» manière  indicpiée  ci-après),  <le  telle  sorte  (pi’nne  ou  plu- 
» sieurs  parties  de  cette  ligure  soient  réduites  à dçs  circon- 
» stances  plus  simples;  on  atira  ainsi  une  nouvelle  ligure  ipii 
11  jtourra  remplacer  la  première,  sinon  pour  toutes  les  disposi- 
)>  tioiis  possibles  au  moins  en  général  ; on  raisonnera  sur  cette 
» figure  comme  tenant  lieu  de  la  première  d’où  l’on  est  parti, 
U et  les  propriétés,  les  conséi|uences  générales  (pi’on  en  dé- 
» duira  seront  également  applicables  à cette  figure,  (pioiqu’il 
I)  arrive  descasoii  la  projection  soit  imaginaire.  » 

On  voit  aussi,  d’a|)rès  cela,  combitm  il  serait  avantageux  de 
connaître  à l’avance  les  différentes  figures  et  propositions  que 
l’on  pourrait  simplifier  au  ntoyen  de  la  projection;  c’est  ce  (lue 
nous  nous  proposons  maiiitenanl  de  rechercher. 

Pour  y parvenir,  commeiit'Oiis  par  remar(|uer  : 1"  que 
l’équation  du  plan  inconnu  de  projection  renfermant  trois  ind(‘- 
terminées  ainsi  (|ue  celles  du  point  projetant,  on  pourra,  en 
général,  satisfaire  à six  conditions  distinctes;  mais  qu’il  faudra 
avoir  soin  de  les  choisir  parmi  celles  (lui  sont  compatibles 
entre  elles;  2°  (pic  certaines  conditions  peuvent  en  renfermer 
deux  ou  plusieurs  autres  explicitement  ou  im|)licitemcnt,  ce 
(|u’il  faudra  bien  examiner;  3"  (pie  si  le  système  se  trouvait 
d(*jà  soit  par  sa  nature,  soit  par  une  réduction  partiell(‘,  rem- 
plir une  on  plusieurs  conditions,  ce  serait  autant  d’indéter- 
minées de  moins  dont  on  pourrait  disposer. 

III. 

Nous  commencerons  ces  recherches  sur  la  rl'■dllcti()n  des  li- 
gures. en  faisant  connaîtn'  d’abord  celles  di'  ces  réilnelions  ipii 
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pcuvenl  être  établies  par  le  secours  seul  de  la  géoinélrie,  et  dont 
la  plupart  même  sont  déjà  tellement  connues,  que  nous  nous 
dispenserons  d’en  donner  la  démonstration  ici.  Nous  ferons 
connaître  ensuite  les  réductions  qui,  étant  moins  simples  que 
les  premières  et  n’étant  point  encore  connues,  exigent,  par 
là,  que  l’on  en  donne  une  démonstration  complète. 

Comme  les  rédticiions  dont  il  s’agit  seront  souvent  em- 
ployées et  doivent  former  la  base  de  ce  Mémoire,  nous  leur 
donnerons  le  nom  de  Principes.  Il  faudra  se  rappeler  que  ce 
que  nous  appelons  projection  d’une  figure  ou  système  de  fi- 
gures, n’est  autre  chose  <|ue  la  perspective  de  cette  figure 
prise  d’un  point  nommé  central  ou  point  projetant. 

I"  Priscii'e.  — Un  système  de  droites  concourant  au  même 
point  peut  être  considéré  comme  la  projection  d’un  système 
de  droites  parallèles,  et  réciproquement  un  système  de  droites 
parallèles  peut  être  considéré  comme  la  projection  d’un  égal 
nombre  de  droites  concourant  en  un  même  point. 

Il"  Prixcipe.  — Deux  ou  plusieurs  systèmes  de  droites  con- 
courant dans  cbaipie  système  en  un  même  point,  peuvent 
être  considérés,  quand  tous  ces  points  de  concours  sont  si- 
tués sur  une  même  ligne  droite,  comme  la  projection  d’un 
égal  nombre  de  systèmes  de  droites  parallèles,  mais  ayant  une 
inclinaison  distincte  selon  le  système  auquel  elles  apparlien- 
mmt.  Héciproquemenl,  tieux  ou  un  plus  grand  nombre  de 
systèmes  de  droites  parallèles  peuvent  être  regardés  comme 
la  projection  d’un  égal  nombre  de  systèmes  différents  de  droi- 
U‘s  concourant,  dans  chacun  en  particulier,  en  un  môme  point 
i-l  tous  les  points  de  concours  ainsi  obtenus,  sont  situés  sur 
une  seule  ligne  droite. 

IIP  PRiscifE. — Une  courbe  quelconque  du  second  degré 
peut  toujours  être  considérée  comme  ayant  pour  projection 
centrale  ou  perspective,  etc.,  une  circonférence  de  cercle, 
et  vice  versâ.  (Cependant  le  système  de  deux  lignes  droites 
ipielconques  qui  se  coupent  sur  un  plan,  quoique  représen- 
tant une  véritable  section  conique,  ne  devra  pas  être  regardé 
généralement  comme  pouvant  être  projeté  suivant  une  circon- 
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férenop  de  cercle,  du  moins  quant  à l’objet  que  nous  nous 
proposons.  La  réciproque  est  également  vraie  et  la  raison  en 
est  très-évidente;  car  toutes  les  parties  de  la  figure,  à l’excep- 
tion des  deux  droites  en  question,  se  trouveraient  être  pro- 
jetées suivant  un  point  unique  ou  des  lignes  droites  passant 
par  ce  point,  puiscjuc  le  plan  de  projection  passerait  nécessai- 
rement aussi  par  le  centre  projetant. 

Néanmoins,  le  système  de  deux  droites  n’étant  qu’un  cas 
particulier  de  la  section  conique,  toute  propriété  de  position 
do  celle-ci  sera  applicable  à l’autre,  modifiée  d’une  manière 
convenable  ; ainsi  des  propriétés  générales  de  la  courbe  du 
deuxième  degré  on  pourra  bien  déduire  celles  du  système 
de  deux  lignes  droites,  mais  l’inverse  ne  sera  pas  vrai. 

IA  ' Pbi.xcipe.  — Toute  figure  composée  d’un  cercle  et  d'une 
droite  peut,  en  général,  être  regardée  comme  la  projection 
d’une  autre  figure  composée  aussi  d’un  cercle  et  d’une  droite 
située  à l’infini;  de  sorte  que  (1I“  Princ.),  si  la  première  figure 
renferme,  entre  autres,  un  système  de  lignés  droites  concou- 
rant en  un  même  point  situé  sur  la  droite  en  question,  ce 
système  dans  la  projection,  sera  un  système  de  lignes  droites 
parallèles. 

Ce  principe  a besoin  d’être  démontré,  et  c’est  ce  que  nous 
allons  faire  en  reprenant  la  chose  d’un  peu  plus  haut. 

IV. 

Un  cône  oblique  dont  la  base  est  une  section  conique  peut 
être  coupé  par  un  plan  suivant  un  cercle,  et  il  existe  deux 
positions  du  plan,  non  parallèles,  jiour  lesiiuelles  cela  a lieu  : 
c’est  ce  qu’on  appelle  sections  sons-contraires  ('),•  cette  pro- 
priété est  générale  pour  les  surfaces  du  second  degré  et  se (*) 


(*)  Autrement  dites  sections  anti-pnrallètes.  D’après  l’antique  définition 
des  coniques  par  Apollonius,  l'existenco  des  sections  circulaires  obliques 
nu  cercle  do  base  du  cône,  se  démontre  élémentaircment  par  la  géomé- 
trie, comme  on  l’a  vu  déjà  aux  p.  ii8ot  siiiv.  du  texte;  cette  démonstra- 
tion est  reproduite  ici,  à quelques  différences  près  ducs  à la  substitution 
des  figures  de  cet  endroit  <i  celles  du  texte  ci-dessus. 
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irouv*'  di'-moiilrce  dniis  l;i  plii|iart  des  ÉléiiK'iils  d’\ii:dyse  ap- 

plicpiée  à lu  ('léoiuélrie. 

Soit  {c),  Jiff.  iS-j,  la  hase,  circulaire  d’un  cène  oblique,  s le 
suininel  du  cône,  sj)  la  perpendiculaire  abaissée*  de  ce  soiumel 
sur  le  plan  de  base,  l’ar  le  centre  du  cercle  {<;)  el  par  le  pied  p 
de  la  perpeniliculaire  sp,  soit  uieiiée  uikî  diamétrale  <tb  ou 


Kii;.  1.17. 


droilc  indéfiuie  MN  rettardée  ici  comme  lifrue  de  terre*;  la  base; 
du  cône  élaiu  prise  peeur  plan  borizonlal  de  preejection , b* 
plan  élevé  perpendictdairemenl  sur  celte  base  par  la  trace  MN 
sera  le  plan  verlécal  de  projection  qui  passera  évielemmenl  pai- 
le  sommet  s;  ce  plan  coupera  la  surface  conique  suivant  les 
eleux  arêtes  extrêmes  ui  el  sh.  Cela  jiosé,  je  élis  que  la  section 
senis-conlraire  à la  section  (c)  est  un  plan  perpeneliculaire  au 
plan  vertical  s<ib  de  projection,  dont  la  trace  mn  sur  ce  plan 
fait,  avec  l’arête  sb,  l’an^ilc  snm  e'^-al  ;i  l’aiijilu  sab. 

En  eflet,  pour  eiu’ein  plan  tel  epie  celui  e]ui  a mn  el  od  pour 
iracfts  sur  le*s  deux  itlans  ele  projection,  coupe  la  surface  co- 
iiiepie  suivant  une  circonférence  ele  cercle,  il  faut  que  l’or- 
eleuinée  od,  e|ui  appartient  à la  fois  à celle  section  cl  à la 
leasc  (c),  soit  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  seg- 
ments no  et  nw  du  eliamèlrc  mn  ele  celle  même  section,  en 
sorte  qu’on  eloii  avoir 

do  = no  X om  ; 

mais  l’orelonnée  eje/ apitarleuanl  aussi  au  cercle  (c),  on  a en 
même  temps, 

— a 

do  =.  no  ob  • 
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(Ml  l)i(>ii 


tio  X om  — fio  X oh, 
ino  : oh  (10 no; 


donc  cnlln,  les  deux  trinnglcs  non  el  hnio,  ayant  un  angle  t'gal 
compris  entre  des  C(jt(’*s  proportionnels,  sont  seinldables,  et 
j)arconsé(|uenl  l’angle  soin,  supplénuMit  de  omh,  doit  l'tre  égal 
à l’angle  sah,  supplément  de  oan. 

Toutes  les  sections  parallèles  à mn  étant  des  cercles,  les 
centres  de  ces  cercles  seront  situés  sur  une  ligne  droite  pas- 
sant par  le  sommet  i,  ceux  des  sections  parallèles  au  cercle  (c) 
seront  également  situés  sur  une  droite  passant  par  le  som- 
met s : ces  deux  droites  ne  sont  pas  les  mêmes,  elles  ne  se 
confondent  (|ue  quand  le  céine  est  droit. 

Tout  ce  (|ue  nous  venons  de  dire  est  indispensable  pour 
bien  entendre  la  démonstration  suivante. 

Soit  toujours  inn  {Jig.  i58),  une  section  soûs-contraire  au 
cercle  (c)  dans  la  surface  conique  snh;  par  le  sommet  s soit 
mené  un  plan  parallèle  à cette  section!  il  aura  évidemment  jiour 
tmee  sur  le  plan  vertical  snh  de  projection,  la  droite  sh  parallèle 


Fip.  ifjS, 


n 


à mn,  et  sur  le  plan  horizontal  une  droite  /i  l.  parallèle  à od  et 
par  consétquent  perpendiculaire  à ^IN  ; soit,  de  plus  menée,  par 
l’extrémité  a du  diamètre  nh,  la  parallèle  aq  à mn.  Cela  posé, 
les  triangles  ahq  <>t  /r/)5  étant  semblables,  on  aura  la  proportion 

nq  : sh  : : nh : hh; 


I 
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parpilicnient,  ai]  étant  parallèle  à mn,  le  triangle  saq  se  trouve 
être  semblable  au  triangle  sab,  et  par  conséquent  on  aura  en- 
core la  proportion  suivante 

sa  : aq  sh  ' ah. 

Maintenant,  si  l’on  observe  (pie  l’angle  asb  est  égal  à l’angle 
snm  comme  alternes-int(‘rnes,  et  par  conséquent  égal  aussi  à 
l’angle  ahs,  on  en  conclura  que  les  triangles  sab  et  sab  <)tii  ont 
un  angle  égal  sont  entre  eux  comme  les  rectangles  sb  X as 
et  ab  X bs  des  côtés  qui  comprennent  ces  angles.  Mais  ces 
triangles  avant  même  banteur  au-dessus  de  leurs  bases  ab 
et  ab,  on  en  conclura  aussi  qu’ils  sont  entre  eux  comme  ces 
bases;  donc,  à cause  du  rapport  commun,  il  en  résultera  cette 
nouvelle  proporlion. 


ou  bien 


ab  X bs  ; sb  X as  ah  : ab, 
bs  ; sb  X : : I ; ab. 


En-)nultipliant  par  ordre  les  trois  proportions  que  nous  ve- 
nons de  trouver,  et  supprimant  ensuite  les  facteurs  (|ui  se 
détruisent,  il  viendra  le  résultat  suivant, 

I : /li  ;;  I : A«  X bh,  d’où  bs  = ba  x />/>; 

c’est-à-dire  (juc  bs  est  une  moyenne  proportionnelle  entre 
les  segments  ha  et  bb.  Donc  si  par  le  point  b on  mène  une 
tangente  bt  au  cercle  C,  cette  tangente  sera  égale  à KS.  Voici 
la  conséquence  (pi’on  peut  tirer  de  là. 

Supposons  que  la  droite  bl  et  le  cercle  (c)  soient  donnés, 
et  (lu’il  s’agisse  de  trouver  un  plan  de  projection  tel,  qiie(C) 
soit  jtrojeté  suivant  un  nouveau  cercle,  tandis  (pie  la  droite  bf 
soit  projetée  à l’infini;  on  abaissera  du  centre  (c)une  perpen- 
diculaire cb  sur  cette  droite,  du  point  b oii  elle  la  rencontre 
on  mènera  une  tangente  f(t  au  cercle  (c),  puis  on  porter.!  la 
distance  bt  île  b en  s sur  une  droite  bs  de  direction  arbitraire. 
Cela  posé,  si  l’on  considère  le  point  s comme  le  sommet  de 
la  surfiice  coniipte  projetante  du  cercle  (c)  et  ipi’on  prenne 
pour  plan  de  projection  un  plan  quelconque  moi/  |)aralléle  au 
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plan  ski,  ce  plan  s(?ra  le  plan  demandé,  c’esi-à-dire  que  la 
droite  kl  sera  projetée  à l'inrini  sur  ce  plan  et  que  le  cercle  ( c), 
y sera  projeté  sui\niit  un  autre  cercle  : cela  est  évident  d’après 
ce  qui  précède. 

On  peut  conclure  de  là,  cju’il  y a une  inlinité  de  points  pro- 
jetants qui  jouissent  de  la  môme  propriété  que  le  point  s, 
puisque  la  direction  de  ks  est  arbitraire;  et  puisqu’il  est  dé- 
montré d’ailleurs,  que  ce  point  iirojetant  doit  être  à une  dis- 
tance constante  ks  = kl  du  point  k,  il  s’ensuit  que  si  du  point  k 
comme  centre  avec  kt  pour  rayon,  on  décrit,  dans  le  plan  ver- 
tical mené  par  kc  ou  MN,  perpendiculairement  au  plan  donné 
de  la  section  circulaire  (c),  une  circonférence  de  cercle,  les 
points  de  cette  circonférence  jouiront  tous  et  seront  les  seuls 
qui  jouiront  de  la  propriété  en  (|uestion. 

Avant  de  quitter  ce  sujet,  nous  ferons  connaître  une  pro- 
priété qui  mérite  d’ètre  remarquée  en  passant. 

Soit  s ijig.  i5g),  un  point  projetant  qui  remplis.se  les  con- 
ditions précédentes,  mn  une  section  sous-contraire,  parallèle 
au  plan  skL.  Le  centre  c'  de  cette  section,  sera  situé  au  mi- 
lieu de  la  droite  mn,  et,  si  l’on  mène  la  droite  sc',  elle  cou- 


Fie  1,59. 


pera  le  plan  horizontal  au  point  i (|ui  sera  la  projectioti  du 
centre  c',  aussi  bien  que  celle  du  centre  c"  de  toute  autre  sec- 
tion parallèle,  aq.  Cela  posé,  je  dis  <|ue  le  point  / ne  changera 
pas  quand  ou  piauidra  un  autre  sommet  (|ue  s,  rempli.ssant 
la  même  condition,  et  que  ce  point  sera  précisément  celui 
qu’on  obtiendrait  en  cliercbant  l'intersection  du  diamètre  ah 

I.  5.3 
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•lu  cerrle  de  base  avce  la  corde  de  contact  U'  dt?s  tangentes 
issues  du  point  h'. 

En  effi't,  les  triangles  semblables  ac"  i et  ftsi  donnent  la 
proportion 

sl>  : -tia  l,i  : ai  ou  /.  / : (,  i — ha. 

7. 


Multipliant  cette  proportion  par  onlre  avec  la  suivante  déjà 
trouvée  ci-dessus. 


il  viendra 


aq  : sk  : ; ab".  kb. 


I : ^ : rt/»  X ki  : kb{ki  — ka) , 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


- X ki  = kb  X ki  — kb  X ka. 

■?. 

Mettant  dans  celte  équation  pour  kb  sa  valeur  kc-^--ab,  on 

2 

en  tirera  /icX  ki  = ka  X kb;  d’où  l’on  p<ml  conclure  d'abord, 
que  la  distance  ki  est  constante;  ensuite,  si  l’on  observe  que, 

d’après  la  figure,  kb  X ka—kl  , ce  qui  donne  kt  = kc  X ki, 
on  conclura,  en  second  lieu,  que  le  point  i se  confond  avec  le 
pied  de  l’ordonnée  abaissée  du  point  de  contact  / de  la  tan- 
gente kt,  sur  le  diamètre  ab;  car,  en  appelant  ce  dernier 
point  l(‘  triangle  rectangle  klc  donnerait  précisément 

kt  = kc  X ki'=  kb  X ka. 

Revenons  à l’objet  de  cet  article,  dont  je  me  suis  écarté  un 
instant. 

Puisqu’il  existe  une  infinité  de  points  projetants  s et,  par 
suite,  une  infinité  de  plans  nui  de  projection,  qui  remplis- 
sent la  condition  exigée,  il  s'ensuit  qu’on  pourrait  assujettir 
ce  point  ou  ce  plan  à une  nouvelle  condition,  pourvu  qu’elle 
fût  conjpatible  avec  les  premières. 

D’autre  part,  la  vérité  du  Principe  qui  vient  d’être  dé‘- 
montré  n’étant  relative  qu’à  une  certaine  ilisposition  géné- 
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raie  de  la  droite  donnée  IM-  cl  du  ccrelc  de  base  (c),  il  en 
résulte  (jii’elle  n’a  pas  une  existence  absolue.  En  effet,  il  est 
visible  que  la  délerinination  précédente  du  point  projetant  s 
et  du  plan  de  |)rüJeelion  nui,  ne  sera  possible  que  quand  la 
droite  PL  ne  rencontrera  pas  le  cercle  (c);  car,  dans  le  cas 
contraire,  le  point  /r  sc  trouvant  dans  l’intérieur  de  ce  cercle, 
il  serait  impossible  de  mener  à celui-ci  une  tangente  par  ce  < 

point  même. 

Cependant  la  projection  / du  centre  du  cercle  cherche  n’a 
pas  cessé  d’exister,  quoique  ce  cercle  ou  son  rayon  soit  de- 
venu imaginaire.  La  raison  en  est  que  le  point  1 est  lié  au 
point  k par  une.  propriété  générale  de  position,  comme  nous 
l’avons  prouvé  ci-dessus;  or  cette  propriété  ayant  été  démon- 
trée pour  le  cas  où  la  droite  PL  ne  rencontre  pas  le  cercle, 
elle  doit  être  vraie  aussi  (n°  II)  quand  cette  droite  rencontre 
le  même  cercle. 

Le  Principe  IV'  que  je  viens  de  démontrer  élémcnlairemeni 
peut  être  considén?  comme  un  cas  particulier  du  suivant; 
j’ai  préféré  l’énoncer  séparément,  parce  qu’il  est,  comme  on  le 
voit,  susceptible  d’être  établi  d’une  manière  assez  simple  par 
le  secours  seul  de  la  géométrie,  et  qu’il  peut  d’ailleurs  le  rem- 
placer dans  tous  les  cas,  à l’aide  de  ce  raisonnement. 

Soient  sur  un  plan,  une  section  conique  et  une  ligne  droite; 
il  est  évident,  d’après  le  IIP  Principe,  que  ce  système  peut  être 
considéré  comme  la  projection  d’un  autre  formé  d’une  ligne 
droite  et  d’un  cercle  dont  les  propriétés  de  position  seront 
applicables  au  premier.  Lors  donc  qu’on  voudra  recberclier 
les  propriétés  de  ce  premier  syslèinc,  on  pourra  ne  s’occuper 
que  du  dernier  ; ce  que  l’on  fera  en  le  simplifiant  encore 
au  moyen  du  IV'  Principe.  Ainsi  la  première  figure  peut  être 
immédiatement  remplacée  par  un  cercle  et  une  droite  située  à 
l’infini,  de  sorte  que  tout  système  de  lignes  droites  concou- 
rant en  un  point  de  la  droite  en  question  sur  la  première  fi- 
gure, devra  être  considéré  comme  un  système  de  droites  jia- 
rallèles  dans  la  nouvelle. 

V'  Principe.  — Une  conique  et  une  droite  étant  données 
sur  un  plan,  on  peut  généralement  les  considérer,  la  première 
comme  la  projection  d’un  cercle  et  la  seconde  comme  celle 

25. 
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d’une  droite  située  à l’inllni,  de  sorte  que  tout  système  de 
lignes  droites  nyant  un  même  point  de  concours  sur  la  droite 
de  la  première  figure,  peut  être  considéré  comme  un  système 
de  parallèles  dans  la  projection  de  cette  figure. 

Ce  principe  sera  entièrement  démontré  par  l’analyse,  et 
comme  nous  aurons  lieu  de  nous  servir  des  formules  géné- 
rales de  la  transformation  des  coordonnées  rectangles  dans 
l’espace,  il  est  à propos  de  commencer  j)ar  faire  la  recherche 
de  ces  formules,  par  une  voie  que  nous  rendrons  aussi  courte 
que  possible. 

V. 

Soient  Ax,  Ay  et  Aa  i6o)  les  axes  primitifs  des  coor- 
données; Ax',  Ay'  et  A a'  les  nouveaux  axes  rectangulaires; 
enfin  AB  la  trace  du  plan  des  x’y'  sur  le  plan  des  æ-j';  il  est 
évident  que  la  position  de  ces  derniers  axes  sera  déterminée 


Fig.  i6o. 


si  l'on  connaît  : i“  l’angle  BAy=9  que  forme  la  trace  AB 
avec  l’axe  A_7’;  2®  l’angle  <f  que  forment  entre  eux  les  plans 
x'y'  el  xy;  3®  enfin  l’angle  BA/'  = ^ que  forme  la  môme 
trace  AB  avec  l’axe  Ay'.  Les  trois  données  0,  ç et  ^|/  étant  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  déterminer  la  position  relative 
des  axes  x',  y'  et  z',  il  s’agit  de  déterminer,  par  leur  moyen, 
les  valeurs  des  coordonnées  anciennes  x,  y et  z d'un  point 
quelconque  m de  l’espace,  fixe  avec  Ax,  Ay,  Az,  en  fonction 
des  nouvelles  coordonnées  x',  y'  et  z'. 
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Voici  comment  on  peut  s’y  prendre  pour  y parvenir  avec 
quelque  simplicité. 

Supposons  d'abord  qu’on  laisse  l’axe  des  z fixe,  et  qu’on 
fas^  tourner  seulement  autour  de  cet  axe,  les  plans  des  coor- 
données et  xz,  de  manière  que  l’axe  desj-  fasse  un  angle  fl 
avec  A >•  et  se  confonde  par  conséquent  avec  AB;  il  est  évi- 
dent que  les  nouvelles  ordonnées  s conserveront  leur  an- 
cienne longueur,  et  que  les  ordonnées  x et  y auront  seules 
rhangé  de  valeurs.  Soient  donc  x" , y"  et  z"  ces  nouvelles 
coordonnées,  il  résultera,  des  théorèmes  connus,  ces  trois  for- 
mules 

V = cosflj"  — sin  O.i'',  ar  = sin0/''-t-COs0x",  z = z", 

<|ui  donneront  les  valeurs  des  coordonnées  x,  y,  z du  point 
quelcon(|ue  m au  moyen  des  coordonnées  x",  y"  et  z"  de  ce 
même  point  rapporté  aux  nouveaux  oxes’. 

Les  axes  x,  y et  z étant  changés  en  ceux  des  x",  y"  et  z", 
supposons  de  nouveau  que,  laissant  l’axe  \y"  ou  AB  fixe  dans 
le  second  système,  on  fasse  tourner  les  plans  des  x"y"  et  des 
y"z"  autour  de  cet  axe  ou,  si  l’on  veut,  les  axes  x"  et  y",  de 
façon  que  le  nouveau  plan  x^y"  se  confonde  avec  le  plan  des 
x'y'  déterminé  précédemment,  et  par  conséquent  que  ce  plan 
fasse  un  angle  f avec  le  plan  x"y"-  Alors  il  est  évident  que  le 
nouvel  axe  des  x'"  formera  le  même  angle  y avec  l’axe  des  x" , 
de  sorte  que  l’ordonnée  du  point  m rapporté  aux  nouveaux 
axes,  restant  égale  à l’ancienne  ordonnée  y",  on  aura  pour 
déterminer  les  valeurs  des  coordonnées  x/',  y"  et  z"  de  ce 
])oint  m resté  immobile,  les  formules  suivantes 

x''=cos^x” — sinça”,  y"  = y'",  a"=  sin  cos  ya". 

11  est  très-clair,  d’après  ce  qui  précède,  que  les  axes  Xx", 
\y”  et  Xz'"  ont  une  position  telle,  que  l’axe  Xz”  se  con- 
fojid  avec  l’axe  Xz'  dont  il  a été  question  d’abord,  que  l’axe 
V/"'  se  trouve  confondu  avec  la  trace  AB,  et  qu’enfln  l’axe 
Ajr"a  une  position  perpendiculaire  à cette  trace  dans  le  plan 
des  x'y'. 

En  conséquence,  il  sera  bien  facile  de  passer  des  axes  x'”, 
y”  et  z”  aux  axes  x',  y'  et  z'  du  système  que  nous  avions 
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d’abord  en  vue;  il  suffira  pourcela,  délaisser  l’axe  Aa"  ou  Aa' 
fixe,  et  de  faire  tourner  les  axes  et  A j'"  autour  de  l’ori- 
gine A dans  le  plan  x'y',  tie  façon  que  l’axe  A > •"  ou  AB  se 
confonde  avec  S. y',  c’est-à-dire  qu’il  fasse  un  angle  ij>  avec,son 
ancienne  position.  L’on  aura  donc  pourdéterntiner  les  valeurs 
des  coordonnées  x",  >■“'  et  a*  du  point  m au  moyen  des  lon- 
gueurs x',  y'  et  a'  des  coordonnées  de  ce  même  point,  les 
trois  formules  suivantes, 

_r*  = cosij'.r' — sin-}jr',  sin  ^!<  >■'-+- cos  a"=a'. 

Maintenant  supposons  que  les  longueurs  des  coordonnées 
x',  y'  et  a'  du  point  m soient  données,  il  est  évident  qu’en 
les  substituant  dans  les  trois  dernières  formules  trouvées,  on 
obtiendra  les  longueurs  des  coordonnées  x"",  y'"  et  a*  de  ce 
point,  prises  relativement  aux  axes  A x'",  A et  Aa".  Pareille- 
ment, si  l’on  connaît,  à priori,  les  valeurs  de  x”‘,  y"  et  a",  et 
(|u’on  les  substitue  dans  les  trois  avant  dernières  formules  trou- 
vées, on  obtiendra  la  longueur  des  coordonnées  x",  y",  a"  du 
point  m,  prises  par  rapport  aux  axes  Ax",...  Enfin,  si  l’on 
substitue  ces  valeurs  de  x",  y"  et  a"  dans  les  premières  for- 
mules, on  obtiendra  celles  des  coordonnées  x,  y,  a du  point  m 
par  rapport  au  système  Ax,  A>',  A a. 

Ainsi  les  neuf  formules  qui  ont  été  précédemment  obtenues, 
peuvent  servir  à déterminer  les  valeurs  des  coordonnées  x, 
y,  a de  l’ancien  système,  au  moyen  des  coordonnées  x',  y',  a' 
du  nouveau;  donc  si  l’on  exécute  successivement  les  substi- 
tutions indiquées,  sans  supposer  aucune  valeur  particulière  à 
x',  y’  et  a',  on  obtiendra,  pour  la  transformation  des  coordon- 
nées, les  formules 

' x=  (cüs(»CüS<pCüS'î<  — sinOsiiiijijx' 

I -t-  (cos9  cosysiniji  -t-  sin  0 cos-J«),r'  — cos6  sin^  a', 
{i)  ' _)■= — (sin0cos(f  eosi}/ -I- cos6sin'>J«)x' 

i — (sin  0 cos  sini}i  — cosOcosij<)r'-i- sin  Osions', 

* Z—  sin  Ÿ cos<j(  x' -i- sin  Ÿ sin 'I  r'-h  cos  f a'. 

S’il  s’agissait  de  repasser  du  système  x'y'z'  au  système  xyz. 
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on  pourrait  le  faire  en  tirant,  par  réliminaliun , les  valeurs  de 
x',  x'  et  z'  des  é(]uations  (i)  que  nous  venons  de  trouver. 

Par  exemple,  s’il  s’agit  d’avoir  la  valeur  de  z'.  on  multipliera 
la  première  de  ces  trois  «kiualions  et  successivement  cliacime 
des  deux  suivantes,  par  le  coefficient  de  z'  (|ui  y entre,  après 
quoi  on  ajoutera  ces  trois  nouvelles  équations  entre  elles, 
par  ordre,  c’est-à-dire  terme  à terme,  membre  à membre,  et 
l’on  en  déduira  une  dernière  dans  laquelle  les  coefficients  de 
x’  et  de  x'  seront  nuis  et  celui  de  z'  égal  à l'unité;  équation 
à huiuelle  ou  pourra  donner  cette  forme 

z'=  — cos  6 sin^x  H-  sin  0 siny_^--(-  cosif  a. 

t)n  obtiendrait  d’une  manière  tout  à fait  semblable,  les  valeurs 
de  x'  et  de  x'- 

Si  l’on  se  proposait  de  trouver  l’équation  du  plan  des  x' x' 
rapportée  aux  axes  x,  Xf  cela  serait  très-facile.  En  effet, 
z'  étant  mil  pour  tous  les  points  du  plan  x'y,  si  l'on  fait 
z'=(i  dans  l’équation  qui  vient  d’ètre  obtenue  en  dernier  lieu, 
celle  qui  en  résultera  exprimera  la  relation  existant  entre  les 
coordonnées  x,  x et  z de  tous  les  points  pour  lesquels  z'  est 
nul,  c’est-à-dire  de  tous  les  points  situés  sur  le  plan  desa;'r'; 
par  conséquent  cette  équation  sera  celle  de  ce  plan  même,  qui 
devient  ainsi,  en  la  divisant  par  cosf, 

z = tang(f  cosOx- — tangw  sin  0 >•. 

Venons-en  maintenant  à la  recbcrclie  (|ui  fait  l'objet  de  cet 
article,  et  commençons  d’abord,  afin  de  procéder  avec  ordre, 
par  résoudre  cette  question  générale  : « un  cène  (|iielconque 
» étant  donné  par  sa  .base  et  son  sommet,  déterminer  la  direc- 
» tion  du  plan  qui  donne,  dans  ce  cône,  une  section  circu- 
II  laire.  » 

Soit  ax' -X  bxx-h  ex’ -X  (/y-X  ex -X  I = O l’i'quation  de  la 
base  du  cône  dont  il  s’agit,  située  sur  le  plan  des  xr,  et 
soient  a,  P et  7 les  coordonnées  arbitraires  du  soininet  ; l’équa- 
tion de  sa  surface  sera  évidemment  de  la  forme 

<i(p;  — 7_j)'-t-6(az  — y x){pz  — 7_r)-i-f(az  — y x]’ 
-xJ{pz  — yx){z—-/)-xe{'xz  — -/x){z~y)  + [z  — yy=o, 
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ou,  en  ordoniinnt  par  rapport  aux  variables  z,  / cl  x, 

— [•Xii^->rba-\-dyiyz — [icx-^bp-^eYixz-\-t)'^i'‘xy-\-...—o. 

Imaginons  luaintenanl  une  section  circulaire  dans  la  surface 
conique,  il  est  évident  (jue  tout  plan  qui  lui  sera  parallèle 
coupera  aussi  la  surface  suivant  un  cercle;  donc  on  peut  assu- 
jettir le  plan  de  la  section  circulaire  cherchée  à passer  par 
l’origine  des  coordonnées,  sans  que  la  généralité  de  la  solu- 
tion en  soit  diminuée.  Imaginons,  en  outre,  que  l'on  prenne  ce 
plan  inconnu  |)our  nouveau  plan  des  x' y',  et  qu’on  rapporte  la 
surface  conique  aux  nouvelles  coordonnées  x',  y'  et  2',  en 
conservant  toutefois  la  même  origine.  Si  l’on  se  sert  dans  ce 
but,  des  formules  (1)  trouvées  ci-dessus,  on  aura  pour  la  sur- 
face du  cône  une  nouvelle  équation  en  x';  y'  et  2',  de  sorte 
que  |)our  avoir  celle  de  son  intersection  avec  le  plan  desar'_^’', 
il  suflira  d’y  faire  a'  = o. 

])’après  cela,  il  est  évident  (jue  l’on  obtiendra  immédiate- 
ment cette  dernière  équation,  en  substituant  dans  l’équa- 
tion (2)  les  valeurs  (1)  des  coordonnées  x,y  et  2 où  l’on  aura 
supposé  2'  = o;  mais  rien  n’empôche  d’y  supposer  en  même 
iempsi{i  = o,  et  les  formules  (i)  deviennent  alors 

X — eos  0 eus  y -1-  sin 

>•  = — sinOeosy.r'-(-  cosO_r',  2 — siiiyx’. 

Substituant  ces  valeui'sdans  l’éipiation  (2),  il  viendra,  après 
avoir  urdonné  par  rapport  à x'  cl  y' , 

[sin’y + + 1)  -(-«y^siii’(/cos’'f 

+ ( y’ cos’ 6 cos’y  4-  Sin 0 sin y cosy  ( 2« ^ 4- i a 4- r/) y 
— eosOsiiiyCüSyl  'ira  4-  A[J4-  e)y  — iy’cosO  sinO  cos’y 
cos’ & 4- ey’sin’O  4-  iy’sinOcosO) 

•/  ( f — « ) y ’ si n 0 cos  0 cos  y — cos  0 si n y ( 2 rt  ^ 4- 1 » 4-  rf  ) y 
— sinOsiny (ara 4 Aft 4-e)y 4- iy’cosy (cos’O  — sin’O) 

Telle  est  l’équation  de  la  scctitm  du  cône  par  le  plan  arbi- 
traire des  .r'  ) '.  Maintenant  si  l’on  veut  déterminer  les  deux 
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arbilrnircs  Ÿ el  8 qui  fixoïU  la  posiiioii  de  co  plan,  de  manière 
que  récjualioii  précédente  rcprésentiî  un  cercle,  il  faut  évi- 
demment qu'elles  satisfassent  aux  deux  équations  suivantes  : 

sin’ç(n3’-|-  èap-t-cx’-t-fifp-l-ca-f- 1)  -f-fl^’sin’8cos’Ÿ 
+ cy’cos’Scos’y  -H  sinOsin  ycosif  (a«p  -(-  b%-^d)i 

— cos0sinŸCOS7(3ca-)-  èp-(-  e)7  — è7’cos8sin0cos’7 
= <ï7’cos’0  -4-  C7’sin’8-t-  è7’sin  6cos8, 

. 2(c  — rt)7sin9cos0cos7  — COs8sin7{2rtp4-  b7.  + d) 

— sinOsiny  (aca  bp e)-i-byvoÿf{cos’0  — sin’0)  = o. 

('.es  équations  étant  en  même  nombre  que  les  inconnues  7 et  0, 
elles  pourront  servir  à en  déterminer  les  valeurs  par  l'élimi- 
nation. 

Supposons,  pour  simplifier,  que  la  base  du  cône  située  dans 
le  plan  des  æt,  soit  rapportée  à son  centre  et  à ses  axes;  alors 
son  é(]uation  deviendra  de  la  forme  nr’-f- cx’-t- i = o,  et  par 
consé(|uenl  les  co(*fficients  b,  d et  e devront  être  nuis  dans 
les  deux  é(|uations  de  condition  précédentes,  qui  prendront 
ainsi  la  forme  plus  simple. 


1sin’7(rt  jî’-)-  ci’-l-  i)-+-rt7’sin’6cos’y-4-c7’cos’0cos’y 
-f-  2fl^7sin0sin7cos7  — 2ca7Cos0sin7COS7 
= 07’cos’O-f-  C7’sin’8, 

(4)  — rt)sin0cos0cos7  — «psin^cosO  — casin0sin7  = o. 

Représentant  tangS  par  w et  col 7 par  x>  on  aura  évidemment 

. > '■  X 

Slll  7 = cos 7 = ■ ■■ 

v'i+x’ 


. “ * 

■<inO=--  ■ ■■  cos  9=  y ; 

y I — f-  y I — f- 

et  substituant  les  valeurs  de  sin^  el  C0S7  dans  les  équations 
jil-écédentes  (3)  et  (4),  elles  deviennent 

«P’-t- I — 7’(acos’0-t-csin’9) 

-f-7’(c  — a)(cos’0  — sin’O)  x’"("  *7  («psinO  — <-*cos0)  jr  = o, 
7(c  — a)siu0cjos0x  — apcosO  — casinO  = o. 


Digitized  by  Google 


Vil'  ET  DERMEK  CAHIER.  - Rf:sCMf; 

üii  liii*  de  la  dornicre  de  ces  équations 

rtScüsO  -I-  easiiiO 

y = — !— 

7 (c- — «(siliOcosO 

Siihsliuiaiit  ceiu*  valeur  de  y_  dans  la  |>r(*miéie  et  rcniplaennt 
ensuite  sin  9 et  cosO  (wr  leurs  valeurs  ei-dessus,  elle  prend 
eette  autre  forme 

ca}-+- 1 — Cf' — 7’(n  — e)  — ^ — 

I + û>’ 

_j_  (‘  — Cag)'  2 («pM  — eoc)  (<7  P -4-  czoï) 

(C rt)w'  (f rt)„ 

eliassant  enfin  les  dénominateurs  de  celte  dernière  0(|ualion 

(rtP’-l-t'»’ — c'7’4-  I )(e  — rt)(uJ4-(u<)-|_  ^(c—aYu' 

4-  ( I — w‘)  (rtp4-  Cüm)’4-  2(«P&>  — C'a)  («P  4-  caw)(w  4-  u’)  = o, 

ellecluanl  les  calculs,  il  viendra,  toutes  réductions  faites, 

(5)  j C'a’w'  [e — V/4-«c(p'' — a*-|-7’)  — c’(a’4- 7’)]w‘ 

I— [c— a4-ac(p=— à=—  7’)4-<f’{p’4-7’)]u’-r-a’p\=o. 

Celle  ei|ualion  étant  du  6*'  degré  en  o,  il  semblerait  (|u’il  y 
eut  en  général  six  positions  du  plan  x' y pour  lesquelles  la 
surface  roni(|ue  serait  coupée-  suivant  une  circonférence  de 
cercle;  on  voit,  en  outre,  que  trois  de  ces  positions  sont  sy- 
métriques aux  trois  autres;  mais  si  l’on  observe  que  les  or- 
données a,  P et  7 du  sommet  du  cône  n’entrent  qu’au  carré 
dans  I équation  précédente,  on  verra  Ricilement  qu’il  n’y  a 
que  trois  des  valeurs  de  0 données  par  celle  équation  qui  cor- 
respondent à la  position  actuelle  du  sommet  du  cône. 

En  effet,  supposons  ce  sommet  placé  syniélriquemcnl  par 
rapport  au  ]dan  des  yz,  c’est-à-dire  (jue  a soit  négatif;  il  est 
clair  (ju’alors  le  plan  des  x'y'  qui  donnait  une  section  circu- 
laire dans  le  premier  cône,  aura  pris  une  position  symétrique 
par  rapport  au  plan  des  r-  comme  l’a  fait  le  cône  lui-même, 
en  sorte  que  sa  trace  sur  le  plan  xy,  qui  faisait  un  angle  0 dans 
la  première  position  avec  l’axe  des  j,  fait  maintenant  un  angle 
— 0 avec  ce  même  axe.  Or  l’équation  (5)  restant  la  même, 
que  a soit  positif  ou  négatif,  il  est  évident  qu’elle  doit  donner 
en  même  temps,  les  valeurs  de  langO  et  — lang9,  ou  4-w  et 
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— m;  <'C  (]ui  arrive  <mi  cITel,  puisque  langS  ou  m n'enlre  tiu’à 
(les  puissances  paires  dans  colle  équaiion. 

Maiiiienanl  si  l’on  observe  que  le  sonimel  du  cône  peut 
avoir  liiiil  posilions  syniélriques  par  rapporl  aux  Irois  plans 
coordonnés,  el  correspondanles  à chacune  des  huil  régions 
formées  par  les  axes,  ainsi  qu’aux  huil  combinaisons  de 
signes  dont  peuvent  être  affectées  les  ordonnées  a,  p,  w,  •/. 
Observant,  de  plus,  que,  pour  ces  huit  posilions,  la  trace  du 
plan  des  x' y ne  prend  absolument  que  des  positions  paral- 
lèles aux  deux  premières  9 el  — 9 précédemment  considérées, 
(ce  dont  on  se  rendrait  raison  par  des  figures),  on  pourra  en 
conclure  que,  s’il  n’existait  qu’une  position  possible  de  la  trace 
du  plan  des  pour  le  cas  où  a,  p el  7 sont  positifs,  il  n’y  en 
aurait  que  deux  pour  les  huit  posilions  symélriiiues  du  cône 
en  question.  Par  conséquent,  l’éciualion  (5)  qui  doit  donner  à 
la  fois  les- valeurs  de  9 correspondantes  à ces  huit  positions 
(puisqu’elle  reste  la  même  quels  que  soient  les  signes  de  a,  p 
el  7),  ne  devrait  être  nécessairement  (dans  la  su|iposilion  ac- 
tuelle) que  du  second  degré  el  symétrique  en  0.  Donc,  puisque 
celte  équaiion  est  au  contraire  du  sixième  degré  cl  qu’elle  est 
symétrique,  il  faut  qu’il  y ait  nécessairement,  pour  une  position 
donnée  du  sommet  a,  trois  systèmes  de  plans  des  x' y' , diffé- 
rents entre  eux  et  qui  coupent  la  surface  conique  correspon- 
dante suivant  une  circonférence  de  cercle. 

Concluons  enfin  de  ce  raisonnement,  qu’il  n’y  a que  trois 
racines  de  l’équation  (5)  qui  résolvent  la  question  dont  il  s’agit, 
ou  plutôt  qu’il  n’y  a que  trois  positions  distinctes  du  plan  des 
x' y^  qui  puissent  donner  pour  intersection,  une  courbe  dont 
l’équation  soit  de  la  forme 

Xy^'-y-  \x''-y-  Cx'  -+- 1)  = o. 


Sur  quoi  il  faut  remarquer  que  celte  équaiion  n’est  pas  néces- 
sairement celle  d’un  cercle;  car  elle  pourrait  prendre  celle 
forme  plus  particulière  encore, 

{my'-y-  ny-y-{mx' -y-  pf=o, 

au(]uel  cas  elle  ne  re|>résenterait  qu’un  point. 

Pour  en  offrir  un  exemple  particulier,  supposons  t|ue  a el  p 
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soifnl  nuis,  l'équation  (5)  donnera,  pour  déterminer  w,  les  re- 
lations suivantes  très-simples, 

I fl  7’ — i 

6)’=o,  «’=—  et  u’= 

O C'/' I 

Or  on  peut  s’assurer  que  les  deux  premières  de  ces  équations 
correspondent  à des  sections  circulaires;  quant  à la  dernière, 
qui  donne,  en  la  substituant  dans  les  équations  (3)  et  (4)  ci-des- 
sus, cosy  = 0 et  par  suite  y = ioo“,  elle  correspond  à la  position 
du  plan  des  x'/  dont  rinterscction  avec  la  surface  du  cône, 
a pour  équation  (jr' — 7)’  = o;  c’est-à-dire  qu’il  coupe  ce 
cône  suivant  un  point  en  son  sommet.  Quoique  cette  troisième 
.valeur  de  « semble  appartenir  à une  solution  singulière  du 
problème  dont  il  s’agit,  elle  ne  peut  cependant  en  être  sé- 
parée généralement,  en  sorte  que  ce  problème  est  réellement 
du  sixième  degré  (*  ).  * 

Cette  conséquence  nécessaire,  peut  paraître  étonnante  et 
même  contradictoire  au  premier  abord  ; car  on  sait  et  nous 
l’avons  même  déjà  démontré,  qu’il  n’existe,  dans  une  surliice 
conique,  que  deux  sections  qui  puissent  donner  des  circonfé- 
rences de  cercle  : mais  si  l’on  observe  que  trois  des  racines  de 
l’équation  (5)  appartiennqiit  à d’autres  surfaces  coniques  qui 
sont  néces.saircment  liées- à celle  que  l’on  considère  à cause 
de  la  grande  généralité  de  l’analyse  algébrique,  et  que,  parmi 
les  trois  autres,  il  peut  y en  avoir  une  imaginaire  ou  qui 
corresponde  à une  solution  distincte,  comme  nous  venons 
d’en  offrir  un  exemple,  on  verra  que  ce  qui  nous  paraissait 
d’abord  contradictoire  considéré  géométriquement,  ne  l’est 
réellement  pas  considéré  d’une  manière  algébrique. 

An  reste,  c’est  cette  généralité  qui  constitue  l’essence  de 
l’analyse  et  fait  que  ses  résultats  ne  sont  jamais  contradictoires  ; 
car,  si  elle  ne  répondait  qu’aux  seules  questions  qu’on  lui 
pose,  il  en  résulterait  souvent  les  plus  grandes  absurdités. 

Supposons,  en  effet  que,  dans  la  reclierche  précédente,  on 
fût  tombé  sur  une  é(|uation  du  second  degré,  au  lieu  de  l’équa- 
tion (5),  il  en  serait  résulté  qu’on  eût  pu  construire  géométri- 


(*)  f'oy.,  au  sujet  do  ces  divers  passages,  les  observations  contenues 
ilans  la  unie  de  la  p.  io5. 
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(lueinonl  les  deux  seciions  sous-conlraires  du  eùne  eu  ques- 
lion;  or  ces  deux  sections  une  fois  connues,  on  en  eût  conclu 
aussitôt,  par  une  seconde  construction  géométrique,  la  posi- 
tion dos  trois  plans  principaux  dcf  ce  cône,  c’est-à-dire  des 
trois  plans  qui,  passant  par  son  sommet,  le  divisent  cliaciin  en 
deux  parties  symétri(iues:  ce  qui  est  évidemment  absurde;  car 
la  recherche  de  ces  trois  plans  est  une  question  qui  dépend 
généralement  d’une  équation  du  troisième  degré,  et  par  con- 
séquent insoluble  d’une  manière  géométri(|ue. 

Tous  les  résultats  de  l’analvse  algèbri(|ue  sont  ainsi  suscep- 
tibles d’interprétation. 

Nous  avons  supposé  jusqu’à  présent;  que  le  cône  fût  connu 
par  sa  base  et  son  sommet,  et  il  s’agissait  alors  de  déterminer 
la  direction  du  plan  (jui  couperait  ce  cône  suivant  un  cercle; 
nous  allons  nous  proposer  maintenant  de  trouver  la  position 
du  sommet  d’un  cône  du  second  degré,  dont  la  base  serait 
donnée,  ainsi  que  la  trace  du  plan  »iui,  passant  j)ar  ce  sommet 
(centre  ou  point  projetant),  serait  parallèle  à l’une  quelcon- 
que de  scs  sections  circulaires;  cela  procurera,  comme  on  le 
voit,  en  même  temps,  la  démonstration  du  cinquième  des  prin- 
cipes de  projection  qui  font  l’objet  de  cette  1"  partie  du  Mé- 
moire. 

VT. 

Soient  donc,  ainsi  ([ue  ci-dessus,  a,  fl  et  7 les  coordonnées 
inconnues  du  sommet  du  cône; 

ay  -H  car’  -g  I = O 

l’équation  de  la  base  donnée  de  ce  cône,  rapportée  à son  centre 
et  à ses  axes  ; enfin  soit 

a:  = 'rr-l-K 

l’équation  de  la  trace  du  plan  qui,  passant  par  le  sommet  a, 
doit  être  parallèle  à l’une  des  sections  circulaires  du  cône. 
D’après  ce  qui  a été  démontré  au  coinmencement  de  cet  ar- 
ticle, l’équation  . 

2 = tang  7 cos  6x  — lang  7 sin 

est  celle  du  plan  desor'r-',  et  si  nous  supposons  aux  angh*s  0 
et  7 les  valeurs  trouvées  précédemment,  cette  équation  repré- 
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sonlera  une  section  circulaire  du  c<^ne  dont  le  soinniei  inconmi  • 
est  a;  donc  rétiualion  du  plan  qui,  passant  par  le  sommet  a, 
est  parallèle  à cette  section,  sera  de  la  forme 

Z — 7 = taiiR^fosOlar  — a)  — tang^sin  6(_r — ?) 

et,  par  conséquent,  l’équation  de  sa  trace  sur  le  plan  même 
des  xy,  sera 

— 7 = tang  7 cos  6(.r  — a)  — tangipsinO  (_r — P), 
ou  bien,  remplaçant  tang  0 par  sa  valeur  «, 


jrrr:  wr+  a — 6)^  — 


7 

tang  7 cos  6 


Cette  trace  devant  se  confondre  avec  la  droite  donnée 
X = K,  on  a nécessairement  les  deux  équations 


: T,  a «P 


tang  7 cos  fl 


= K, 


lesquelles  pourront  servir  à déterminer  les  valeurs  de  0, 7,  a,  etc. 

I.a  valeur  de  « étant,  d'autre  part,  immédiatement  donnée 
par  celle  de  T,  on  pourrait  la  substituer  directement  dans 
les  é(|uations  (4)  et  (5),  ainsi  que  dans  les  dernières  de 
celles  que  nous  venons  de  trouver;  mais,  comme  cela  ferait 
changer  la  forme  de  ces  équations,  nous-n’effectuons  pas  cette 
substitution.  On  ne  devra  pas  oublier,  d’ailleurs,  dans  la  suite 
des  calculs  ci-après,  <|ue  celte  même  quantité  w est  conslanlc  l’I 
égale  à T. 

On  peut  d’abord  éliminer  tang  7 entre  la  dernière  équation 
de  condition  et  l’équation  (4")  qui  donne 


on  obtiendra  ainsi 

a — wp  — 


7(  c — o sin  fl 
tang  f = '-i— r ; 

rtp  -I-  eau  ’ 


«P- 


c — rt  )sin  fl  cos  0 


= k. 


Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  ordonnées  incon- 
nues a et  P du  sommet  du  cône.  On  voit,  par  là,  que  ce  som- 
met est  nécessairement  situé  dans  un  plan  vertical  perpendi- 
culaire au  plan  des  .r>-. 

Uemplaçons  dans  cell<'  équation,  les  indéterminées  a et  p 
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par  les  variables  générales  x et  puis  chassons  le  dénoini- 
naleur,  elle  deviendra 


X f(c  — fl)sin  9 cns6  — cm]  — .v[(c  — o ) sin  fl  cos 9 . &» 4-  o] 
(c — rt)sinOoosO 


= K. 


l)r  nous  avons,  d'une  part, 

(c  — rt)sin  9 cos  9 — eu  = 6>  [(c  — a]  cos’9  — c] 

= U [(c  — a)  cos’9  — c(cos’9-(-  sin’9)]  = — u (<i  -|- eu’)  cos’9 
et,  d’une  autre,  par  de  simples  réductions, 

(e — a)  sin  9 cosS.u-f-fl  = (c  — a)  sin’O  -t-  a (cos’O  + sin’O) 
= eu’)  cos’9; 

donc,  substituant,  il  viendra 


(fl  +eu’)(_y-(-  ux) 


d'où  l’on  tire  immédiatement. 


(6) 


1 y— 

n -4- eu’ 


Cette  équation  prouve  que  le  plan  dans  lequel  est  situé  le 
sommet  du  cône  a,  est  perpendiculaire  à la  droite  donnée 
X = Tr-\-K  ou  x = ur-i-K. 

Supposons  maintenant  que  u ait  la  valeur  constante  T,  dans 
l’équation  (5)  trouvée  ci-dessus,  on  aura  alors  une  équation 
de  condition  à la(|uelle  devront  naturellement  satisfaire  les 
coordonnées  inconnues  a,  p et  7 du  sommet  du  cône,  et  qui 
sera  par  conséquent,  en  a,  p et  7 l’équation  d’une  surface  sur 
laquelle  ce  sommet  est  nécessairement  situé  d’après  les  con- 
ditions du  problème.  En  l’ordonnant  par  rapport  aux  indéter- 
minées a,  P et  7,  elle  devient 

(fl  — c)(fl  -t-  cw’)ùj’7’-t-  a(i-l-  w’)(rt  -f-  coi’)p’ 

— C ( I -t-  u’)  (fl  -t-  CM’)«’a’-)-(c  — fl)(i-|-w’jw’=  O, 

ou,  remplaçant  les  indéterminées  particulières  a,  p et  7 du 
sommet  du  cône  par  les  variables  générales  x,  y et  z, 

l (H  — C)  (fl  -|—  C'w’)  w’  S’-f-  fl  ( I -|—  w’)  (fl  -f-  Cw’)^"*’ 

I ' — c(i-l-  u’)  (fl-t-  cw’)w’.r’-4-  (c  — fl)(i-|-  u’)  w’  = O. 
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Celle  équalion  fail  voir  que  le  .sommel  du  cùnc  doil  èlre 
sur  une  surface  du  second  degré;  el,  comme  nous  avons  déjà 
prouvé  qu'il  doil  aussi  èlre  siliié  dans  un  plan  (fi)  perpendi- 
culaire à la  droile  donnée  jr  = -f-  K,  il  s’ensuil  que  ce  som- 

mel doil  se  trouver  sur  la  courbe,  du  second  degré,  inlersec- 
lion  de  ce  plan  el  de  celle  surface.  Mais,  il  y a plus  encore," 
je  dis  que  celle  courbe  du  second  degré  esl  un  cercle,  ajanl 
pour  cenlre  le  poinl  même  d’inlerseclion  de  la  Irace  (G)  el  de 
la  droile  donnée  x = Tj-|-  K. 

Il  esl  d'abord  évident  que  la  surface  (7)  étant  sjniélrique 
par  rapport  au  plan  des  xj,  tout  plan  qui  sera  perpendiculaire 
à ce  dernier,  la  coupera  suivant  une  courbe  symélri(pi(*  aussi 
par  rapport  au  plan  des  xy,  courbe  dont  le  centre  sera  par 
conséquent  situé  dans  ce  plan.  De  plus,  on  sail  que  lotiles  les 
sections  parallèles  à celle-là  donneronl,  dans  la  même  surface, 
des  courbes  semblables  à la  première,  dont  les  cenlres  seront 
distribués  sur  une  même  ligne  droite  située  dans  le  plan  des 
xy  el  passant  par  le  cenlre  de  la  surface  ou  par  l'origine  des 
coordonnées,  puisque  ce  cenlre  esl  en  ce  dernier  point  d'après 
l'équalion  (7).  Donc,  j)Our  reconnaître  la  nature  de  la  courbe 
déTerminée  par  le  plan  (6)  dans  la  surface,  il  suffira  de  cber- 
eber  rinlcrseclion  de  celle  surface  par  un  autre  plan  qui,  pa.s- 
sanl  par  l'origine  des  coordonnées,  serait  parallèle  à celui-là 

cl  dont  l'éiiuation  par  conséquent  serait  x = — - y. 

Cela  posé,  puisque  la  trace  x = — -y  de  ce  dernier  plan 

6) 

faitavec  l'axe  des  v,  un  angle  dont  la  tangente  trigonomélrique 

I ^ 

est  égale j le  sinus  a cos  6 el  le  cosinus  a — sin  0,  c'est- 

à-dire  un  angle  de  100“  -H  6,  il  esl  évident  que  si  l'on  veut  rajt- 
porler  la  surface  (7)  à ce  plan  pour  nouveau  plan  des  yz,  le 
plan  xy  restant  le  même,  il  faudra  mettre  pour  x et  y dans 
l'équation  {7)  de  celle  surface,  les  valeurs  fournies  par  les  for- 
mules suivantes  : 

^ , 

y = — cos6x'^sin9v',  Æ-  = cos0y' — sinS.r',  z — z'. 

On  peut  vérifier  à poslériori,  l'exactitude  de  ces  trois  éijuations 
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en  supposant  dans  les  formules  générales  (i),  y et  iji  nuis  et 
remplaçant  9 par  ioo"-|-  9. 

Il  s’agit  donc  de  substituer  pour  x,  y et  z les  valeurs  ci- 
de.ssus  dans  ré(]ualion  (■j).  Ptnir  simpliner  les  ralculs,  je  fais 

[a  — <■•)(«-(- t»>—  A,  fi{i  -y  <■>')( (I  ■+■  fw’)  = B, 

— c ( I + u’)(«  + cw’)  w’=i  (’,  {(•  — n)  ( I -f-  &>’)  1), 

et  alors  cette  é(|uatinn  prendra  la  forme 

A s’-l-  B I)  = O. 

Faisant  la  substitution  ci-flessiis  indiquée,  elle  devi(‘nt 

V s”-4-  (Bsin’9  + Ccos’9)/'-|-  ( B cos=  9+  Csin>9)a-'’ 

-I-  2sin0cos9  (B  — i'.)x'y-y  II  =«. 

En  posant  x'  = o dans  cette  éiiualion  <|ui  représente  la  surface 
<']),  rapportée  au  plan  x = — -_r  comme  plan  des  >"'z',  on  aura 

W 

évidemment  l’équation  de  son  intersection  avec  ce  plan;  ce  qui 
donne  ainsi 

A s’’-(-(Bsin’9  -)-Ccos’9)  D = <>, 

ou,  remettant  pour  \,  B,  C et  I)  leurs  valeurs  et  divisant  par 
le  produit  {n  — c)  s>’, 

(«4- CM’)s'’-l-(a  4- cw’j  4'''=  I q- w’.  ^ 

Donc,  ainsi  que  nous  l’avions  annoncé,  leplanÆr  = — - r et, 

6J 

par  suite,  le  plan  (fi)  (|ui  lui  est  parallèle,  coupe  la  surface  (7) 
suivant  une  circonférence  de  cercle. 

En  second  lieu,  nous  avons  vu  que  les  centres  des  sections 
circulaires  parallèles  à celle  dont  il  s’agit,  sont  situés  sur  un 
diamètre  de  la  surface  ( 7 ),  qui  passe  par  l'origine  des  coordon- 
nées, et  se  trouve  situé  dans  le  plan  des  jy;  donc  le  centre  de 
la  section  dont  il  s’agit  doit  se  trouver  à la  rencontre  du  même 
diamètre  et  de  la  trace  du  plan  de  cette  section,  trace  repré- 
sentée par  l’équation  (6)  ou 

I K(c  — a) 

w ‘ tt  —f—  c 0^ 

I.  ?.fi 
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Soiciu  i6i,  la  trace  de  la  surface  (7)  sur  le  plan  des 

.rv,  NM  celle  du  plan  (6)  qui  coupe  celte  surface  suivant  un 


Fip  ifii . 


'I 

M*  ; 


cercle  dont  le  centre  est  évidemment  au  milieu  c de  la  corde 
io,  interceptée  sur  NM  par  la  conique,  point  situé  à l'inter- 
section de  la  trace  NM  avec  le  diamètre  A/,  conjugué  à la  di- 
rection de  celle  trace  et  qui  contient  les  centres  de  toutes  les 
sections  circulaires  parallèles  à celle  en  question. 

Ce  diamètre,  lieu  des  centres  c des  cordes  parallèles  a io 
passe  par  le  point  t de  la  courbe  (A)  dont  la  tangente  est  paral- 
lèle à la  trace  NM.  La  question  revient  donc  linalement  à déter- 
miner le  point  de  contact  l. 

Si  l'on  fait  z = 0 dans  l'équation  (■j),  on  aura  pour  l'équation 
de  la  trace  (A)  sur  le  plan  des  xy 

(8)  a{n  eu’)  — e(fl  -(-  eu’)  w’x’-l-  (c  — a)  w’=:  o. 


Or  on  sait  que  la  tangente  trigonométrique  dé  l'angle  qu’une 
tangente  à une  courbe  fait  avec  l'axe  des  y est,  en  général, 
dx  : dy\  donc,  dans  le  cas  actuel,  cette  tangente  sera  exprimée 

|>ar  — mais,  par  hypothèse,  elle  doit  être  égalé  a celle  que 

Ow  JC 

fait,  avec  ce  même  axe,  la  trace  MN  qui  0 pour  équation 


K(c  — 

n-y  Cm’  ’ 


donc  on  doit  avoir  entre  les  coordonnées  x et  r du  point  de 
contact  t,  l'équation  de  condition 


CM' 


ou  bien 


ny  -+-  rax  =0. 
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Si  l'on  combinait  cette  équation  avec  l’équation  (8),  de  la 
courbe  (\),  on  obtiendrait  les  valeurs  des  coordonnées  du  point 
t ; or  cette  équation  ar -+-  cwar  = o,  quand  on  y suppose  x et  r 
variables,  représente  une  droite  qui  passe  par  le  centre  A de  la 
courbe  ; donc  c’est  l’équation  même  du  diamètre  \ct  : en  la  coni- 

I ic  Iv 

binant  avec  l’équation  x = y — — — de  la  trace  MN. 

w • rt  -I-  cw’ 

on  obtiendra  pour  les  coordonnées  du  centre  clierclié  c, 

U K 6*  w K 

x= -,  r = 

Il  est  aisé  de  démontrera  postériori,  que  ces  valeurs  satisfont 
aussi  à l’équation  x = w r-4-  K de  la  droite  donnée  en  premier 
lieu.  Donc  enfin  le  centre  du  cercle  sur  kuiuel  est  situé  le 
sommet  a du  cône  projetant,  se  trouve  être  précisément  au 
point  d’intersection  de  la  droite  donnée  et  du  plan  de  ce  cer- 
cle; comme  il  s’agissait  de  le  démontrer. 

Maintenant  soit  (B),  Jijr.  162,  la  base  du  cône  en  question 
dont  a est  le  sommet,  et  qui  a pour  équation  cx’-i-  1 = o; 
soit  de  plus  KT,  la  droite  donnée  dont  l’équation  estx  = wr-t-K 
et  qui  renferme,  comme  nous  venons  de  le  voir,  le  centrée  du 
cercle  sur  lequel  est  situé  le  sommet  «;  soient  /•  et  9 les  deux 
points  où  cette  droite  rencontre  la  courbe  (B),  Je  dis  que  le 
rentre  e divise  la  corde  /i  9 en  deux  parties  égales. 

En  effet,  cela  revient  évidemment  à prouver  que  le  diamè- 
tre B/',  qui  divise  les  cordes  parallèles  à /<9  en  deux  parties 

Fig.  1G5. 


égales,  se  confond  avec  celui  qui,  dans  la  Jig.  161,  contenait 

a6. 
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le  renlrc  du  corde  vcrlicnl  en  qiieslioii  et  dont  l’équation  a etc 

trouvée  de  la  forme 

ay+  Cbix  = O. 

Pour  déterminer  ici  le  diamètre  II/',  menons  une  tangente  à 
1a  courbe  tic  base  (II),  parallèlement  à la  droite  KT,  il  est  évi- 

(Ijc  (IX 

dent  (jue  la  tangente  trigonométrique  ^ ^ l'angle 

formé  par  celte  première  tangente  avec  la  direction  de  l’axe 
des_r,  devant  être  égale  à celle  u,  qui  correspond  à la  droite 
KT,  on  aura  l’équation  de  condition 

— = 6)  ou  bien  «>•-(- eux  = o 

ex 

entre  les  coordonnées  x et  r du  point  /';  équation  tpii  est  celle 
même  du  diamètre  B/,  divisant  la  corde  AO  en  deux  parties 
égales.  Donc  ce  diamètre  se  confond  avec  celui  qui  passe  par 
le  centre  c du  cercle  qui  contient  le  sommet  du  cène  auxiliaire 
de  projection,  puiscpi’il  a la  même  équation;  par  conséquent 
ce  centre  se  confond,  en  réalité,  avec  le  point  milieu  de  la 
corde  /rO  dont  la  direction  est  donnée  à priori. 

D’après  ces  considéralions,  la  jiosition  du  plan  et  du  centre 
du  cercle  sur  le<|uel  doit  être  situé  le  sommet  a du  cône,  se 
trouve  entièrement  déterminée,  et  l’on  voit  qu’elle  j)Ourra  tou- 
jours l’être  géométri(|uement;  car,  si  la  droite  KT  ou  A 0 est  don- 
née ainsi  que  la  courbe  (B)  qui  sert  de  base  à la  surface  conique, 
il  faudra,  résumant  ce  qui  précède,  commencer  par  délemiiner 
la  direction  de  B/'  qui  divise  en  parties  égales  toutes  les  cordes 
parallèles  à A 0;  le  point  c où  ce  diamètre  rencontrera  la  droite 
A e sera  le  centre  du  cercle  en  question  : élevant  ensuite,  en  c, 
une  perpendiculaire  à A O,  elle  sera  la  trace  du  plan  vertical  qui 
doit  renfermer  ce  cercle. 

Voici  enlin  une  dernière  propriété  qui  servira  à en  déter- 
miner la  grandeur  ou  le  rayon. 

« Le  carré  du  diamètre  du  cercle  sur  lequel  est  situé  dans 
» l’espace,  le  sommet  a du  cône  de  projection  est  égal  au  carré 
n de  la  corde  A 0 donnée  (//g'.  1G2),  mais  pris  avec  un  signe 
M contraire.  » 

D est  visible  d’abord  (|ue  le  diamètre  de  ce  cercle  est  égal  à 
la  corde  ai  iGi),  formée  dans  la  conique  (A),  dont  (H)  est 
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réqualioii,  par  la  iraco  MN  du  plan  du  cercle,  lacpielle  a elle- 
même  pour  équalion 

x = --r—  ; 

M ' ri  -f“  C'  w’  ’ 


il  s’a};it  donc  de  calculer  la  longueur  de  celte  corde  el  celle 
(yî".  if>7.)  de  la  corde  /■  0 ou  j"=  wr  + K,  formée  dans  la  base 
du  cône,  que  représcnie  celle  autre  équation 

«v’-t-  cx’-t-  I = O. 

Nous  ferons,  pour  ne  pas  répéter  deu\  fois  le  même  calcid,  l'o- 
pération dans  riiypolhèse  d’une  droite  et  d'une  section  coni- 
que quelconques. 

Soient  .r  = ni  v-t-  n et  A/’-i-  C.r’-t-  1)  = o les  équations  de 
ces  lignes;  en  les  combinant  entre  elles,  on  obtiendra  pour 
les  coordonnées  de  leurs  intersections 


— mnC±  — ( l)-|-C;i’)(  A 

y _ A -I-  Cm>  ’ 

n A ± \! n'  A’ — ( I)  in‘  -|-  A «'  ) ( A -I-  C ni’) 

^ A -t-  Cni’ 

Donc  le  carré  (.r' — — j'i)’  de  la  distance  entre  ces 
deux  points  Æi'^-'et  x,j\  d’intersection  sera,  en  l’appelant  A’, 


, [l)(A-t-Cni’)-t- ACn’)] 
^ ( A -4- Cm’)» 


H-m’). 


Considérons  d’abord  la  corde  1,  0 (/ig.  162),  son  équation  et 
celle  de  la  base  (B)  du  cône  étant  respectivement  x = i»j'+  K, 
rt»-» -h  -h  I = O,  on  aura,  dans  ce  cas. 


m = w,  n = K.  A = a,  C = c,  D = 1 , 


et,  par  conséquent. 


T~’  r\(i- 

ko  = — t 


■ cw’-f-  «cK»] 


■Co.’)’ 


I -I-  w’ 


Maintenant,  si  l’on  considère  la  conique  (A)  el  la  corde  MN 


Digitized  by  Google 


lo(i  VII*  KT  DERMKR  CAHIER.  - RfeUMÈ 

'*”)  '!"•  (^)  Cl  (7)  P‘*iir  équalions  rcspeciives 

</  ( « + V w’ ) v’  — <■  ( f/  -f-  rrj’  ) w’.r’  -f-  ( r — « ) m’  z=  o, 

I K ( r — n) 

jr  — )• , 

« ■ <(  -f-  f m’ 


on  aura,  en  comparant  ces  (Miuatioiis  avec  les  précédentes. 


\ — (i{it  + C'ji'),  C = — c (</ -t- cw’)»o’,  I)=(c  — «)«’, 

I K ( c — <1  ) 

III  — , 11  = — — — : 

w fl  -|-  Cw’ 


siil)stiluaiit  ce.s  valeurs  dans  l’expression  de  A’,  il  viendra,  en 
nommant  H le  rayon  du  cercle,  lieu  des  centres  auxiliaires  de 
projection. 


ÎK»=  î 


■ flc  K* 


( fl  -+-  CM-  )’ 


(>■ 


» T 

Donc,  enlin,  oi  = 4 K’=  — /i  6 ; c'est-à-dire  que.  le  carré  du 
diamètre  du  cercle  dont  il  s’agit  est  égal  au  carré  de  la  corde 
donnée  /i  6,  pris  avec  un  signe  contraire. 

D’après  cela,  si  la  direction  de  AS  rencontre  la  courbe  (B), 
Jig.  1G2,  le  rayon  R sera  imaginaire;  car  alors  le  carré  de  la 
corde  /rO  étant  positif,  celui  de  2 R,  égal  et  de  signe  contraire 
d’après  ce  qui  précède,  sera  négatif.  Au  contraire,  si  la  direction 
de  /i  G ne  rencontre  pas  la  courbe,  la  corde  /rG  étant  imaginaire, 
le  rayon  R du  cercle  en  (juestion  sera  réel,  et  par  conséquent, 
dans  ce  cas,  le  problème  qui  nous  occupe  sera  susceptible  de 
solution;  c’est-à-dire  (pj’alors  la  conique  (R)  et  la  direction  /l  O 
étant  données,  il  sera  possible  de  trouver  un  sommet  a,  tel 
i|ue  le  plan  mené  par  ce  sommet  et  par  la  droite  A 0 soit  paral- 
lèle à une  section  circulaire  du  cône  qui  aurait  la  courbe  (B) 
pour  base;  de  sorte  que  si  l’on  projetait  cette  droite  et  cette 
courbe  du  point  a,  comme  centre,  sur  un  |)lan  quelconque  pa- 
rallèle au  précédeni,  la  projection  de  la  droite  aurait  tous  ses 
points  situés  à l’infini  et  celle  de  la  section  conique  (B)  serait 
une  circonférence  de  cercle. 

Donc  il  est  démontré  d’une  manière  rigoureuse  <)uc  le 
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Princ.  V esl  vrai  en  général,  quoiqu’il  puisse  cesser  de  l’êlre 
dans  certaines  positions  de  la  droite  et  de  la  courbe  don- 
nées en  particulier. 

Pour  compléter  la  solution  géométrique  du  problème,  il  est 
nécessaire  d’indi(|uer  comment  on  pourra  déterminer  la  lon- 
gueur du  rayon  de  la  circonférence  de  cercle,  lieu  des  centres 
de  projection  *. 

Soient  (k),Jig.  i63,  la  courbe,  et  KT  la  droite  données  non 
sécantes,  on  commencera  par  déterminer  le  centre  c,  du  cercle 

Fil». 


cherché,  comme  il  a été  dit  ci-dessus,  au  moyen  du  diamètre 
A / conjugué  à la  direction  de  KT  ; puis  élevant  au  point  c de 
leur  rencontre  mutuelle,  la  perpendiculaire  ML  sur  KT,  on 
aura  la  trace  du  plan  vertical  qui  contient  le  cercle  cherché;  il 
ne  s’agit  donc  plus  que  d’en  déterminer  le  diamètre. 

On  a vu  que  le  carré  de  ce  diamètre  est  égal  au  carré  de  la 
corde  interceptée  sur  la  droite  KT  par  ia  courbe  (A),  pris  avec 
un  signe  contraire  : la  question  revient  donc  définitivement  à 
déterminer  ce  dernier  carré. 

Imaginons  par  le  centre  A un  second  diamètre  AB  parallèle 
à KT;  c’  est-à-dire  conjugué  à la  direction  de  \t.  Soit  kl=.a 
et  .AB  = />,  l’équation  de  la  conique  (.A),  rapportée  à ces  di- 
rections sera,  comme  on  sait,  de  la  forme 


a’  h‘‘x'=  ± rt’è’. 


•Appelons  x'  l’abscisse  connue  kc  du  point  c,  le  carré  de  la 
corde  interceptée  surKT  sera  le  carré  du  double  de  l’ordonnée 
y'  correspondante  à kc  = x'.  Or,  en  mettant  a;'  pour  x dans 
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l'équalion  ci-dessus,  un  en  tire  pour  le  carré  de  l’ordonnée  en 
question 


)•'>= 


donc  on  conclura,  de  ce  qui  précède,  en  faisant  abstraction  du 
signe  inférieur  pour  simplifier. 


d'oii  l'on  tire 


■4  ^ 


ou  — «' 


6:  H. 


Pour  obtenir  cette  (jiiatrièine  proportionnelle,  il  faudra 
d’abord  construire  au  moyen  du  triangle  rectangle 

Arul,  dans  lequel  l’iiypoténuse  \ni  est  égale  à x'  ou  Ac;  on 
portera  ensuite  AB  ou  h de  A en  n,  et  par  ce  point  on  mènera 
la  parallèle  w//  à wt,  qui  coupera  Am  en  u,  et  la  distance  Aw 
ainsi  trouvée  sera  évidemment  la  longueur  du  rayon  R cherché; 
de  sorte  que  si,  du  point  c comme  centre,  avec  Aw  = R pour 
rayon,  on  décrit  une  circonférence  de  cercle  dans  le  plan  ver- 
tical de  ML,  tous  les  points  de  cette  circonférence  satisferont 
à la  condition  du  problème. 

Cette  solution  est  beaucoup  plus  simple  que  je  n’avais  osé 
l’espérer  d’abord. 

VII. 

A P Phi.vcii-e.  — Le  système  de  deux  sections  coniques  quel- 
conques, situées  dans  un  même  plan,  peut  être  généralement 
considéré  comme  la  projection  du  système  de  deux  circonfé- 
rences de  cercles  ayant  une  corde  commune  à l’infini. 

Soient  (A)  et  ifi4.  les  deux  courbes  données;  nom- 

mons toujours  a le  point  projetant  ou  sommet  commun  des 
deux  cônes  (pii  ont  ces  courbes  pour  bases,  et  supposons  iiu’il 
s’agisse  de  déterminer  ce  sommet  de  façon  que  les  deux  sur- 
faces coniques  correspondantes  soient  susceptibles  d’être  cou- 
pées par  un  même  plan,  chacune  suivant  une  circonférence  de 
cercle.  Imaginons  pour  un  moment,  que  le  problème  soit  ré- 
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solu,  si  en  effet  il  peut  l'èlre,  et  qu’on  connaisse  par  consé- 
quent, la  position  du  sommet  a et  celle  du  plan  qui  doit  couper 


Fig.  iG4. 
i 


les  deux  cônes  correspondants  suivant  des  cercles.  Imaginons, 
de  plus,  qu’on  mène  par  le  sommet  en  question,  un  plan  pa- 
rallèle au  précédent;  ce  plan  viendra  couper  celui  des  deux 
courbes  (A)  et  (.\')  suivant  une  certaine  droite,  que  j’appelle 
en  général,  P. 

Cela  posé,  je  dis  : i°  que  cette  droite  se  confondra  avec  l’une 
des  cordes  /rO  communes  aux  deux  courbes  A et  B;  que  le 
sommet  commun  a ou  le  point  projetant,  se  trouvera  situé  dans 
un  plan  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cette  corde  et  sur 
une  circonférence  de  cercle  qui  aurait  ce  milieu  C pour  centre, 
mais  dont  le  carré  du  diamètre  serait  égal  à celui  de  la  corde  kO 
pris  avec  un  signe  contraire. 

En  effet,  d'après  ce  qui  a été  démontré  dans  l’article  précé- 
dent, la  trace  P du  plan  mené  par  le  sommet  a parallèlement 
à la  section  circulaire  du  cône  de  base  (A),  est  telle,  qu’en  la 
considérant  comme  corde  de  ( A),  et  que  si,  par  son  milieu  C on 
lui  élève  un  plan  perpendiculaire,  ce  plan  passera  par  le  som- 
met o;  même  chose  a lieu  à l’égard  de  cette  trace  P,  consi- 
dérée comme  corde  de  la  courbe  (A').  Or,  comme  par  le  som- 
met a,  on  ne  peut  abaisser  qu’un  seul  plan  perpendiculaire  à 
une  droite,  il  s’ensuit  que  le  milieu  de  la  trace  P,  considérée 
comme  corde  de  la  courbe  (A),  et  son  milieu  en  la  considérant 
comme  corde  de  la  courbe  (A'),  se  confondent  tous  les  deux  en 
un  seul  et  même  point. 

De  plus,  il  a été  démontré  dans  le  même  article,  que  si  l’on 
joint  ce  point  milieu  avec  le  sommet  a par  une  ligne  droite,  le 
<]iiadruple  du  carré  de  cette  droite  que  nous  nommions  rayon 
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élail  égal  au  rarré  de  la  partie  de  la  trace  P comprise  dans  lu 
conique  (A),  pris  avec  un  signe  contraire,  et  par  la  mi'me  raison 
égal  au  carré  de  la  partie  de  celle  même  droite  comprise  dans 
la  courbe  (A'),  pris  aussi  avec  un  signe  contraire  ; donc  ces  deux 
dernières  parties  sont  égales  entre  elles;  ce  qui  ne  peut  avoir 
évideinmenl  lieu,  puisque  ces  deux  parties  sont  divisées  au 
même  point  en  deux  parties  égales,  à moins  que  la  trace  P 
dont  il  s’agit,  ne  soit  une  corde  commune  aux  courbes  (A)  et 
{.A');  premier  point  qu’il  s’agissait  de  démontrer. 

Il  résulte  aussi,  de  ce  que  nous  venons  de  dire,  que  le  som- 
met O doit  se  trouver  dans  un  plan  élevé  perpendiculairement 
au  mileu  de  la  corde  /r6  ou  P,  sur  une  circonférence  de  cercle 
qui  a pour  centre  le  milieu  C de  cette  corde  et  dont  le  carré 
du  diamètre  doit  être  égal  à relui  de  /i  0,  pris  avec  un  signe 
contraire.  Second  point  qu’il  s’agissait  de  démontrer. 

Donc,  puisque  le  sommet  a et  la  trace  P du  plan  qui  passe 
par  ce  sommet  parallèlement  à la  direction  commune  des  sec- 
tions circulaires  de  l’un  et  l’autre  cône  A et  A',  doivent,  d’a- 
près ce  qui  vient  d’élre  démontré,  satisfaire  aux  deux  condi- 
tions énoncées  ci-dessus,  on  pourra  en  conclure,  relativement 
au  problème  qu’il  s’agissait  de  résoudre,  que  : 

Deux  sections  coniques  étant  données  dans  Un  plan,  si  l’on 
se  propose  de  les  projeter  sur  un  autre  plan,  de  manière 
((u’elles  J deviennent  des  cercles  et  qu’il  s’agisse  de  trouver 
le  centre  projetant  et  la  direction  du  plan  de  projection,  on 
commencera  par  déterminer  l’une  des  cordes  imaginaires  com- 
munes à ces  sections  coniques,  et  alors  la  question  sera  ra- 
menée à celle  qui  a été  résolue  tout  au  long  dans  l’article 
précédent. 

On  peut  remarquer  que  deux  sections  coniques  quelconques 
se  coupant  en  général  en  quatre  points,  ces  courbes  peuvent 
avoir  dans  le  même  cas,  six  cordes  communes;  donc  la  quan- 
tité »,  qui  détermine  l’inclinaison  de  ces  cordes,  peut  avoir 
aussi,  en  général,  six  valeurs  différentes. 

Nous  donnerorts  par  la  suite,  un  moyen  de  construire  gra- 
phiquement, dans  de  certains  cas,  les  cordes  communes  à 
deux  sections  coniques  lors(ju’on  les  suppose  décrites.  Quant 
a présent,  nous  nous  bornerons  à faire  observer,  d’après  ce  qui 
a été  dit  précédemmeni,  que  le  problème  en  question  ne  sera 
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soluble  géométriquement,  qu’autant  que  parmi  les  cordes 
communes  aux  deux  sections  coniques  données,  il  y en  ait 
qui  ne  rencontrent  ni  l’une  ni  l’autre  de  ces  courbes;  mais 
qu'il  faut  cependant  qu’elles  ne  cessent  pas  d’exister,  c’est- 
à-dire  qu’elles  soient  do  l’espèce  de  celles  que  nous  avons  ap- 
pelées dans  des  Notes  sur  la  Tiéométrie,  du  nom  de  cordes, 
de  sécantes  idéales;  les  distinguant  ainsi  de  celles  qui  sont 
entièrement  illusoires  et  impossibles  à construire,  même  en 
direction. 

Quoi  qu’il  en  soit,  il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dé- 
montrer, qu’il  est  généralement  possible  de  projeter  deux 
sections  coniques  suivant  le  système  de  deux  cercles,  quoi- 
qu’il y ait  certaines  positions  relatives  de  ces  courbes  pour  les- 
quelles la  projection  soit  impossible,  comme  cela  arriverait, 
par  exemple,  si  ces  courbes  s’entrecoupaient  en  quatre  points 
distincts  nu  confondus. 

Mil. 

Nous  venons  de  démontrer  par  des  considérations  do  géo- 
métrie, le  sixième  principe  de  ce  Mémoire,  en  nous  appuyant 
pour  cela,  sur  la  démonstration  algébrique  du  cinquième  prin- 
cipe. On  pourrait  désirer  en  connaître  une  démonstration  di- 
recte et  fondée  sur  la  seule  analyse  algébrique.  C’est  ce  que 
je  me  propose  de  faire  actuellement,  non  afin  de  donner  à la 
première  démonstration  une  plus  grande  certitude  dont  elle 
n’a  pas  besoin,  mais  pour  avoir  occasion  de  démontrer  une 
propriété  nouvelle  et  assez  intéressante  des  courbes  du  se- 
cond degré.  Cependant,  au  lieu  de  considérer  en  général,  le 
système  de  deux  sections  coniques  quelconques,  nous  suppo- 
serons, afin  d'abréger  les  calculs,  que  l’une  de  ces  courbes 
soit  une  circonférence  de  cercle,  ce  qui,  évidemment,  ne  di- 
minuera en  rien  la  généralité  de  la  solution. 

Supposons  donc  pour  simplifier,  que 

(9)  CX^-h  I = O 
soit  ré(|uation  de  la  section  conique,  et 

(10)  a'  x' + d' y -h  e' X -)-  i = o 

celle  du  cercle  dont  il  s^’agit.  Soient  toujours  a,  pet  7 les  coor- 


Digitized  by  Google 


4ia  VU*  ET  DERNIER  CAHIER.  - RÉSUMÉ 

données  inconnues  du  sommet  commun  aux  deux  cônes  qui 
ont  pour  bases  les  deux  courbes  données  (9)  et  (lo);  suj)po- 
sons,  de  plus,  que  ^ et  0 représentent  les  angles  qui  déter- 
minent la  position  du  nouveau  plan  des  ar'r',  lequel  doit 
couper  ces  surfaces  coniques  suivant  des  circonférences  de 
cercles,  comme  dans  la  question  précédente.  11  .s’agit  donc  de 
trouver  les  valeurs  des  cinq  inconnues  a,  p,  y,  6 et  y,  de  façon 
que  les  cônes  et  le  plan  des  x'r'  remplissent  la  condition  pré- 
cédemment indiquée. 

Puisque  le  plan  des  x’y'  doit  couper  le  cône  qui  a pour 
base  la  courbe  (9),  suivant  une  circonférence  de  cercle,  on 
doit  avoir  évidemment  les  é(]uations  de  condition  (3)  et  (4) 
trouvées  (p.  393,  n”  IV).  Pour  obtenir  les  équations  de  condi- 
tion relatives  à la  seconde  surface  conique,  il  faut  supposer 

a— a',  b=o,  c^a',  </=«/'  et  e = e', 

dans  les  équations  générales  de  condition  trouvées  au  même 
endroit,  et  relatives  à la  courbe  du  second  degré  qui  a pour 
équation 

«r’-I-  /'■*■/-!-  cx^ -h (/y  + ex  -|-  i =0; 

cela  donnera  ainsi  les  deux  équations  suivantes,  (}u’il  faudra 
joindre  aux  é(|uations  (3)  et  (4)  : 

sin’y  («'  p’-l-  a' a'-i-d' P -ye' a+  1)4-  a’ 7’ cos’ y 
-+-sinflsin(ycosŸ(2rt'p-+-(/')7 — cosSsiiiif  cosif(2fl'a-t-c')7=«'7% 
— cos0sin(f(2«'p  -t-  f/')7  — sinSsiiiy  (2fl'a  4-  e')y  = o. 

Supprimant  les  facteurs  inutiles  dans  ces  dernières  équations 
comme  répondant  à des  solutions  particulières,  savoir  sin  7 
dans  la  première,  7 et  siny  dans  la  sccomle;  divisant  la  pre- 
mière par  sinç,  la  seconde  par  cosO,  remplaçant  ensuite  cot^ 
par  X el  tangfl  paru,  comme  on  l’a  fait  (p.  393),  elles  devien- 
dront , 

(I.)  i rt'(p’4-a’  — 7’)  + ,/'P4-«':<-^i 

I 4-  7sin0{2a'p  — 7 cos 6 (2 «'a  4-  e')x=-o, 

(12)  2rt'p  4- r/'4- (2fl'a  4- e')w  = O. 

On  a ainsi  quatre  équations  de  condition  (3),  (4),  (n),  (>’•). 
pour  déterminer  les  ciii(|  inconnues  a,  p,  7,  x t'I  "•  H semblerait 
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d’après  cela  qu’aucune  de  ces  inconnues  ne  doit  être  con- 
stante; mais  cela  n’est  pas  en  réalité,  comme  nous  allons  le 
voir  en  cherchant  à éliminer  des  quatre  équations  précédentes 
les  inconnues  p,  7 et  x- 

On  peut  d’abord  commencer  j)ar  éliminer  x entre  les  équa- 
tions (3)  et  (4);  cette  opération  a déjà  été  exécutée  (p.  394), 
et  a donné  pour  résultat  final  l’étiuation 


(5) 


— c’a’u'-f-  [c  — a -+-rtc(p’ — a’) — C’a’-I-  e{a  — c)7*]  w‘ 
-4-[c  — rt  -f-  rtf(p’ — P’-l-  a(n  — cjy’ju’-f-  rt’P’=  o. 


On  peut  ensuite  éliminer  la  même  quantité  x entre  l’équation 
(4)  et  l’équation  ( 1 1),  ce  qui  donnera,  en  supprimant  le  facteur 
commun  7, 


a’ — 7’)  -|-  </'p  -t-  c'a  -t-  I np  -f-  Caw  _ 

aa'a-f-e' — w (2«'p -J- <f')  (c  — «)<»’ 


chassant  les  dénominateurs  de  cette  équation  et  observant  que, 
d’après  l’équation  (12),  on  a 

2fl' P -+-</'=  — (2rt'a-f-e')w, 


il  viendra,  toutes  réductions  faites. 


(i3) 


a' (a  — c)  «7*  = (2 «'  a -f-  c')  ( I -I-  m’) P -t-  c ïw) 
— (c  — rt)  [a'(p’-t-  a’)  -f- </' P -1-  c'a -|-  i]m. 


On  a maintenant  les  trois  éijuations  {12),  (5)  et  (i3),  qui  ne 
renferment  plus  x>  p*  ’D"  remplacent  les  (juatre  trouvées  d’a- 
boril.  On  peut  immédiateinent  éliminer  l’inconnue  7 entre  ces 
nouvelles  é(iuations  puisque  l’équation  (12)  en  est  indépen- 
dante; il  suffit  de  mettre  dans  l’équation  (5)  pour  («  — c)y’  sa 
valeur  tirée  de  l’équation  (i3)  : elle  devient  ainsi,  réductions 
faites  et  sans  ordonner. 


— r^ 


[ 


1^- 


(rt' — c)  (c  — rt)6>-t-2en'rp’w  — 2rt'c’a’i»  — rv/'p’ 
-t-c(2m;'ap-l-2C«'a’*i-t-a«''p-(-ct.’'aw)  (1  -I-w’) 

. — c(c  — n)(c/'p-(-c’*)w 
— «)  (c  — «)w  — -)-2«'rt’p’6i 

_f-  I -t-n{2rtrt'ap-f-2f«'a’'.i-+-«c'p-t-rc'a»i){i -f- w’) 

-n{i — rt)  (f/'p-f-  c'xju 


1 

I W-I-«’rt'p’=  O. 
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Il  ne  reste  plus  maintenant  qu’à  éliminer  p entre  cette  équa- 
tion et  l’équation  (12),  qui  donne 

i2«'a-)-e')M  — </' 

S = ; ; 

‘ 7.  a 


on  obtiendra  ainsi  une  éciualion  finale  qui  devra  être  fjéné- 
ralement  en  « et  a.  En  substituant  donc  dans  l’équation  ci- 
dessus,  pour  P sa  valeur,  il  viendra,  après  avoir  ordonné  et 
simplifié  autant  que  possible,  l’équation  suivante 


(■4) 


c»  r 


(f — ii][n — f)-l- 


cV/’> 

cne'^  I 

4"' 

7.  «'  J ^ 

rt’ 

..1  1 — 

w -y—  / , — 

4 fl' 

L’inconnue  a ayant  disparu  d’elle-même  de  eeite  équation, 
il  s’ensuit  que  la  valeur  de  w est  entièrement  déterminée  ; donc 
il  n’y  a en  général  que  six  positions  du  pian  x'y  qui  puissent  ' 
résoudre  la  question. 

Supposons  maintenant  (|ue  l’on  ait  tiré  l’une  quelconque 
des  six  valeurs  de  <■>  fournies  par  l’équation  (i4),  et  qu’on  l’ait 
substituée  dans  les  trois  équations  (12),  (5)  et(i3),  où  n’entre 
plus  X et  qui  sont  telles  que,  en  éliminant  entre  elles  les  in- 
connues P et  7,  on  trouve  pour  résultat  l’équation  (i4),  il  est 
évident  que  la  substitution  de  w faite,  on  obtiendra  trois  équa- 
tions dont  une  sera  la  conséquence  des  deux  autres,  ür  w 
étant  considéré  comme  une  constante  déterminée,  ces  trois 
équations  seront  celles  de  trois  surfaces  sur  lesquelles  le  sont- 
met  oc  est  nécessairement  situé;  d’où  l’on  peut  conclure  d’a- 
près ce  qui  précède,  que  les  deux  surfaces  (5)  et  (i3)  du  se- 
cond degré  se  coupent  suivant  une  courbe  aussi  du  second 
degré  et  qui  est  située  dans  un  plan  vertical  représenté  par 
l’équation  (12). 

En  remplaçant  dans  cette  même  équation,  les  indéterminées 
a et  P par  les  variables  générales  x et  y,  on  pourra  lui  donner 
celte  nouvelle  forme 


(.5) 


X 


I d' -y  a' V 

-y ^ 

w 7.(1  ta 
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Donc  le  plan  verlical  sur  lequel  le  sommet  du  cône  est  situé 
d’après  les  conditions  du  problème,  est  perpendiculaire  à la 
trace  du  plan  x'r'  sur  le  plan  des  xjr.  De  plus,  l’équation  (5) 
de  la  surface  sur  laquelle  ce  sommet  doit  être  aussi  situé, 
étant  absolument  de  même  forme  que  l’équation  (7)  trouvée 
précédemment,  quand  on  y remplace  a,  p et  y par  les  variables 
X,  et  2,  et  qu’on  l’ordonne  par  rapport  à ces  variables,  on 
pourra  en  conclure,  d’après  ce  qui  a été  prouvé  alors  (ce  qu’il 
est  inutile  de  démontrer  de  nouveau  ici),  que  la  surface  dont 
il  s’agit  est  coupée  suivant  une  circonférence  de  cercle  par  le 
plan  (i 5),  et  par  conséquent  que  le  sommet  a est  situé  sur  une 
pareille  courbe. 

On  voit  déjà  les  conséquences  découvertes  dans  l’article 
précédent,  se  reproduire  ici  avec  les  mêmes  circonstances; 
mais  poursuivons. 

L’équation  du  plan  des  x'y'  étant,  en  général  (p.  Sqi),  de 
la  forme  2 = — tang  y sin  9^)  + lang  y cos  9x,  celle  du  plan  qui 
lui  serait  mené  parallèlement  par  le  sommet  a du  cône  sera 


2 — y = — tangŸ  sin  9 ( >• — p ) + tang?  cos^{x  — a). 


et  par  conséquent,  l’équation  de  la  trace  de  ce  plan  sur  celui 
des  xy,  sera 


X = vy  -(-a  — «P  — 


7 . 

langf  cos  9 


Mettant  dans  cette  équation  pour  coty  ou  x,  sa  valeur  tirée  de 

.. . . , , .J  rtpcos9  7+- casin9 

I équation  (4.  p-  SgS),  qui  donne  X=  ^ ^ > et 

et  remplaçant  tang9  par  la  constante  déterminée  «,  elle  de- 
vient 


X = uy  -t-  a — «p  — 


«p  -t-  rua 
(c  — rt)sin6cos0 


= »>v-t- 


a[(c — rt)  sin  9 cos  9 — cw]  — p[(c — rt)sin9cosO,M-f-n] 
(c  — rt)sinOcosO 


Or  nous  avons  déjà  trouvé  que 

(c  — rz) sin  9 cos 9 — cu  = — a{a-\-ca')  cos’O, 
(c  — a)  si n 9 cos 9 . u -|-  n = (fl  -+-  cw’  )cos’ 9 ; 
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donc  il  viendra  pour  l’équation  de  la  trace  en  (juestion 


X - Wj 


M») 

(c  — a)b> 


En  menant  dans  cette  équation,  pour  p,  sa  valeur 

il'  fl'  w 


P = — wa  — ■ 


la' 


tirée  de  l’cquation  (f?.),  il  viendra 

{ a ctui‘){il  “H  o’ w ) 


(.G) 


jr  = w)--I-  • 


2 rt'(c  — rt)w 


Si  nous  posons,  j)Our  comparer  cette  équation  avec  ré(iua- 
lion  X = K de  la  question  précédente  ( p.  3<)7  ), 

(n -I-cm=  c'w)  ,,  , d'-\-a'u  (c — fl)K 

K , (1  OU  = ; ^ î 


2«'(f «)w 


a -t-  fw’ 


l’équation  (i5)  du  plan  qui  renferme  le  lieu  des  sommets  a, 
preiuira  la  forme 

..  (c  — fl)K 
a -t-  cw- 


- r 


Otte  équation  ainsi  que  l’équation  (i6)  étant  absolument  de 
la  même  forme  que  les  équations  (6)  et  æ:  = mî--i-K  de  la 
première  démonstration  (V,  p.  Sgq),  on  en  tirerait  absolument 
les  inèinés  conséquences. 

Mais,  au  lieu  de  suivre  cette  marche,  montrons  directe- 
ment que  l’équation  (i6)  ou  x = w)--f-K,  représente  ^un(^ 
des  six  cordes  communes  au  cercle  et  à la  eourlxî  donnés,  et 
<|ue  si  on  y met  successivement  pour  i»  les  six  valeurs  fournies 
par  ré(|uation  (i4)i  elle  donnera  les  éciuations  mêmes  des  six 
cordes  correspondantes. 

Appelons  x'  et  y'  les  coordonnées  de  l’un  des  quatre  points 
communs  aux  deux  courbes  (9)  et  (10)  en  ipiestion,  x"  et  r" 
les  coordonnées  d’un  autre  quelconque  de  ces  points;  ces 
coordonnées  devant  satisfaire  aux  équations  de  ces  courbes. 
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oii  aura  cvidemincnt  les  quatre  éqiialions  de  eondilion, 

(rt)  I = O,  fc)  a'y'^-h a' x'-+  i/'r'-j-e'x' -h  1=0, 

(h)  cx"^  + i = O,  ((/)  a'r"'-ha'jr"^-yiJ'y''-\-e'x'’+i—o. 

Appelons  w,  la  lariftenle  de  l'angle  (|ue  l'orme,  avec  l'axe  des 
r,  la  corde  qui  joint  les  deux  points  x'  et  x",  on  aura 

o>,  = d’oii  x" —x'  = u,{y"  ~y’). 

y”—  y' 

11  s'agit  maintenant,  pour  obtenir  la  valeur  de  w,,  dV'liminer 
x',  y,  x"  et  y"  entre  les  ciii(|  éi|uations  précédentes. 

Pour  cela,  retranchant  d'abord  l'équation  (c)  de  {d),  il  vient 

[x'  + x]  +,r{y-y')  ^-r'{x"- x')  = o. 

Mettant  pour  x" — x'  sa  valeur  «■(r" — .r')  et  divisant  |Kir 
y" — y',  on  aura  rét]uation 

(i'(  y"-h  y'  ) -+-  n'  o>,{x"  -hx’)-h  il'  -t-  c'  w,  = o, 

qu'on  peut  mettre  sous  cette  forme 

II' {y"  — ) -1-  rt' a>, {ar"  — x'  ) -t-  ?. a' y'  -+-  a ii'  w,x' -H  d'-y  c'  w,  = o. 

Mettant  de  nouveau,  pour  x" — x',  sa  valeur  — )•') 
dans  ci'tle  équation,  on  en  tirera 

. , 2.a'y' -y  2ii' o>x' -y  d' -i-e'ot, 

y" y'  = : 

Traitant  de  même  les  é(|ualions  (»}  et  (A),  on  en  di'-dnira  c(>u<‘ 
autre  expression 

„ , 2ay'+2Cu,x' 

y" — >•  = 

ir-yciü] 

F^galaiit  ces  deux  valeurs  entre  elles,  on  obtient 

■}.lty'-y2ClùiX'  2rt'  v'-|- 2rt'(.>,  x'-i- f/'-l- c'm, 

rt  -H  . Il' Çi  -f—  ) 

chassant  les  dénominateurs  cl  réduisant,  il  vient  enlin- 

( 1 7 ) xn'ic  T-  rt)  {x'  — 01,  r ' ) w,  — I rt  -t-  f wj)(  f/'-i-  c'oi,  ) = O. 

I.  27 
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On  lire  de  là  immcdiatemenl 

2rt'(e  — n)u,x' — -4-  cuî) 

2(l' {c  — ft]u] 

Subsiiiiiant  celle  valeur  de  r'  dans  les  équalions  (a)  el  (c), 
on  aura 

4«'’(r  — «)’(rt-4-  — .^tia'(c  — «)(<•/'-(-  e'_w,  )(n  + rt.iî  joi^.r' 

+ «((■/'+ )’(rt-|-rw|)’-4-  4"'’(r  — = o. 

4rt"(c  — rt)’(i )w;.r'’ 

-t-  [ — 4<'<’’(r  — rr)  (//'  + c'w,)  (fl  4- c«J)  o>|  4-  4 — fl)’ wJ  4-  4fl'’c'(c  — flj’ai)]  j' 

4-fl'(r/'4-c'W|)’(fl4-rM))’ — 2n'fl'(r  — fl)  {(y'4-r'w,)  ( fl4-taij)a)î  4- 4^f”(r  — flj’w)  = O. 

Il  ne  s’agit  plus  mainienani  que  d’éliminer  x'  entre  ces  deux 
équalions  pour  avoir  l’équation  finale  en  <•>,.  Pour  cela,  je  mul- 
tiplie la  première  par  <i'(t  4-uJ),  la  deuxième  par  a4-cwî,  cl 
je  retranche  la  deuxième  de  la  première,  le  terme  x'^  disparaît 
du  résultat  aussi  bien  que  le  terme  en  x';  on  aura  donc  tout 
de  suite  l’équation  finale^ 

«rt'(^/'4-c'w,  )’(«4-cwî)’(i  -t-M))-4-  4«”(c  — fl)’(i  4-wî)wî 

— fl'(f/'4-  '■'«!  )’(fl  4-CMÎ)’(n  4-caiJ)-l-afl'rf'(r  — a)  (r/'-f-p'at,  ) (fl4-rwj) 

— 4'’*’(c  — fl)’(fl4-cw))w)  = O.  I 

En  simplifiant  cette  équation,  elle  devient 

{rf‘ — c'’r.>î)(fl4-rwî)’—  4'l'(fl  — fl')  (c  — a)  a]  — 4"'(c  — fl')(c  — fl)r.i)  = o; 

développant  et  ordonnant,  on  obllenl  enfin 

— c’c'’a>î  4-  [4a'(a' — c)(c  — a)  4-c’</'’ — 2<jce'’]«î 
■+■  [4fl’(rt' — rt)(c — fl)  4-2flCf/'’  — wJ  4-  ci‘d''‘—  o. 

En  comparant  celle  équation  à l’équation  (i4)qui  donne 
la  valeur  de  w,  on  s’assure  qu’elle  lui  devient  identique  quand 
on  la  divise  par  4«':  donc  i"  a,=.a,  et  par  conséquent, 
l’équation  d’une  corde  commune  aux  deux  courbes  en  ques- 
tion est  de  la  forme  .r  = oij4-L;  mais,  puisque  cette  corde 
doit  passer  par  le  point  (x' y'),  on  doit  avoir  la  relation 
x'  = w>  '4-  L,  qui  servira  à déterminer  la  valeur  de  L : en  com- 
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binant  ccllo  (‘qiiatiun  avec  r('M|iiniion  (17)  imiivée  dans  le 
cours  du  calcul,  cl  observant  que  w,  = w dans  cette  équation, 
>■'  disparaîtra,  et  l'on  aura  pour  déterminer  L,  l'équation 

f.a'{c  — (t)taL  — (d' e'  m)  (a  + c ) = O , 
d’où  l’on  lire  iminédiatetneiu 

I (rt -f- C w*  ) c’ w) 

•?.n'(c — rt'w 

‘ ' f 

Oonc  l’équation  de  l’ime  quelconque  des  cordes  communes 
aux  courbes  données  (9)  et  (10),  est  de  la  forme 

(fl  -t-  CM’)(rf'-t-e'6>) 

X = w V H 77 ; 

2fl  (c  — fl)w 

En  la  comparant  avec  l’équation  (16)  trouvée  ci-dessus,  et 
observant  qucwa  la  même  valeur  dans  ces  équations,  on  en 
conclura  qu’elles  représentent  la  même  droite.  Donc,  si  du 
sommet  a commun  aux  deux  cônes  qui  ont  pour  bases  les 
courbes  données  (9)  et  (10),  on  mène  un  plan  parallèle  à celui 
des  x'y'  ( qui  est  supposé  donner  à la  fois  une  section  circu- 
laire dans  l’un  et  l’autre  cône),  la  trace  de  ce  plan  sur  celui 
des  deux  courbes  sera  nécessairement  l’une  des  cordes  qui 
leur  sont  communes. 

Ainsi  l'analyse  nous  a conduits,  (|uoiquc  par  un  chemin  plus 
long,  aux  mêmes  conséquences  auxquelles  nous  étions  parve- 
nus dans  l’article  précédent.  On  voit  combien  il  est  avanta- 
geux en  certains  cas  de  faire  venir  la  géométrie  au  secours 
de  l’analyse,  et  combien  par  ce  mélange  de  démonstrations, 
il  devient  facile  d’éviter  la  longueur  des  calculs  algébriques, 
trop  souvent  nécessitée  par  les  éliminations.  Je  ne  me  ferai 
désormais,  aucun  scrupule  d’employer  ce  genre  mixte  de  rai- 
sonnement, qui  a évidemment  la  même  rigueur  que  les  dé- 
monstrations purement  géométriques  ou  exclusivement  analy- 
tiques, d’autant  qu’il  existe  telles  propriétés,  que  nous  ferons 
connaître  dans  le  cours  de  ce  Mémoire,  qu’il  serait,  sinon  im- 
possible, du  moins  extrêmement  long  et  difficile,  de  démon- 
trer de  cette  dernière  manière. 

D’après  cette  observation,  on  ne  doit  regariler  que  comme 
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un  ol)jei  (le  pure  euriosiU^  lu  (l(’monslraliun  uiiuly(i(|iic  que 
nous  venons  de  donner,  en  dernier  lieu,  du  Al'  Principe 
de  ce  M(*moire.  Ouoi  qu’il  en  soit,  voiei  une  propri(‘té  assez 
reinanpiulde  (pie  l'on  peiil  di’uluire  iinnu'diateincnl  des  calculs 
pr('*C(’‘deininenl  claldis. 

IX. 

Puisque  l’équalion  ( i4 ) a pour  racines  les  valeurs  des  lan- 
ternes Irigononuîlriques  m des  angles  0 foriiK's  par  les  cordes 
connnunes  au  cercle  et  à la  conique  donmis,  avec  l'axe  des 
coordonnées  (pii  esl  l’un  des  axes  reclangulaires  de  cetl(>  sec- 
lion  coniipie,  ei,  puisque  ceiu;  é(piation  ne  renferme  la  quan- 
lil(*  M (pi’à  la  deuxième  puissance,  on  en  pcul  conclure  évi- 
dcmmenl  (pie,  si  une  cerlaine  corde  fail  un  angle  0 avec  l’axe 
des  y,  il  en  exislc  une  aulre  ipii  lui  esl  conjuguée  el  fail 
nécessairemeni  un  angle  de  200" — 0 avec  ccl  axe;  de  sorli' 
(pie  la  direciion  de  ce  dernier  divise  en  deux  jiarlies  égales, 
l’angle  formé  par  ces  deux  cordes. 

Soienl  donc  (0)  el  ( V)  un  cercle  el  une  courbe  du  second 
degré  qui  se  coupcnl  en  quaire  jioinls  n,  b,  c cl  (/;  il  esl  aisé 
de  reconnallrc,  en  examinanl  le  cas  (lariiciilier  où  les  cenlres  (; 
el  .\  se  confondciil,  ipie  deux  cordes  li'lles  (|uc  eu:  cl  tul  ipii  se 
coiipeni  ailleiii's  que  sur  les  courbes  domiées,  en  un  poinl  O, 

Fiy.  165. 

P 


soni  l’iine  à l’égard  de  l'uiilre  dans  le  cas  donl  il  s’agil.  Donc, 
d’après  C(*  (|iii  précède,  si  l’on  divise  l’angle  aob  (pi’elles  for- 
mciu  en  deux  (larlies  égales  jiar  la  droile  op,  celle  droile  sera 
parallèle  à l'un  des  axes  de  la  courbe  (\),  el  par  suilc,  si  l’on 
divise  aussi  le  supplémcnl  bor  de  C(“i  angle  en  deux  parties 
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égales  pur  la  droiic  o//,  celle  tlruiUï  sera  i)arallèle  à l'aulre  axe 
(le  la  cuiii(|tie.  On  voit,  d’aprè's  cela,  (pi'une  coiirb(“(  \)  du  se- 
cond degré  élanl  iracée,  il  esl  très-facile  de  délerminer  la 
direction  de  ses  axes  reclangnlaints. 

On  peut  reinar(|uer  (pie  les  deux  autres  cordes  uh  et  vit, 
aussi  bien  i|ue  les  cordes  ad  et  hv,  sont  dans  le  im'une  cas  i|ue 
les  deux  premières,  et  tiu'ainsi  elles  jouissent  de  la  inèine  pro- 
priété à l’égard  des  axes  principaux. 

Quand,  au  lieu  d’un  cercle  et  d’une  section  coni(|ue,  on  con- 
sidère en  général  les^xslènie  de  deux  courbes  du  second  degré 
(jui  SC  coupent,  la  propriété  (|ue  nous  venons  de  démontrer 
n’a  plus  lieu  alors;  mais  il  existe  pour  ce  système  une  pro- 
priété analogue  dont  la  démonstration,  i|ui  ne  serait  pas  à sa 
place  ici,  sera  donnée  dans  la  111'  Partie  de  ce  Mémoire  {*). 

VIP  Piuscii'K.  — Le  svslème  de  plusieurs  coni(|ues  ayant 
une  corde  commune  sur  un  plan,  peut  être  considéré,  en  gé- 
néral, Comme  la  projection  plane  du  sy  stème  d’un  même  nom- 
bre de  cercles  dans  Iei]uel  la  projection  de  la  eorib;,  commune 
est  passée  à l’inlini;  de  sorte  ijue  tout  faisceau  de  droites  i|ui 
concourent  en  un  même  point  de  la  corde  commune  du  pre- 
mier système,  a pour  projection  (Princ.  III)  un  faisceau  de 
droites  parallèles  dans  le  second. 

(ie  Principe  est  une  consériuence  immédiate  (b*  celui  qui 
porte  le  n"  \'l.  Pài  effet,  imaginons  (jue,  du  milieu  de  la  corde 
commune  aux  sections  coni(|ucs  dont  il  s’agit,  on  élève  un 
plan  perpendiculaire  à celle  corde;  ipie  l’on  décrive  ensuite, 
de  ce  milieu  comme  centre,  une  circonférence  de  c(‘rclc  située 
dans  ce  plan  et  satisfaisant  à la  condition  (|ue  le  carré  de  son 
diamètre  soit  égal  au  carré  de  la  longueur  de  la  corde  pris  avec 
un  signe  contraire  ([i.  4o5,y/g'.  1Ü2),  il  esl  évident  (pie  cbacun 
des  points  de  celle  circonférence  S(!ia  tel,  que  si  on  le  consi- 
dère comme  le  point  projetant  de  deux  des  sections  coniques 
considérées,  les  surfaces  coniipies  correspondantes  seront 


f*)  Celle  UP  Partie  n’existe  pas,  mais  on  prendra,  dans  les  Notes  qui 
suivent  ce  volume,  une  idée  des  reclierches  analytiques  que  j’avai.s  entre- 
prises à ce  sujet,  et  tpie  mon  lirusijue  départ  do  SaralulV,  en  juin  iBi.j, 
ne  me  permit  pas  de  terminer  et  de  rédiger  compléleinent. 
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susceptibles  d’être  coupées  suivant  des  cercles  par  un  plan 
quelconque  mené  parallèlement  à celui  qui  passe  par  ce  point 
et  par  la  corde  commune.  Or,  toutes  les  sections  coniques 
données  ajant,  par  hypothèse,  une  même  corde  commune, 
il  est  clair,  quel  (lue  soit  le  couple  de  celles  que  l’on  consi- 
dère, (]ue  le  cercle  sur  lequel  le  point  projetant  arbitraire  doit 
se  trouver  situé,  aura  même  position  et  même  grandeur  que 
le  cercle  d’abord  mentionné.  Donc,  le  point  choisi  précédem- 
ment sur  ce  cercle,  a la  propriété  de  projeter  à la  fois  toutes 
les  coniques,  suivant  des  circonférences  de  cercles  sur  un  plan 
quelconque,  parallèle  à celui  qui  passe  par  ce  point  et  par  la 
corde  commune  aux  courbes  données;  par  où  l’on  aperçoit, 
en  même  temps,  que  celte  corde  aura  pour  projection  une 
droite  située  à i’inPini. 

D’après  ce  qui  a clé  démontré  (p.  4»5,  Jîg.  162),  la  construc- 
tion précédente  ne  cessera  d’avoir  lieu  que  quand  les  courbes 
données  auront  en  effet  quatre  points  en  commun.  Dans  tous 
les  cas  où  une  corde  commune  aux  coniques  sera  de  l’espèce  de 
celles  que  nous  avons  nommées  idéales,  cette  construction 
sera  toujours  possible,  et  l’on  voit  même  (lu’elle  le  sera  d’une 
infinité  de  manières. 

On  ne  doit  pas  conclure  <le  ce  que  les  cercles  de  projection 
ont  une  même  corde  commune  située  à l’infini,  que  ces 
cercles  aient,  pour  cela,  des  positions  particulières;  car  nous 
prouverons  tout  à l’heure,  (pi’un  système  de  cercles  situés 
d’une  manière  quelconque  sur  un  même  plan,  a toujours  une 
ligne  droite  située  à l’infini  (]ui  peut  être  considérée  comme  la 
corde  commune  à ces  cercles. 

Il  est  nécessaire  aussi  de  remar(|uer,  à l’égard  des  trois  der- 
niers principes,  qu’ils  ne  cessent  pas  d’être  vrais  même  quand 
les  sections  coniques  dont  il  est  question,  sont,  en  tout  ou  en 
partie,  des  circonférences  de  cercles. 

\'lll'  Principe.  — Un  système  de  cercles  quelconque  sur  un 
plan,  peut  toujours  être  projeté  suivant  un  système  de  sections 
coniques  qui  ont  une  même  corde  commune,  et  ces  cercles 
peuvent  toujours  être  considérés  comme  ayant  une  autre  corde 
commune  située  à l’infini. 

Imagine/,  que,  d’un  point  quelcom|ue  *,  on  priijelle  le  sys- 
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lème  de  cercles  en  question  sur  un  plan  arbitraire  P,  il  est 
clair  par  délinition  que  ce  système  aura  pour  projection  un 
système  de  sections  coniques  situées  dans  le  plan  P. 

Considérez  maintenant  deux  quelconques  de  ces  coniques. 
Puisque  le  point  « a la  propriété  de  les  projeter  suivant  deux 
cercles  sur  l’ancien  plan,  il  est  clair  encore  que,  si  par  le 
point  a on  mène  un  plan  parallèle  à ce  dernier,  il  coupera 
le  plan  P,  des  deux  coniiiues,  suivant  une  droite  (]ui  sera 
l’une  des  cordes  communes  à ces  deux  courbes  (VP  Princ.). 
Même  chose  aurait  lieu  si  l’on  considérait  deux  autres  sec- 
tions coniques;  donc  la  droite  dont  il  s’agit  est  une  corde 
commune  à toutes  les  courbes  de  projection,  et  par  consé- 
quent (\  IP  Princ.),  le  système  des  cercles  proposés  peut  être 
considéré  comme  ayant  une  même  corde  commune,  mais 
entièrement  située  à l’inlini. 

IX"  PniNciPii.  — Le  système  de  plusieurs  sections  coniques 
assujetties  à avoir  quatre  points  en  commun  (géométrique- 
ment ou  analytiquement  parlant),  peut  être  considéré  dès  lors 
comme  ayant  pour  projection  le  système  d’un  pareil  nombre 
de  cercles,  qui  ont,  outre  leur  corde  commune  idéale,  située 
à l’infini,  une  autre  corde  commune  à distance  donnée,  iden- 
tique à celle  que  l’on  considère  ordinairement. 

En  effet,  puisque  les  courbes  dont  il  s’agit  ont  quatre  points 
communs  analytiquement  parlant,  elles  peuvent  être  considé- 
rées comme  ayant  aussi,  en  général,  six  cordes  communes; 
donc  si  l'on  ne  fait  d’abord  attention  qu’à  l’une  de  ces  cordes, 
on  conclura  (Princ.  VIP)  que  les  sections  coniques  don- 
nées peuvent  être  projetées  suivant  le  système  d’un  même 
nombre  de  cercles,  dans  lequel  la  corde  en  question  aura  pour 
projection  une  droite  située  à l’infini.  De  plus,  si  l’on  consi- 
dère la  corde  commune  aux  coniques  données  conjuguée  à 
la  première  (art.  V),  en  ce  qu’elle  ne  la  rencontre  sur  aucune 
de  ces  courbes,  et,  si  l’on  fait  attention  que  ces  cordes  sont 
tellement  liées  l’une  à l’autre  (n®lV  ) que,  si  l’une  a une  exis- 
tence géométrique,  l’autre  en  a nécessairement  une  aussi,  on 
en  pourra  conclure  que  la  corde  conjuguée  aura  pour  projec- 
tion sur  le  plan  des  cercles,  une  droite  située  à une  distance 
finie,  qui  sera  une  corde  commune  à tous  ces  cercles. 
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D'après  les  remanpics  déjà  làiles,  on  voit  que  pour  que  la 
projeriion  .soit  possible,  il  faut  tpie  la  première  des  deux 
cordes  ci-dessus  soit  de  l'espèce  de  celles  que  j’ai  appelées 
sécantes  idéales;  ç’est-à-dire  qu’elle  ne  rencontre  pas  les 
courbes  données  quoiqu’elle  ail  une  existence  géométrique; 
quant  à la  seconde  qui  lui  est  conjuguée,  elle  pourra  être 
indistinctement  réelle  ou  idéale.  Il  est  évident,  d’après  cela, 
que  les  quatre  autres  cordes  seront,  dans  celte  même  circon- 
stance, tout  à fait  impossibles  à construire,  et  par  conséquent 
illusoires;  car  autrement,  comme  elles  couperaient  nécessai- 
rement la  première,  il  s’ensuivrait  que  celle-ci  aurait  un  ou 
deux  points  en  commun  avec  les  courbes  en  question,  ce  qui 
est  contraire  à l’hypollièse. 

Tout  ceci  deviendra  très-clair  par  la  suite,  quand  nous  au- 
rons fait  connaître  les  propriétés  dont  jouissent  lés  cordes 
communes  à deux  sections  coni(|iies;  ce  qui  nous  fournira  le 
moyen  de  construire,  dans  certains  cas , la  -corde  ou  sécante 
idéale  commune  à deux  sections  coni(|ues  <lonnécs  et  la  con- 
juguée à celle  corde. 

Remarque.  — l!n  système  (pielcoinpie  de  cercles  sur  un 
plan,  devant  toujours  être  censé  avoir  une  corde  commune  à 
l’infini,  si  l’on  suppose,  de  plus,  i|ue  ces  cercles  eu  aient  une 
commune  à distance  finie,  il  est  évident  que  ces  deux  cordes 
seront  conjuguées  (uilre  elles,  et  (|ue  les  autres  cordes  (pie 
i-es  cercles  ont  en  commun,  analytiquement  parlant,  sont  tou- 
tes ipialre  illusoires  ou  imaginaires.  Donc,  d’après  ce  (|ui  pré- 
cède, le  système  d(‘  ces  cercles  peut  être  [irojeté  suivant  un 
autre  système  composé  d’un  égal  nombre  de  cercles  ayant  une 
corde  commune  à une  distance  donnée,  projection  de  celle 
ipii  (‘st  située  à l’infini  dans  le  premier  système  pour  lequel 
la  projection  de  la  corde  commune  ordinaire  est  réciproi|U(v- 
ment  situét*  à nue  distance  infinie. 

\. 

Avant  de  clore  la  première  Partie  de  ce  Mémoirts  il  est 
nécessaire  de  faire  (piel(|ues  remarques  sur  les  l’rincipes 
établis  dans  les  art.  I,  Il  et  suivants.  La  démonstration  de 
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ces  Principes  étant  entièrement  fondée  sur  la  nature  propre 
de  l’analyse  algébrique,  toutes  les  consé((uences  qu'on  en 
pourra  tirer  relativement  aux  propriétés  de  position  des  fi- 
gures, seront  vraies,  considérées  d’une  manière  purement 
analytique;  mais,  considérées  d’une  manière  géométrique, 
elles  pourront  n’ètre  (jue  d’une  vérité  conditionnelle  (<lépen- 
dante  de  la  disposition  des  parties  de  la  figure),  lorsqu’elles 
porteront  sur  quelque  grandeur  déterminée  susceptible  de 
devenir  imaginaire;  car  une  grandeur  (pii  peut  devenir  ima- 
ginaire a toujours  une  existence  algébriiiue,  mais  elle  cesse 
d’exister  au  point  de  vue  purement  géométrique. 

Dans  tous  les  autre  cas,  les  consérpiences  géométriques 
qu’il  sera  possible  de  tirer  de  ces  mêmes  principes  relative- 
ment aux  propriétés  de  position  des  figures,  seront  toujours 
vraies  d’une  manière  géornétriipie  et  d’une  manière  analyti- 
que, et  cela  aurait  lieu  même  ipiand  elles  porteraient  sur  quel- 
que grandeur  indéterminée;  pourvu  (|ue  cette  grandeur  ne 
dépende  d’aucun  radical  qui  puisse  la  rendre  imaginaire. 

Ces  remanjues  nous  conduisent  à distinguer  deux  espèces 
de  propositions,  savoir  ; celles  ipii  sont  d’une  vérité  absolue 
ou  géométrique,  et  celles  qui  sont  d’une  vérité  conditionnelle, 
c’est-à-dire,  vraies  pour  une  certaine  disposition  des  parties 
de  la  figure  et  cessant  de  l’être  pour  d’autres,  quoiipie,  dans 
tous  les  cas,  Ces  propositions  soient  vraies  d’une  manière  re- 
lative et  analytique.  Les  Principes  posés  au  connnencement 
de  ce  Mémoire,  seront  toujours  applicables  aux  propriétiis 
de  la  première  espèce,  mais  ils  pourront  ne  l’être  qu’avec 
restrictimi  à celles  de  la  seconde. 

La  première  espèce  comprend  toutes  les  propriétés  de  jio- 
sition  qui  ne  tietnient  explicitement  à aucune  grandeur  déter- 
minée ou  indéterminée  et  celles  qui,  tenant  à des  grandeurs 
indéterminées,  ne  renfermant  implicitement  aucun  radical 
dans  leur  expression  algébriipie,  ne  peuvent  devenir  imagi- 
naires. Telles  sont  toutes  les  propriétés  relatives  aux  points 
de  concôurs  des  lignes  droites,  et  celles  dont  jouissent  les 
points  ou  droites  mobiles  relativement  au  degré  de  la  courbe 
qu’(>ll(“i  engendrent  dans  leur  mouvement,  etc. 

Pour  en  doniier  un  exmnple,  supposons  (|u’il  soit  prouvé 
(|Ue,  pour  uné  certaine  disposition  générale  d'une  figure,  trois 
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lignes  droites  ou  plus,  concourent  en  un  môme  point;  il  est 
évident  que  cette  propriété  sera  toujours  vraie  géométri(]ue- 
ment;  car  l’expression  de  l’ordonnée  du  point  d’intersection 
de  deux  ou  plusieurs  droites  est  indépendante  de  tout  radi- 
cal, et  par  conséquent,  ne  pouvant  jamais  devenir  imaginaire, 
elle  correspondra  toujours  à un  point  réel  et  constructible 
géométriquement.  Il  est  de  toute  nécessité  cependant  que 
deux  de  ces  droites  soient  elles-mêmes  constructibles;  car  si 
elles  étaient  toutes  imaginaires,  l’ordonnée  du  point  en  ques- 
tion pourrait  l'êlrc  aussi;  mais  ce  cas  ne  fait  nullement  excep- 
tion, si  l’on  admet  qu’en  géométrie,  il  n’y  a pas  lieu  d’exa- 
miner les  propriétés  des  figures  qui  ne  peuvent  être  tracées 
effectivement.  En  voici  un  exemple  : 

Soient  (A)  ei(H),  fig.  i(i6,  deux  coniques  données;  imaginez 
que,  d’un  point  ni  de  la  première,  on  mène  des  tangentes  à la 
seconde  et  qu’on  joigtie  les  points  de  contact  par  une  droite 
//';  supposez,  de  plus,  que  l’on  fasse  mouvoir  le  point  m sur 

Fig.  i6G. 


sa  courbe,  la  droile  roulera,  comme  nous  le  verrons  plus 
tard,  sur  une  troisième  ligne  du  second  degré.  Or  il  semble 
évident  (jue  cette  ligne  cessera  d’exister  géométri(|uement, 
qua  nd  la  corde  tt'  ne  sera  susceptible  d’être  construite  iiour 
a ucune  des  positions  du  point  m : c’est  ce  (]ui  arrivera  quand 
la  conique  (A)  sera  entièrement  enveloppée  par  la  conique 
(B);  car  il  n’y  a plus  lieu  alors  d’examiner  quel  est  le  degré 
de  la  conique  engendrée,  etc.  Mais,  si  la  conique  (A)  n'était 
qu’en  partie  comprise  dans  la  courbe  (B),  c’est-à-dire  si  elle 
la  coupait,  la  courbe  décrite  par  la  corde  W aurait  évidem- 
ment alors  une  existence  géométrique,  puisqu’une  partie  de 
ces  cordes  seraient  susceptibles  d’être  construites,  et  qu’une 
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section  conique  est  déterminée  de  position  quand  on  connait 
cin(|  droites  aux(|uelles  elle  doit  être  tanpentc. 

La  seconde  espèce  de  propriétés  de  position  comprend  toutes 
celles  qui  tiennent  à des  grandeurs  indéterminées  pouvant  de- 
venir imaginaires  pour  des  dispositions  générales  de  la  ligure 
mais  qui  sont  réelles  pour  d’autres  : Telles  sont  généralement 
les  propriétés  relatives  à la  position  (et  non  au  degré)  de  la 
ligne  engendrée  par  le  mouvement  d’un  point  ou  d’une  droite 
mobile  par  rapport  à certaines  lignes  fixes  de  la  figure;  telles 
sont  encore,  en  général,  les  propriétés  relatives  à la  manière 
dont  la  courbe  décrite  est  liée  aux  parties  fixes  de  la  figure; 
par  exemple,  si  elle  touche  une  courbe  ou  droite  fixe,  si  elle 
passe  par  les  points  communs  à deux  courbes,  etc.  {'). 

Toutes  ces  propriétés  ne  sont  évidemment  que  d’une  vérité 
conditionnelle;  car  l’expression  de  l’ordonnée  des  points  de 
contact  ou  d’intersection  de  deux  courbes  renfermant  des 
fonctions  radicales,  cette  ordonnée  et  par  conséquent  le  point 
correspondant  pourront  devenir  imaginaires  pour  certaines 
dispositions  générales  de  la  figure,  et  partant  cesser  d’exister 
il’une  manière  géométrique. 


(*)  Les  lecteurs  s’apercevront  avec  moi,  sans  doute,  qu’il  règne  dans 
tout  CO  passage,  à force  de  généralité,  un  vague  et  une  obscurité  qu’on 
s’explique  diOicilement  après  les  éludes  géométriques  et  algébriques 
approfondies  des  V'  et  \T  Oïliiers  de  cet  ouvrage  ; notamment  si  l’on  se 
reporte  aux  propositions  réciproques  des  p.  i53  à 260,  où  l’existence  des 
courbes  enveloppes  et  de  leurs  cordes  génératrices  est  entièrement  indé- 
pendante de  la  (>osition  même  du  sommet  conjugué  de  l’angle  circonscrit. 
Q;la  prouve  qu’à  l’époque  de  1810,  où  je  quittai  l’Ecole  polytechnique,  on 
était  loin  d'avoir  des  notions  bien  arrêtées  sur  la  dé|>endance  mutuelle 
de  ce  que  l’on  a nommé  depuis,  le  pâte  et  la  polnirc  dans  les  courbes  du 
deuxième  degré;  car  l’expression  même  de  /Wrt/rc,  aujourd'hui  si  univer- 
sellement adoptée,  ne  l’a  été  qu'à  partir  de  i8i3  et  1814  où  MM.  (îergonne 
et  Servois  s’en  servirent  dans  le  t.  111  des  Annales  de  Mathenuniques 
de  Montpellier,  M.  Brianchon  lui-même,  dans  ses  Mémoires  do  1806  à 
1810,  n’avait  point  insisté  sur  la  réalité  do  l’existence  simultanée  du  pèle 
et  de  la  polaire,  et,  si  je  ne  me  trompe,  ce  ne  fut  |kis  avant  l’époque  de 
1817,  où  j’établis  la  réciprocité  complète  do  ces  éléments,  pour  deux  sec- 
tions coni<|ues  quelcomiues,  que  l’on  acquit  des  notions  un  peu  générales 
à ixl  égard. 

Néanmoins  je  m'étais  déjà  occupé,  lors  de  tiion  séjour  à l’Ecole  polytedi- 
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Si  donc,  on  avoil  Irouvc,  pour  uno  position  f'cncrjle  d’uin* 
ligure  susceptible  d’une  projection  plus  simple,  «m’un  ccrta|n 
point  niuliilc  dans  cette  projection,  décrit  une  ligne  concen- 
tri(|ue  à une  courbe  fixe,  ou  plus  géncralcinent,  qui  n’a  aucui* 
piiint  en  commun  avec  cette  dernière,  on  pourrait  bien  en 
conclure  <pie,  pour  la  disposition  actuelle  oii  la  projection  est 
censée  possible,  le  point  mobile  de  la  ligure  donnée  décrit 
aussi  une  ligne  qui  n’a  aucun  point  en  commun  avec  la  pro- 
posée; mais  on  ne  saui-ait  ariirmer  que  cela  eût  lieu  pour 
d’autres  dispositions  des  parties  île  la  figure;  car  les  courbes 
consiilérées  pourraient,  dans  certains  cas,  posséder  ries  points 
communs  et  même  l'trc  tangentes  en  ces  points. 

Dans  des  cas  semblables,  il  sci~aii  absolument  impossible  de 
pi’onoïK'er  sur  la  manière  dont  les  deux  coni(|U(*s  sont  en  gé- 
néral liées  entre  elles,  et  il  faut  alors  recourir  à un  examen  tout 
particulier  do  la  ligure.  Supposons  donc  que,  au  inojen  de  cet 
examen,  on  ait  trouvé  que  ces  coniques  ont  entre  elles  deux 
points  de  contact  communs  cffeclifs  : on  en  pourra  conclure 
qu’elles  sont  toujours  liées  rune  à l’autre  (analytiquement  par- 
lant) de  la  même  manière,  (pie  le  contact  soit  iinaginaii'C  ou 
réel  comme  dans  le  premier  cas.  Ainsi  toute  pro]rriété  de  po- 
sition (n"  I)  dont  le  système  de  ces  courbes  jouit  (|uand  elles 


iiiqiio  à propos  dü  l'épure  relative  à l'intersection  des  cllipsoïd(\s  de 
révolution  et  des  élégants  tliéori'mes  de  Monge  sur  les  (Hrinls,  les  droites 
et  pians  d’intersections  des  cercles  ou  des  sphères,  des  cas  do  possibilité 
ou  d'impossibilité  de  ces  intcr.si'clions  diverses,  ainsi  que  des  singidiércs 
dillicultés  d'interprétation  géométrique  qui  résultent  do  la  discontinuité 
dans  le  trace  par  jioints  du  lieu  des  mémos  intersections.  En  particulier, 
je  m’e\|ilii[uais  tres-bien  comment  le  lieu  du  centre  des  cordes  interceptées 
dans  un  cercle  par  les  sécantes  issues  d'un  point  ou  polo  lixu  donné,  était 
réellement  continu  dans  toutes  ses  [larties,  comme  le  montre  l'analyse  al- 
gébrique, quoicpie  ce  point  milieu  lui-inéme  ne  semble  jias  exister  géoiné- 
Iriquemenl  (tour  les  sécantes  extérieures  au  cercle  donné.  Il  sullisait  pour 
cela,  de  remarquer  que  ce  point  se  confondait  avec  le  picnl  de  la  perpen- 
dicutaii'c  abaissée  du  centre  du  cercle  sur  les  sécantes. 

Ceci  prouve,  une  fois  de  plus,  la  lenteur  avec  laquelle  l’esprit  irarvienl 
,'i  s’ouvrir  une  roule  dans  un  champ  d'idées  nouvclh's  qui  souvent  contra- 
rient des  notions  antérieurement  admises.  Mais  il  restait  à interpréter  le 
fait  d une  maniéré  générale,  par  la  théorie  géométrique  des  cordes  cl  des 
secanUxs  idéales. 
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se  loiiehenl  géométriqueincnt,  mira  lieu  meme  (juand  ces 
courbes  viendront  à ne  plus  sc  toucher  réellenicnl,  pourvu  que 
cette  propriété  soit  de  celles  de  la  première  espèce;  dans  la 
supposition  contraire,  elle  cessera  d’ètrc  vraie  si  ce  n'est  d’une 
manière  analytique. 

Il  ne  serait  pas  difficile  de  multiplier  les  exemples  propres 
à éclaircir  ce  que  je  viens  de  dire  en  dernier  lieu,  si  je  ne  crai- 
gnais d’anticiper  par  trop  sur  ce  que  je  me  propose  de  faire 
connaître  dans  la  troisième  partie  de  ce  Mémoire,  d’autant  que 
cette  troisième  partie  étant  une  application  presque  continuelle 
des  principes  ci-dessus,  pourra  servir  elle-même,  d’éclaircis- 
sement à ces  principes. 

Remarque  générale.  — Les  neuf  principes  que  nous  venons 
de  poser  relativement  à la  projection  des  lipun^s,  ne  sont  pas 
les  seuls  que  nous  eussions  pu  démontrer.  Il  en  existe  encore, 
quelques  autres  on  ne  peut  plus  faciles  à démontrer,  et  (|ui  sont 
des  consétpiences  immédiates  des  précédents.  C’est  pour(|uoi 
nous  n’en  donnerons  la  démonstration  que  quand  l’occasion 
s’en  présentera,  afin  de  ne  pas  trop  allonger  cette  première 
partie  du  Mémoire. 

Au  moyen  de  ces  principes,  d’ailleurs,  et  des  observations 
déjà  faites  dans  tout  ce  qui  précède,  on  pourra  très-souvent 
rendre  la  démonstration  d’une  propriété  de  position  extrême- 
ment simple  et  facile;  mais  il  faudra  avoir  l’attention,  quand 
la  figure  donnée  sera  susceptible  d’être  simplifiée  de  plusieurs 
manières  diffénmtes,  de  choisir  celle  de  ces  simplifications  (|ui 
conviendra  le  mieux  à la  propriété  qu’on  se  propose  de  dé- 
montrer en  particulier. 

Au  r(!Stc,  la  méthode  mixte  (|uc  nous  venons  il'cxposer  pour 
simplifier  la  démonstration  des  figures  sur  un  plan,  pourrait 
être  beaucoup  étendue  au  moyen  de  la  géométrie  des  figures 
dans  l’espace,  c'est-à-dire  île  la  géométrie  descriptive;  nous  en 
avons  eu  déjà  un  exemple  à l’art.  II.  Cela  consisterait,  comme 
on  voit,  à regarder  une  figure  plane  comme  la  projection  (pers- 
pective) ou  comme  l’intersection  d’une  figure  dans  l’espace,  et 
à conclure  des  priqiriétés  de  cette  dernière  celles  de  la  figure 
primitive,  en  se  servant  pour  cela,  îles  principes  généraux  de 
la  géométrie  de  Monge. 
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Jo  ne  me  .servirai  pas  de  ce  dernier  moyen,  parce  qu’il  ne 
s’applique,  en  général,  (jii’à  irès-peu  de  propositions;  ce  qui 
provient  de  ee  qu’il  est  encore  plus  difficile  de  déeoiivi’ir  les 
propriétés  des  figures  de  l’espace  (pie  celles  des  figures  planes. 
Les  principes  précédents  suffiront  seuls,  pour  démontrer  les 
propositions  que  nous  avons  en  vue. 


DEUXIÈME  PARTIE. 

PROPRIÉTÉS  DESCRIPTIVES  ET  LINÉAIRES  LES  PLUS  SIMPLES 
DES  FIGURES  SITUÉES  SUR  UN  PLAN. 

Nous  avons  déjà  dit  que  l’objet  de  cette  seconde  partie  est 
d’appliquer  les  principes  précédents  à la  démonstration  des 
propriélés  de  position  dtijà  connues.  Nous  aurions  pu  nous 
borner  à quelques  exemples  choisis  parmi  les  plus  marquants; 
mais  comme  la  plupart  de  ces  propriétés  sont  dispersées  dans 
plusieurs  ouvrages  différents,  et  que,  par  la  suite,  nous  serons 
obligés  d’y  avoir  recours,  nous  avons  cru  n’en  devoir  omettre 
aucune.  On  pourra  s’apercevoir  que  ces  propriétés  sont,  en 
grande  partie,  des  conséquences  les  unes  des  autres,  et  c’est 
aussi  la  mani(';rc  dont  elles  ont  été  démontrées  d’abord;  mais, 
à l’aide  des  principes  de  projection,  elles  seront  démontrées 
chacune  isolément  et  immédiatement;  ce  qui  est  l’un  des 
grands  avantages  offerts  par  ces  principes. 


• Si  deux  triangles  ABC  et  abc  (Jig.  iC^)  sont  tels,  que  les 
ciAtés  respectifs  AB  et  ab,  BC  et  bc,  AC  cl  ac  se  coupent  en 

V 

Fin.  167. 
c 


trois  points  I,  L,  K situés  en  ligne  droite,  les  droites  Ce,  A a 
et  B/>,  joignant  deux  à deux  les  sommeLs  opposés  à ces  côtés. 
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passent  par  un  même  point  0,  (nielle  que  soit  d’ailleurs  la  dis- 
position relative  des  deux  triangles. 

En  effet,  d’après  le  II'  Principe,  la  figure  peut  être  consi- 
dérée comme  la  projection  de  deux  autres  triangles  dont  les 
côtés,  pris  deux  à deux,  concourraient  à l’infini  ou  seraient 
parallèles,  tels  que  les  triangles  A'B'C',  a'b'c'.  Or  il  est  visible, 
et  il  n’est  pas  nécessaire  ici  de  démontrer,  que  ces  derniers 
triangles  sont  tels,  que  les  trois  droites  \'a',  B'h'  et  Ce'  vien- 
nent se  couper  en  un  même  point  0',  quelle  que  soit  la  situa- 
tion de  ces  triangles;  donc  (Art  II,  I”  Partie ) les  deux  triangles 
ABC  cl  abc  d’abord  considérés  jouissent  de  la  même  propriété. 

La  proposition  réciproque  est  également  vraie  et  pourrait  se 
démontrer  d’une  manière  analogue,  ce  qu’il  est  inutile  de 
faire  puisqu’elle  est  une  conséquence  immédiate  de  la  pre- 
mière. Ainsi  donc,  quand  deux  triangles  ABC  et  nèc  seront  tels 
que  les  trois  droites  Ce,  B b,  A«,  qui  joignent  deux  .à  deux 
leurs  sommets  respectifs,  se  couperont  en  un  même  point 
O,  on  pourra  en  conclure  que  les  trois  points  I,  K et  L,  où  se 
coupent  les  cotés  respectivement  opposés  à ces  sommets,  sont 
situés  sur  une  seule  et  même  ligne  droite  IL. 

IL 

Soit  KCIt!  ijig-  i68)  un  quadrilatère  quelconque;  si,  d’un 
point  L de  l'une  de  ses  diagonaks  Kl,  on  mène,  dans  ce  qua- 

Fig.  iG8. 


K 


drilatère,  deux  sécantes  arbitraires,  La  et  LA,  qui  coupent  ses 
côtés,  non  prolongés,  aux  points  respectifs  A,  B,  b cl  a;  que 
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l’on  joigne  ensnilc  les  poinis  II,  h ei  a par  dciiv  lignes  droi- 
tes Pt  ces  deux  droites,  en  quelf|ue  sorte  réciproques 
des  précédentes  et  conjuguées  entre  elles,  se  couperont  en  un 
point  O situé  sur  la  diagonale  (’.c,  rêciproqitp  et  conjii^ii»^e  a 
l’égard  de  la  première  Kl,  puisqu’elles  s’engendrent  l’une  par 
l’autre,  et  qu’il  existe  ulic  troisième  droite  V X,  nommée  atissi 
diagonale. 

Cette  propriété  est  une  suite  nécessaire  de  celle  du  n"  1, 
fig.  167,  et  n'en  diffère  que  paree  qu’elle  est  énoncée  d’une 
autre  manière.  Kn  effet,  si  l’on  considère  les  deux  triangles 
ABC  et  nbc  qui  font  partie  de  la  //jg.  1O8,  il  est  clair,  d’iqtrès 
l’énoncé  (1),  t|uc  leurs  côtés  respectifs  se  coiqienl  deux  à 
deux  en  trois  points  L,  I,  K situés  en  ligne  droilè;  or,  suivant 
ce  qui  précède,  les  trois  droites  Ce,  et  Bè,  joignant  les 
sommets  opposés  à ces  côtés,  se  coupent  bien  en  un  seul  et 
même  point  O. 

Si  l’on  réunissait  les  quatre  intersections  a.  B,  A,  b par  les 
droites  nB  et  A/>,  leur  point  de  rencontre  ne  se  trouverait  ni 
sur  l’une  ni  sur  l’autre  des  diagonales  Ce  ou  Kl.  Mais  si,  au 
lieu  de  prendre  le  poitit  I.  sur  la  diagonale  Kl,  on  l’eût  pris 
sur  la  troisième  diagonale  V\,  ce  point  d’interseetioii  se  serait 
trouvé  sur  la  diagonale  Ce,  comme  il  est  facile  de  s’en  assurer. 
Ainsi  ces  trois  diagonales  jouissent  des  mêmes  propriétés  réci- 
proques à l’égard  les  unes  des  autres. 

Enfin  on  )ieut  remarquer  que  si  l’on  jirend  les  points  Cet  O 
sur  la  troisième  diagonale  VX,  les  deux  droites  \ b et  Bn  se 
couperont  au  centre  même  7,  du  cpiailrilatèn*  prtqiosé. 

I 

III. 

Soictit  .\0  et  BO  ij'ii-  ifi;))  deux  droites  qucicompies  qui 
se  coupent  au  point  O;  1,  K et  L trois  points  donnés  sur  une 
autre  ligne  droite;  par  le  point  1 soit  menée,  dans  l’angle  .\()B. 
la  sécante  arbitraire  Ib,  (|ui  couptî  les  côtés  de  cet  angle  (ui 
deux  points  a été;  .soient  menées  ensuite  les  deux  droites  K a 
et  IJ>  se  coupant  en  un  derniiT  point  c;  jedisqiic,  si  l’on  vient 
à faire  varier  la  sécante  \nb  autour  du  |>oint  I,  comme  [)ôle,  et 
(|u’on  fasse  pivoter  en  même  lenqis,  les  droites  Ku  et  Lô, 
cumme  ou  l’a  dit  précédemment,  autour  des  deux  autres  points 
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K Pt  L,  le  point  <?  décrira  dans  son  nioiivement,  une  droite  ('O 
qui  passera  par  le  soinniet  O de  rangle  donné  AOB. 

Cette  propriété  est  une  conséquenre  très-simple  de  la  pre- 
mière. En  effet,  si  l'on  considère  le  point  mobile  c dans  deux 
quelconques  do  scs  positions  c et  C , il  sera  facile  de  voir, 
d’après  la  Propos.  11,  (|ue  les  triangles  abc  et  AW;  étant  tels, 

% Fig.  i6t). 


que  leurs  côtés  homologues,  pris  deux  à deux,  se  coupent  eu 
trois  points  1,  K et  L situés  en  ligne  droite,  les  droites  An, 
Ce,  B6  qui  joignent  aussi,  deux  à deux,  les  somnu'ts  opposés 
à ces  côtés,  vont  toutes  passer  par  un  même  point  O,  et  (pie 
par  conséquent,  comme  il  en  serait  ainsi  egalement  du  trian- 
gle abc  avec  un  autre  triangle  quelconque  A'B'C'  construit 
d’une  pareille  manière,  tous  les  sommets  C,  C',  etc.,  seront 
situés  sur  la  même  droite  Oc. 

Au  reste,  on  aurait  pu  démontrer  cette  propriété  directe- 
ment ainsi  que  la  première,  à l'aide  du  11'  Principe,  ce  (pii  eôt 
été  tout  aussi  simple. 

Béciproquement,  si  l'on  assujettissait  toujours  les  côtés  ab 
et  ac  du  triangle  mobile  abc  à passer  par  les  pôles  1 et  K,  et 
que  l’on  fit,  de  plus,  parcourir  une  droite  donnée  Oc  conte- 
nant le  point  O,  au  sommet  c,  qui  était  libre  précédemment, 
le  troisième  côté  bc  de  ce  triangle  passerait  dans  toutes  ses 
positions  par  le  point  L,  situé  sur  la  même  ligne  droite  que 
les  pôles  donnés  1 et  K. 

Cette  dernière  remarque  peut  servir  à mener  d’un  point 
donné  a,  par  exemple,  une  ligne  droite  «O  qui  aille'concourir 
I.  2iS 
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avcr  deux  droites  données  Cü  et  Bü  iloiil  le  point  de  reii- 
ronlre  O,  serait  lrès-éloif;né,  et  on  ne  se  servant  que  du  se- 
cours seul  de  la  règle.  Bout  cela  faire,  on  prendra  arbitraire- 
ment deux  points  ou  pèles  I et  K qu'on  joindra  chacun,  avec 
le  point  a,  ce  qui  donnera  deux  droites  K«  et  la,  dont  l’une 
coupera  cO  au  point  v,  et  l’autre  èO  au  point  l>;  on  tracera 
ensuite  hc,  (jiii  donnera  par  sa  rcnconire  avec  la  droite  IK  pro- 
longée, le  troisième  pôle  L.  Ce  pôle  une  fois  trouvé,  on  con- 
struira un  second  triangle  BCA,  dont  le  sommet  A appartiendra 
à la  droite  demandée  nO. 

IV. 

Soient  ao,  eo  (fig.  fjo)  deux  droites  quelconques  se  cou- 
pant au  point  o;  si,  d’un  point  s arbitraire  on  mène  autant  de 
sécantes  sa,  sb,  etc.,  que  l’on  voudra  et  qu’on  joigne,  deux  à 
deux,  leurs  intersections  avec  les  droites  données  ao  et  eo, 

Fi(î  170. 


comme  cela  est  iruliqué  sur  la  figure,  c’est-à-dire  le  pointa 
avec  le  point  f,  le  point  b avec  le  point  e,  et  ainsi  de  suite 
en  prenant  quatre  à quatre  les  points  donnés  par  chaque  cou- 
ple de  sécantes,  les  points  i,  k,  t,  etc.,  où  se  coupent  respec- 
tivement les  droites  ou  diagonales  ainsi  obtenues,  seront  tous 
situés  sur  une  même  ligne  droite  passant  par  le  point  de  con- 
cours O des  droites  ao,  eo. 

En  effet,  on  peut  projeter  la  figure  sur  un  nouveau  plan,  de 
façon  que  les  points  o et  « y soient  situés  à l’infini,  et  sur 
lequel  par  consécjuent,  les  deux  droites  données  ao  et  eo  se- 
ront parallèles  aussi  bien  que  le  système  des  sécantes  qui  pas- 
sent par  le  point  donc  dans  cette  nouvelle  figure,  les  qua- 
drilatères* begf,  etc.,  seront  des  |>arallélogrammes.  Or  il 
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est  visible  que,  dans  cette  nouvelle  figure , la  droite  qui  divise 
à la  fois  tous  les  côtés  parallèles  «c,  hf,  etc.,  en  deux  parties 
égales,  passe  aussi  par  tous  les  points  i,  7r,  /,  etc.,  de  ren- 
contre des  diagonales,  en  inèine  temjis  qu’elle  est  parallèle 
aux  droites  ao  et  eo,  c’est-à-dire  i|u’clle  concourt  à l'infini 
avec  ces  droites;  donc  aussi  (n“  II,  1"  Partie)  les  points  i,  k, 

I,  etc.,  de  la  figure  primitive,  sont  tous  situés  sur  une  même  ' 
ligne  droite  passant  par  le  point  O. 

Cette  propriété  peut  être  considérée  comme  une  consé- 
quence de  la  première;  car  on  voit,  d’après  celle-ci  {Ji};.  170), 
que  les  deux  triangles  aei,  ch  g étant  tels  que  leurs  côtés  oppo- 
sés pris  deux  à deux,  se  coupent  en  trois  points  s,  b,f  situés  en 
ligne  droite,  les  droites  rtc,  eg  et  i/r  qui  en  joignent  les  som- 
mets opposés,  concourent  toutes  trois  en  un  même  point  o. 

La  propriété  en  question  peut  aussi  servir  à résoudre  le 
problème  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus  : Étant  donnes  un 
point  / et  deux  droites  uo  et  eo,  mener  par  ce  point,  en  ne  se 
servant  que  de  la  règle  seule,  une  autre  droite  (jui  aille  con- 
courir en  O avec  les  premières. 


Soient  LM  et  PO  {Jig,  171)  deux  droites  données,  soient  pris 
sur  la  direction  de  chacune  de  ces  droites,  trois  points  arbi- 


traires tels  que  a,  b,  c et  d,  e,  f;  je  dis  (pie,  si  l’on  joint  ces 
points  deux  à deux  dans  l’ordre  inditiué  par  la  figure,  les  trois 
points  d’intersection  1,  A et  / seront  situés  sur  une  seule  et 
même  ligne  droite. 

En  effet,  on  peut  projeter  la  figure  d<‘  manière  (]ue  la  droite 
LM  passe  à l’inlini,  de  sorte  que,  dans  cette  nouvelle  figure. 


V. 


Fie-  171. 
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les  droites  qui  avaient  leur  point  de  concours  sur  LM,  seront 
des  droites  parallèles  dans  la  projection  ; ainsi  db  devient  pa- 
raiièle  à fb,  ea  à fa,  de  à ec.  Cela  pose,  je  dis  que  les  trois 
nouveaux  points  i,  k,  l sont  en  ligne  droite,  ou,  ce  qui  revient 
évidemment  au  même,  les  deux  triangles  imk  et  kn!  sont 
semblables.  Or  ces  deux  triangles  ayant  déjà  en  m et  w 
{fig.  de  droite)  un  angle  égal,  il  reste  à démontrer  que  cet 
angle  est  compris  entre  côtés  proportionnels  dans  chacun 
des  deux  triangles. 

Pour  cela  faire,  je  remarque  que  les  deux  autres  triangles 
imd,  nfl,  ayant  leurs  côtés  respectivement  parallèles,  sont 
semblables,  et  que  l'on  a immédiatement, 

im  : dm  y.  nf:  ni; 

que  pareillement,  les  triangles  semblables  dme  et  enf,  don- 
nent tout  de  suite, 

dm  : em  =z  nk  en  = mk  ; nf. 

Multipliant  ces  proportions  par  ordre,  effaçant  les  facteurs  qui 
se  détruisent,  il  viendra 

im  : nk  ; ; mk  : ni. 

Donc  les  deux  triangles  imk  et  knl  ayant  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  proportionnels  sont  semblables,  et  par  consé- 
quent les  trois  points  i,  k,  l sont  situés  en  ligne  droite.  Donc 
enfin  les  points  correspondants  de  la  première  figure  sont 
également  situés  en  ligne  droite. 

D’après  l’observation  du  n”  l (P*  Partie),  la  propriété  dont  il 
s’agit  restera  vraie  quel  que  soit  l’ordre  que  l’on  établisse  entre 
les  six  points  donnés  a,  b,  c,  d,  e,  f;  on  doit  seulement  re- 
marquer que  de  ces  six  points,  trois  quelconques  étant  situés 
sur  l’une  des  droites  LM  ou  PQ,  les  trois  autres  doivent  l’ètre 
sur  l’autre  de  ces  droites. 

Nous  verrons,  par  la  suite,  que  la  propriété  dont  il  s’agit 
n’est,  comme  la  précédente,  qu’un  cas  très-particulier  d’une 
propriété  générale  des  courbes  du  second  degré. 
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VI. 

Elant  donné  un  parallélogramme  ABCD  (fig.  i'j2)  ei  une 
droite  indéfinie  LMl  située  sur  son  plan,  mener  d’un  point 
quelconque  o de  ce  plan,  une  droite  parallèle  à LM,  en  ne  se 
servant  que  de  la  règle  seule. 

!'•  Solution.  — Ce  problème  peut  se  résoudre  d’une  ma- 
nière très-simple  en  le  ramenant  à mener,  par  un  point,  une 
droite  qui  aille  concourir  avec  deux  droites  données;  problème 
déjà  résolu  de  deux  manières  differentes,  dans  les  n°*  III  et  IV. 


Fig.  175. 


Pour  y parvenir,  il  ne  s’agit  que  de  trouver  une  droite 
qui  soit  parallèle  à LM,  et  dont  le  point  de  concours  avec  cette 
droite  soit  par  conséquent  situé  a rinlini;  or  cela  est  très-fa- 
cile. En  effet,  prolongez  les  côtés  AB  et  BC  du  parallélo- 
gramme jusqu’à  leur  rencontre  en  M et  L avec  la  droite  don- 
née; tracez  la  diagonale  BI);  joignez  un  point  quelconque  n 
de  cette  ligne  avec  les  points  M cl  L,  par  les  droites  «M,  nL, 
qui  viendront  couper  les  deux  autres  côtés  prolongés,  du  pa- 
rallélogramme, aux  points  respectifs  w et  /,  lesquels  étant 
joints  par  une  droite  ml  donneront  la  parallèle  demandée.  On 
peut  le  démontrer  en  observant  que  les  trois  droites  BI),  mM, 
l L qui  joignent  deux  à deux  les  sommets  respectifs  des  trian- 
gles niDl,  MBL,  passant,  d’après  la  construction  précédente, 
par  un  même  point  «,  les  côtés  opposés  à ces  sommets  dans 
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l’un  et  l’autre  triangle,  se  coupent  nécessairement  (n"  1)  en 
trois  points  situés  sur  une  même  ligne  droite.  Or  les  deux 
côtés  opposés  MB  et  ml>  se  coupent  à l’infini,  ainsi  que  les 
côtés  BL  et  1)/;  donc  tous  les  points  de  la  droite  en  question 
sont  situés  à l’infini,  et  par  conséquent  les  deux  autres  côtés 
LM  et  Im,  qui  doivent  concourir  sur  cette  ligne  droite,  sont 
parallèles  entre  eux. 

II‘  Solulioa. — Prolonge/.  AB,  BC  et  IfC  (Jig.  1^3)  jusqu’à 
leurs  rencontres  en  M,  L et  M'  avec  la  droite  donnée  LM;  tra- 
cez la  diagonale  Bl)  jusqu’à  LM  en  K;  menez  les  droites  oM 
et  oM';  joignez  le  point  E où  la  dernière  rencontre  le  côté 


Kig.  173. 


.\D,  avec  le  point  K par  la  droite  EK  qui  coupera  la  première 
droite  oM  au  point  e;  menez  par  ce  point  cl  par  le  point  L la 
droite  Le  qui  rencontrera  le  côté  Aü  prolongé  eir/;  enfin  par 
ce  point  et  par  le  point  donné  o,  faites  passer  la  droite  0/  qui, 
étant  parallèle  à LM,  sera  la  droite  demandée. 

Pour  prouver  que  la  droite  obtenue  est  effectivement  paral- 
lèle à LM,  il  suffit,  comme  plus  haut,  de  démontrer  que  les 
droites  /L  cl  niM  se  coupent  en  d sur  la  diagonale  Bl).  Or,  si 
l’on  considère  les  deux  triangles  Med  et  M'EU,  on  verra, 
d’après  la  construction  précédente,  que  les  trois  droites  Et*, 
Ut/  et  MM’  qui  joignent  deux  à deux  les  sommets  de  ces 
triangles,  se  coupent  en  un  même  point  K.  Uonc  (n"l}  les 
points  O,  l et  le  point  ni  où  la  droite  menée  par  M et  par  d, 
rencontre  CU  prolongé,  sont  tous  trois  situés  sur  une  même 
ligne  droite,  et,  par  suite,  la  droitt'  qui  passe  par  les  points  o 
et  /,  passant  aussi  par  ni,  est  parallèle  à LM. 

Cette  construction  est  plus  simple  ([ue  la  précédente,  en  ce 
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qu'elle  exige  moins  de  lignes  à Inieer;  mais  elle  est  moins  fa- 
cile à saisir  et  à retenir. 


Kig.  174. 

L M 

^ 


///'  Solu/ioii.  — A>anl  tracé  la  diagonale  BU  (Ji^.  171), 
comme  dans  l’exemple  précédent,  menez  o I.,  oM;  par  le 
point  m oit  la  première  rencontre  (il)  prolongée,  et  par  l«‘ 
point  M,  menez  la  droite  Mm  qui  cou]iera  lu  diagonale  BU  au 
point  K ; joignez  ce  jwint  avec  le  point  El  où  o L rencontre  AU, 
cela  donnera  la  droite  EK.  (|ui,  étant  pi'olongée,  coupera  la 
droite  Mo  au  point  e;  par  le  point  e et  le  point  L menez  eL  qui 
donnera  par  sa  rencontre  avec  BD  le  point  d;  tracez  M</  et  pro- 
longez-la,  ainsi  que  L</,  jus<iu’à  leurs  rencontres  respectives 
en  «.et  i avec  les  côtés  CD  et  AD  ; Joignez  enfin  « et  / par  la 
droite  ni,  ce  sera  la  droite  demandée. 

En  effet,  d’après  ce  qui  a été  dit  ci-dessus,  cette  droite  est 
parallèle  à LM  ; je  dis  de  plus,  qu’elle  passe  par  le  point  donné  o. 
Car,  en  examinant  les  deux  triangles  EmD  et  Me</,  on  voit, 
par  la  construction  précédente,  que  les  trois  droites  Ee,  Mm 
et  D</  ou  BD,  qui  en  joignent  deux  à deux  les  sommets  res- 
pectifs, passent  par  un  même  point  K.  Donc  les  points  n,  l 
elo(n°  I),  où  se  rencontrent  les  côtés  opposés  à ces  sommets, 
sont  tous  trois  situés  sur  une  meme  ligne  droite. 

Vil. 

Soient  LM  et  (A),  Jig.  176,  une  droite  et  une  conique  don- 
nées; d’un  point  quelconque  m de  LM,  soient  menées  deux 
tangentes  «16  et  niO'  à la  courbe  ( A),  ce  qui  déterminera  une 
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corde  66"  passant  par  les  points  de  contact,  et  fine  j’appellerai 

en  général,  corde  de  contact.  Cela  posé,  imaginez  que  l’on  fasse 

Kii;.  175. 

M 


varier  le  point  m sur  la  droite  L.M,  les  cordes  de  contact  varie- 
ront aussi,  et  je  dis  qu’elles  passeront  dans  toutes  leurs  posi- 
tions, par  un  même  point  O.  Réciproquement,  si  d’un  point 
quelconque  O on  mène  des  sécantes  09,  OT,  0/,  etc.,  dans 
la  conique  (A),  et  que  l’on  mène,  deux  à deux,  des  tangentes 
à cette  courbe  aux  points  d’intersection  avec  ces  sécantes, 
les  points  m,  m',  etc.,  de  leurs  mutuelles  intersections,  seront 
situés  sur  une  même  ligne  droite  LM. 

En  effet,  la  courbe  [K)  et  la  droite  LM  peuvent  être  proje- 
tées ( \ ' Princ.)  suivant  une  nouvelle  ligure  dans  laquelle  (A) 
sera  un  cercle  (O')  et  LM  une  ligne  droite  dont  tous  les  points 
m,  m',  etc.,  seront  passés  à l’infini.  Donc  les  tangentes  m9  et 
/n6',  m'T  et  m'T',  etc.,  qui  concouraient  sur  la  droite  L.M  dans 
Fa  figure  primitive,  sont  des  parallèles  sur  la  seconde,  et  par 
conséquent  les  nouvelles  cordes  de  contact  99',  TT',  tt',  etc., 
passent  toutes,  par  le  centre  CK  du  cercle  de  projection.  Donc 
( n”  II),  ces  diverses  cordes  dans  la  figure  primitive,  passent 
aussi  toutes  par  un  même  point  O,  qui  est,  comme  on  le  voit, 
la  représentation  du  centre  0'. 

La  réciproque  est  évidemment  une  suite  nécessaire  de  la 
propriété  elle-même,  et  il  n’est  nullement  besoin  d’en  déve- 
lopper ici  les  raisons. 

On  peut  remarquer  que,  quand  le  point  O est  au  dedans  de 
la  conique  (\),  la  droite  correspondante  LM,  (>st  naturellement 
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siliiée  au  dehors,  en  sorte  qu’elle  ne  la  rencontre  pas,  et  réci- 
proquement, que  quand  ce  point  176)  est  situé  ati  dehors 

Fii;.  176. 


M 


/t 


de  la  courbe,  la  droite  LM  la  pénètre  alors  et  la  rencontre  en 
deux  points  T,  T'.  11  n’est  pas  difficile  de  voir  que,  dans  ce 
dernier  cas,  les  deux  tangentes  menées  aux  points  T et  T'  à 
la  conique  (A),  passent  l’une  et  l’autre  par  le  point  donné  O; 
de  sorte  que  la  droite  LM  peut  alors  se  déduire  du  point  0 
par  une  construction  géométrique  directe.  Donc,  que  le 
point  donné  0,  soit  en  dehors  de  la  courbe  (A)  ou  en  de- 
dans, auquel  cas  on  ne  saurait  lui  mener  de  tangentes  par  ce 
point,  il  sera  toujours  possible  de  déterminer  graphiquement, 
la  droite  indéfinie  LM  qui  appartient  aux  points  de  contact  des 
tangentes  en  question,  quoique  ces  points  soient  devenus 
impossibles  ou  imaginaires. 

Nous  verrons,  plus  loin,  une  manière  très-simple  de  cons- 
truire la  droite  LM  quand  le  point  0 étant  donné,  la  courbe 
(A)  est  décrite;  ce  qui  fournira  la  solution  du  problème  de 
mener  par  un  point,  deux  tangenles  à une  conique. 

La  Proposition  suivante,  (|ui  a rapport  à la  projection  des 
figures,  est  une  conséquence  immédiate  de  celle  qui  vient 
d’être  démontrée;  elle  pourra  être  considérée  comme  le 
X'  Principe  de  ce  Mémoire.  On  aurait  pu  en  donner  la  dé- 
monstration dans  la  I”  Partie;  mais,  comme  elle  suppose  né- 
cessairement la  connaissance  de  la  Propriété  VU',  on  eût  été 
obligé  d’anticiper  et  de  déranger  l’ordre  d’abord  établi. 

lot«rrorapu  hru»quemeal  a Sartloff,  en  Juin  lor» 
de  la  DoUncatinn  de  la  paii  cénérair 
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Je  réunis  ici,  sous  un  même  titre,  les  écriis  et  frngmenls 
divers  qui,  par  la  date  autant  que  par  la  contexture  ou  l’éten- 
due, ne  pouvaient  ctitrer  dans  le  corps  de  l’ouvrage;  je  les 
fais  suivre  de  plusieurs  Additions  par  MM.  Moutard  et  Mann- 
heim, savants  professeurs  ou  répétiteurs  des  sciences  niathé- 
niati(|ues,  qui  ont  bien  voulu  me  prêter  leur  constant  et  obli- 
geant concours  pour  la  révision  des  ligures  et  des  épreuves 
d’imprimerie  du  manuscrit  de  Saratoff.  Ces  additions  contenant 
des  observations,  des  démonstrations , des  solutions  même, 
qui  ont  les  relations  les  plus  intimes  avec  les  matières  traitées 
dans  le  texte  et  les  notes  qui  l’accompagnent,  m’ont  paru  sus- 
ceptibles d’intéresser  les  amateurs  de  la  (léométrie  pure  et 
des  applications  de  l’Analyse  algébrique. 


SOUVEMUS  DE  L’ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 
(1809  ET  1810). 


1. 

PBOBLKMES  HELVTIFS  AU  CERCLE  TANGENT  A TROIS  AUTRES  SUR  UN  PL,XN  ET 
A LA  SPHERE  TANGENTE  A QUATRE  SPHÈRES  DANS  l’ESPACE  (*)• 

« Le  premier  problème  peut  se  ramener  à celui-ci  : Mener  par  un  /nnnl 
un  ecrrle  tnngent  il  deux  cercles  donnés,  en  diminuant  ou  en  augmen- 
tant le  rayon  du  cercle  cherclic  du  rayon  du  plus  petit  des  trois  cercles. 


( * ) Ces  solutions  d’un  célèbre  problème  de  (géométrie  ancienne,  qui,  pondant 
lon(;tcmp9,  a résisté  aux  eflürts. de  l’analyse  algébrique,  sont  extraites  du  t.  II, 
p,  ayi,  do  la  Correspondance  sur  iKcolc  polj technique.  L'auteur  en  avait  remis, 
des  1809,  le  manuscrit  à M.  Hacbette,  rédacteur  de  cotte  Correspondance,  qui, 
lui-mèroc,  s'élait  exercé  sur  ce  genre  de  problèmes,  et  avait  exigé  le  retran- 
chement de  divers  passages,  jugés  par  lui  inutiles  ou  étrangers  h la  question. 
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suivant  qu'il  doit  toucher  ce  dernier  cercle  extérieurement  ou  intérieure- 
ment, ce  qui  revient  à augmenter  ou  à diminuer  également  les  rayons  des 
deux  autres  cercles  d'après  la  nature  do  leur  point  de  contact.  » 

« Je  vais  d’abord  démontrer  la  proposition  suivante,  sur  laquelle  se  fonde 
la  Solution  du  problème  dont  il  est  question  : Si  par  lo  point  O [Jig  i ),  où  se 


coupent  les  tangentes  extérieures  communes  aux  cercles  X et  Y,  et  par  le 
point  A où  doit  [«sser  le  cercle  tangent  à ces  deux  cercles,  on  mène  une 
droite  AO;  que  l’on  fasse  passer  ensuite,  par  le  point  O,  une  sécante  quel- 
conque OT,  qui  vient  couper  les  cercles  X et  Y intérieurement  en  T et  T'; 
qu’enfin  par  ces  deux  |>oints  T et  T'  et  |Kir  le  point  A on  fasse  jvasser  un 
cercle,  cette  circonférence  de  cercle  coupera  AO  en  un  point  B,  qui  sera 
lo  même"  quelle  que  soit  la  sécante  OT.  » 

« En  effet,  OB  et  OT  étant  les  sécantes  d'un  mémo  cercle  ABT,  on  a 

AOxOB  = OTxOT'. 

» Mais,  si  l'on  mène  une  nouvelle  sécante  Or,  on  a aussi  ( voyez  la  p.  au 
du  I"  vol.  do  la  Correspondance) 

OTxOT'=  0/x  Or'; 

donc 

(i)  AOx  OB  = OrxOr'. 

» 11  est  évident,  d'après  cotte  dernière  équation  (i),  que  les  quatre 
points  r,  r',  et  B sont  placés  sur  une  même  circonférence  de  cer- 
cle. » 

« Il  est  démontré  aussi,  dans  l'article  cité,  que  tout  cercle  langent  aux 
cercles  X et  Y,  a ses  deux  points  de  contact  placés  sur  une  droite  qui  passe 
par  le  (>oint  0,  dans  les  deux  cas  où  il  laisse  entièrement  hors  de  sa  circonr 
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férence,  ot  où  il  renferme  à la  fois  les  deux  cercles  X et  Y.  Il  suit  de  là  et 
de  ce  que  j’ai  démontré  plus  haut,  que  le  cercle  tangent  aux  cercles  X et 
Y,  qui  passe  par  le  point  A,  passe  aussi  par  le  point  B.  Ainsi  le  pro- 
blème dont  il  s’agit  se  trouve  ramené  à celui-ci  ; Par  deux  points  A et  B, 
mener  un  cercle  qui  touche  le  cercle  X ou  Y.  » 

(I  Comme  ce  dernier  problème  est  susceptible  de  deux  solutions,  il  est 
bon  de  faire  voir  que  celle  qui  correspond  au  cas  où  le  cercle  est  touché 
extérieurement,  appartient  aussi  au  cercle  qui,  passant  par  le  point  A, 
toucherait  en  les  enveloppant  les  cercles  .X  et  Y.  » 

O Pour  le  démontrer,  il  suflil  de  faire  voir  que  tout  cercle  passant  par  le 
point  A et  par  deux  [mints  p et  p\  où  une  sécante  quelconque  Ot  vient 
couper  extérieurement  les  cercles  X et  Y',  laissera  aussi  par  le  même 
point  B;  car  alors  le  cercle  qui  passe  par  le  point  A,  et  qui  touche  exté- 
rieurement les  cercles  X et  Y,  ayant  ses  points  de  contact  dans  la  direc- 
tion du  point  O,  passera  évidemment  |iar  les  points  A et  B.  Or  on  voit 
sans  peine  (*)  que  OTxOT'=  OpxOp’\  donc,  d’après  l'équation 

(i)  0/yxO/j'=  AOx  OB. 

» Celte  équation  prouve  que  les  points  A,  B,  /;,  p\  sont  placés  sur  la 
même  circonférence  de  cercle.  » 

a Voici  maintenant  communion  achèvera  la  solution  du  problème  : Ajanl 
tracé  le  cercle  ATT',  ainsi  que  je  l’ai  dit,  on  mènera  la  corde  /T  qui  cou- 
pera AO  en  un  point  P.  Par  ce  point  on  mènera  les  tangentes  Pm,  Vm\ 
au  cercle  X ; et  les  points  m et  /«'  de  contact  seront  li-s  poinLs  de  tan- 
gence des  cercles  cherchés,  dont  l’un  touche  intérieurement  et  l’autre  exté- 
rieurement le  cercle  X.  En  effet,  on  a 

Pw’=:  P/  X PT, 
or 

P/xPT  = PBxPA; 

donc 

Pw’=  PB  X PA. 

a Cette  dernière  équation  prouve  évidemment  que  le  cercle  qui  passerait 
par  les  trois  points  A,  B et  m,  serait  touché  par  la  droite  Vm  en  ni.  On 
conclut  aussi  de  la  môme  équation,  Vm'  étant  égal  à Pw,  que  le  cercle 
AB  m',  touche  le  cercle  X en  ni'.  » 

« En  considérant  le  point  O';  où  se  croisent  les  tangentes  intérieures, 
communes  aux  cercles  X et  Y,  on  obtiendrait,  par  une  construction  sem- 


(•)  • Il  snlBt  de  comparer  chacun  des  produits  OTxOT',  0/JXl)/>',  au 
produit  qu'on  obtiendrait  pour  la  tanj*entc  commune  aux  cercles  X et  5'.  n 
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blabic,  deux  aulr*»  solutions  du  itrobliSme  de  mener  jwr  un  point  un 
cercle  langent  à deux  cercles  donnés.  On  peut  voir  facilcmenl,  en  exami- 
nant les  dilTérentes  circonstances  du  contact,  que  ce  dernier  problème  est 
susceptible  de  quatre  solutions,  et  que,  par  conséquent,  il  se  trouve  en- 
tièrement résolu  par  ce  que  j'ai  dit.  d 
« Voici  une  proposition  analogue  à celle  que  j’ai  démontrée  précédem- 
ment, et  qui  donne  une  solution  simple  du  problème  de  mener  une  sphère 
tangente  à quatre  sphères  données.  » 

a Si  par  la  droite  qui  joint  les  sommets  des  trois  cônes  circonscrits  deux 
à deux  à trois  sphères,  et  par  un  point  donné,  on  mène  un  plan  P; 
qu'ensuite  par  la  mémo  droite,  on  mène  un  plan  qui  coiq»  les  sphères; 
que  par  le  cercle  langent  aux  cercles  d’intersection  et  par  le  |Mjint  donné 
on  fasse  passer  la  surface  d'une  sphère,  cette  surface  coupera  le  plan  P 
suivant  un  cercle  qui  restera  le  même,  quelle  que  soit  la  section  qu’on 
ait  faite  dans  li>s  sphères.  On  voitaischuent  que  la  sphère  qui  passe  par  le 
point  donné,  et  qui  est  tangente  aux  trois  .sphères  dont  il  s’agit,  devra 
passer  aussi  par  ce  cercle;  car  cette  sphère  doit  avoir  ses  (wints  de  con- 
tact placés  sur  un  plan  passant  par  la  droite  qui  joint  les  trois  sommets 
des  cônes.  » 


Nota.  — Ces  solutions,  relatives  au  cercle  tangent  à trois  autres  sur  un 
plan  et  à la  sphère  tangente  à quatre  autres  dans  l’espace,  étaient  sui- 
vies, dans  le  tome  II'  de  la  Corrfsfxmdancc  sur  l' Emlc  pol^tci  huique,  de 
celle  d’un  dernier  problème  : « Par  un  point  donné  dans  le  plan  d’un  paral- 
lélogramme, mener  avec  la  règle  uno  parallèle  à une  droite  située  dans 
ce  plan.  Ce  problème,  proposé  par  M.  Brianrhon  è la  page  3io  du  tome  1" 
de  la  môme  Corres/uiri/luncc,  se  ramène  directement  par  le  tracé  de  quatre 
lignes  droites,  à la  solution  d’un  autre  problème  aussi  pro|K)sé  i>uis  résolu 
par  M.  Poinsol  (Ibiil.,  p.  3o5),  en  se  fondant  sur  un  théorème  de  géomé- 
trie linéaire  qui  revient  à l’un  de  ceux  exposés  à la  p.  i34  du  IIP  Cahier. 
Mais  S’  Gravesande,  dans  ses  OEuvres  philosuphuiues  (177,4),  Lambert, 
{Perspertivc  ujfranchie,  1774),  ayant  donné  antérieurement,  du  même  pro- 
blème, des  solutions  très- élégantes  et  |>lus  directes,  qui  re.<semblent  Ireau- 
Cüup  à celle  des  fig.  17a  à 174,  p-  4^7  cl  suiv.  du  VIP  Cidiier,.  j’ai  cru 
inutile  de  rapporter  ici  celle  que  j’avais  indicpiée,  en  i8r><),  pendant  mon 
séjour  à rfccole  |H)lylechnique. 
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II. 

APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  DE  BOBEBVAL  AU  TBACB  DES  TANGENTES  Ai;X 
COIIBBES  DE  CONTOUB  APPABENT  ET  DE  SÉPABATIO.N  d'oMBBE  ET  DE  UmiÈHE 
DANS  l'ÉPUBE  de  LA  VIS  A FILETS  TBI.LNGI  LAIBBS. 

I"  Clu  rrhilif  à ùi  courbe  tic  contour  apparent.  — Je  ne  m’occuperai  in 
que  de  déterminer  la  tangente  pour  la  projection  horizontale  de  la  courix' 
dont  il  s'agit,  parce  que  la  tangente  à la  projection  verticale  s’en  déduit 
trés-farileinent,  au  moyen  du  plan  tangent  au  point  corrcs(X)ndant  de  la 
surface  du  filet  de  la  vis.  Commençons  par  rappeler  la  construclion  gra- 
phique de  cette  projection. 

Soient  AB  et  AP  { fig.  i)  deux  droites  indéfinies  perjiendiculaires  entre 
elles  ; P un  point  fixe  situé  sur  AP,  ou  pôle  autour  duquel  tourne  la  droite 


Fij  a. 


ou  rayon  vecteur  PB,  rencontrant  Taxe  AB  en  B;  si  l’on  porto  la  distance 
variable  AB,  de  P en  X sur  PB,  le  point  X sera  un  point  de  la  courbe  à 
considérer. 

On  voit  d’abord  que  le  point  générateur  X do  la  courbe  |icut  être  censé 
simultanément  animé  de  deux  mouvements  : l’un  angulaire,  autour  du  pèle 
P,  et  so  mesurant  sur  la  perpendiculaire  en  X,  au  rayon  vecteur  PB;  l’autre 
de  translation,  en  vertu  duquel  il  s’avance,  sur  le  rayon  vecleur,  vers  le 
point  extérieur  B.  D'après  les  principes  exposés  par  Roberval,  la  résul- 
tante de  ces  deux  mouvements  aura  précisément  pour  direction  colle  de  la 
tangente  à la  courbe  au  même  point  X ; c’est  donc  à la  détermination  des 
vitesses  composantes  des  mouvements  ci-dessus  que  se  réduit  la  solution 
du  problème. 

On  aperçoit  sans  peine,  en  comparant  le  mouvement  du  point  X à celui 
du  |Kiint  B qui  chemine  le  long  do  la  directrice  AB  : 

1°  One  lu  vitesse  de  translation  du  premier  X,  le  long  du  rayon  vec- 
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leur  PX,  est  précisément  la  même  que  celle  du  point  B le  long  de  AB;  car 
leurs  accroissomenls  sont  sans  cesse  égaux  entre  eux;  or  ce  que  l'on 
ap|)clle  ici  vitesse  (ou  Jluxiim],  n’est  autre  chose  que  le  rapport  des 
accroissements  infiniroent  petits  et  simultanés  de  deux  quantités  variables, 
c’est-à-dire  le  rapport  de  leurs  différentielles.  Prenant  donc  Bé  pour 
représenter  sur  le  prolongement  de  PB  la  vitesse  de  B,  celle  do  X sera 
représentée  sur  relui  de  PX,  par  X = B4. 

1°  O'io  la  vitesse  angulaire  du  point  X est  aussi  la  même  que  celle  du 
point  B,  car  ces  deux  points  se  trouvent  sur  le  môme  rayon  vecteur  PB  ; 
les  arcs  de  cercle  infiniment  petits  que  ces  points  parcourent  seront  donc 
proportionnels  à leurs  distances  P.X  et  PB  au  centre  de  rotation  P.  Donc 
il  suffira  de  trouver  la  vitesse  de  rotation  du  point  B pour  en  conclure  de 
suite  celle  de  X.  ^ 

Or,  concevant  la  vitesse  de  translation  totale  BA  de  B,  suivant  .AB,  dé- 
composée en  deux  autres,  l’une  Bf»,  dirigée  suivant  le  prolongement  de  PB, 
l’autre  suivant  la  perpendiculaire  Bé'elevée  à l’extrémité  du  rayon  vecteur 
PB,  cette  dernière  sera  évidemment  la  vitesse  de  rotation  du  point  B 
autour  de  P.  Formant  donc  le  parallélogramme  Bé'éé,  sur  la  diagonale  Bf>, 
B 6'  sera  la  vitesse  en  question,  c’est-à-dire  représentera  l’espace  élémen- 
taire ou  tangentiel  décrit  par  B sur  BA'. 

On  concevra  ceci  plus  facilement  peut-être,  en  considérant  que,  A étant 
censé  infiniment  voisin  de  B,  AA'  |>eut  aussi  être  censé  la  direction  paral- 
lèle au  rayon  vecteur  PB,  et  B A'  un  arc  de  cercle  infiniment  petit  décrit 
du  centre  P.  Or  évidemment,  B A représentant  l'accroissement  mémo  AB, 
AA'=:BA|  représente  celui  du  rayon  vecteur  corres|X)ndant,  et  BA'  l’arc 
de  cercle  infiniment  petit  décrit  par  le  point  B,  à une  distance  inva- 
riable de  P,  ou  l’accroissement  élémentaire  do  l’arc  de  cercle  total  BC,  qui 
mesure  l’angle  APB.  D’autre  part,  l’arc  circulaire  décrit  dans  le  mémo 
mouvement  par  X,  devant  être  pro|X)rtionnel  à celui  qui  correspond  à 
BA',  il  suffira,  pour  en  obtenir  la  mesure  dans  li'S  mêmes  hypothèses  géo- 
métriques, de  tracer  la  droite  PA'  qui  coupera  la  per|>endiculaire  X.r' 
élevée  en  X sur  PB  au  point  ,r',  et  \r‘  représentera  cet  arc  ou,  si  l’on 
veut,  la  vitesse  de  rotation  du  point  X,  autour  du  pèle  fixe  P. 

Ayant  actuellement  la  viu»se  de  translation  Xj-,  = B A et  celle  de  rota- 
tion Xx'  du  point  X,  on  aura  la  vitesse  de  ,son  mouvement  résultant  ou 
effectif,  en  achevant  le  parallélogramme  X.r,xx',  dont  la  diagonale  Xx 
représentera  l’élément  de  la  courbe  qu'il  décrit,  et  par  conséquent  la  direc- 
tion de  la  tangente  à cette  courbe  en  X, 

On  peut  objecter  contre  ce  qui  pn'x'èdc,  que  les  vitesses  ou  accroisse- 
ments de  chemin  que  l’on  considère  sont  censés  infiniment  |>etits,  Uindis 
que  la  construction  ne  peut  s’effectuer  que  sur  des  longueurs  finies;  on 
lève  facilement  cette  difficulté  en  observant  que,  en  réalité  et  au  fond, 
on  ne  considère  ici  que  les  rapjmrts  des  ai  croissements  des  diverses  va- 
riables, et  qu'aloi-s  on  reste  libre  do  représenter  l’un  quelconque  d’entre 
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eux  par  telle  longueur  que  l’on  veut.  Il  (*?t  visible,  en  effet,  que  la  lon- 
gueur de  BA,  par  exemple,  qui  représenle  Taecroissemeiit  de  .\B,  peut 
être  choisie  d’une  fai’on  enliiireinonl  arbitraire;  car  la  direction  de  ne 
dépendant  (|ue  du  rapport  de  à X.c,,  restera  toujours  lu  même;  l'ac- 
croissement représentatif,  élémentaire  ou  tangcntiel  de  l’arc  de  la  courbe 
suivant  \x,  aura  changé,  il  est  vrai,  de  longueur,  mais  son  rap|iorl  avec  ‘ 
l’accroissement  simultané  lié,  sera  demeuré  invariable. 

Je  me  suis  arrêté  (|uelque  temps  à la  solution  du  problème  qui  précède, 
afin  de  faire  mieux  sentir  la  nature  et  l’e.xaclitude  du  princii>e  proposé 
par  Roberval,  et  de  faire  voir  son  analogie  avec  ceux  du  ealoul  diticrentiel 
ou  des  infiniment  petits.  On  voit  ()ue  la  considération  du  mouvement  et 
des  vitesses  qui  en  résultent  n’est  pas  à la  rigueur  indispensable,  le  paral- 
lélogramme des  vitesses  ne  sert  ici,  en  effet,  qu’à  faire  trouver  en  direc- 
tion et  grandeur  proixtrtionnelle  l’accroi-ssement  infiniment  petit  de  l’arc 
de  la  courbe,  au  moyen  des  accroissements  pareils  des  coordonnées  qui 
lui  correspondent. 

La  construction  géométrique  ci-dessus  suffit,  à coup  sùr,  |>our  détermi- 
ner la  tangente  au  point  quelconque  X de  la  courbe;  mais  elle  peut  s*- 
simplifier  en  remplaçant  les  auxiliaires  Bé,  etc.,  par  des  longueurs  dé- 
pendantes de  la  figure  elle-même.  Ainsi,  par  exemple,  au  lieu  de  prendre 
B A arbitraire  et  dans  le  sens  opposé  à BA,  on  i>eut  le  supposer  précisé- 
ment égal  à AB  et  dirigé  de  B vers  A;  puis  tracer  le  parallélogramme 
rectangle  AB'BB,  { fig.  1),  dont  la  diagonale,  BA  = XP,  représentera  la  vi- 

Fig.  3. 
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tcsse  de  l’extrémité  B do  PB,  comme  XP  représente  la  vitesse  même  de  X 
le  long  de  son  rayon  vecteur,  rétrogradant  de  PB  vers  PA.  Quant  à la  vi- 
tesse de  rotation  XX',  on  l'obtiendra  en  tirant  B'X'P  et,  achevant  le  paral- 
lélogramme rectangle  PXX'j:,  X.r  sera  en  direction  la  tangente  demandée. 

La  conslrqction  se  simplifie  encore  en  remarquant  qu’on  peut  obtenir 
immédiatement  le  point  K où  le  cété  X'x  de  ce  parallélogramme  rencontre 

I.  ?.<> 
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I;i  [>or[H!n(lirulaire  l’A  à AB  : (|u'on  trace,  en  effet,  la  parallèle  XK  à AB  par 
le  point  X,  elle  viendra  couper  AP  en  K,  car  les  trian"les  ABB'  et  KXX' 
sont  semblables,  ayant  leurs  eûtes  bomolo;:ui‘s  parallèle.s.  ^'oici  donc,  en 
dernière  analyse,  à quoi  so  réduit  la  conslruclion  do  la  tangente  eberchée 
au  point  générateur  .V. 

Par  le  (winl  donné  X (Jîg.  i)  de  la  courbe,  ainpiel  nu  veut  mener  une 
tangente,  conduis»'?,  la  parallèle  ,\K  à ,<\B  ipii  couix’ra  P.V  en  K;  par  ce 


Fie.  4. 


point  tracez  l'autre  parallèle  Kxà  PX,elle  viendra  couper  la  perpendi- 
culaire élevée  en  P sur  le  rayon  vecteur  P.X,  en  un  jioint  .r  qui  appar- 
tienilra  à la  tangente  demandée;  joignant  donc  x et  X par  une  ligne  droite. 
Xx  sera  cette  tangente  (*). 

Cette  construction  fait  voir  tout  de  suite  que  la  droite  AB  est  une  asymp- 
tote de  la  courbe,  c’est-à-dire  une  tangente  en  un  |H)int  situé  à l'infini; 
elle  apprend  encore  que  la  courbe  touche  la  droite  AP  en  P. 

//'  Cn.t,  rrlatif'à  la  courbe  de  séparation  iT ombre  cl  île  lumière.  — 
Comment-ons  juir  rappeler  la  génération  de  la  courbe  »lont  il  s’agit. 

Autour  du  centre  C [Jli;.  .'>)  d'un  cercle  BUE,  on  fait  tourner  un  angle 
droit  BCD,  dont  le  sommet  est  à ce  centre;  l'un  des  rl^tôs  CX  de  cet 
angle  est  prolongé  indéfiniment,  l'antre  BC  au  contraire,  terminé  à la  cir- 
conférence ilu  cercle,  l'st  égal  à son  rayon;  une  troisième  droite  PX  indé- 


(’l  Celle  dernière  constrnetion  conduil  à la  siiivaiilc,  encore  ptiis  ra- 
pide sinon  plus  simple  ; Sur  AP  ( /«>.  4)  comme  diamètre,  décrivez  une  fois 
pour  toutes  la  circonfcrence  de  cercle  AQP;  par  le  point  A menez  la  corde  AQ , 
parallèle  au  rayon  vecteur  PX  prolongé  jusqu’à  sa  rencontre  B avec  la  directrice 
indéfinie  -AB;  menez  Bty  vers  resti-i-milé  Q de  la  corde  ci-dessus , cl  Ht,)  sera  une 
parallèle  à la  tangente  X ar  en  X.  Cela  paraîtra  évident  si  i’on  observe  que,  d’a- 
près la  construction,  la  ligure  PQ.\B  est  semblable  à celte  PxKX.et  qu'ainsi 
leurs  diagonales  BQ,  Xzsont  respectivement  parallèles. 
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finie  est  assujettie,  pcmhmt  le  mouvement  de  l’angle  C,  à pivoter  autour 
d'un  (K)int  donné  P romme  |Mile,  et  à passer  constamment  jiar  l'extrémité 

l-i,:  â. 


V 


; / / 
1/  ■ 


t 

e 

B du  rayon  mobile  CB;  le  point  X,  ou  cette  dernière  droite  rencontre  le 
côté  CD  do  l’angle  droit,  indéfiniment  prolongé,  engendre  la  courbé  cherchée. 

On  aj)erçoit,  à l'instant,  que  le  point  générateur  X est  animé  de  deux 
mouvements  relatifs,  l’un  de  rotation  autour  du  centre  C,  et  l’autre  de 
même  nature  autour  du  iiôle  P : il  s’agit  d'obtenir  sé()arément  les  vitesses 
de  ces  deux  mouvements. 

Comparons  d’abord  la  vitesse  circulaire  ou  de  rotation  du  point  X,  autour 
do  P,  à celle  de  B autour  du  même  point;  ces  deux  vitesses  sont  respec- 
tivement proportionnelles  aux  rayons  vecteurs  PX  et  PB;  mais  le  point  B 
est  animé,  suivant  la  tangente  B 4 au  cercle  C,  d’une  vitesse  absolue  qui 
peut  se  décomposer  en  deux.  Tune  de  translation  suivant  Bô,,  et  l’autre 
circulaire  ou  de  rotation  autour  do  P,  suivant  la  perpendiculaire  b7/  au 
rayon  vecteur  PB.  Prenant  donc  arbitrairement  Bé  pour  la  vitesse  oireclive 
ou  résultante  de  B,  et  formant  le  parallélogramme  üh'hh^,  le  côté  B6'  repré- 
sentera la  vitesse  de  rotation  du  point  B relativement  au  pôle  P.  On  obtien- 
dra la  vitesse  correspondante  X.r'de  rotation  du  point  génératcurX,  en  éle- 
vant Xx'  perpendiculaire  à PX  et  traçant  P//'  rencontrant  X j.'  en  x'. 

Reste  à trouver  la  vitesse  de  rotation  de  X autour  du  centi-e  C ; on 
pourra  la  déduire  facilement  de  celle  du  point  D,  par  la  même  méthode 
qu’il  est  inutile  do  rappeler.  Or  la  vitesse  circulaire  ou  de  rotation  du 
point  D autour  de  C est  précisément  égale  à celle  de  B autour  du  même 
point;  cette  dernière  vitesse  est  représentée  par  Bh  : portant  donc  sur  la 
perpendiculaire  à rcxlrémito  do  CD  la  distance  Drf  = Bô,  ce  sera  la  vitesse 
rotatoire  de  1);  traçant  ensuite  la  droite  indéfinie  Cil,  on  en  déduira, 
comme  ci-dessus,  1a  vitesse  de  rotation  Xx,  du  jMiint  générateur  -X,  autour 
du  centre  C. 

?.ij. 
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Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  nécessaire  de  remarquer  que  les  vitesses 
de  rotation  X.r'  et  X .i-,  que  nous  venons  de  construire  nv  sont  /ms  rècllc- 
iiirnt  les  vitesses  rmn/msnntes  île  In  vitesse  absolue  ilu  /saint  générateur  X . 
En  effet,  si  l'on  considère  la  vitesse  de  rotation  X.r',  par  exemple,  il  paraî- 
tra évident  que,  en  la  combinant  avec  la  vitesse  de  translation  du  point  X 
suivant  le  rayon  vecteur  PX,  on  obtiendrait  la  vitesse  absolue  de  ce  («)int 
sur  la  courbe;  cette  vitisse  X.r'  n’est  donc  autre  chose  qu'une  des  com- 
posantes de  celle  X.r  par  rapport  aux  directions  particulières  PX  et  Xr'. 
La  même  remar()ueest  applicable  évidemment  à la  vitesse  de  rotation  Xr,  ; 
donc  la  résultante  totale  de  ces  vite.sses  partielles  ne  donnera  pas  la 
vitesse  effective  du  point  X,  et  par  conséquent  le  princi|ie  du  parallélo- 
gramme  n’i^t  pas  applicable  au  cas  présent. 

Ce|>endant,  comme  la  résultante  X.r  cherchée,  si  elle  était  connue, 
donnerait,  par  décomposition,  l'une  et  l’autre  des  vitesses  X.r'  et  X.r, , 
réciprorpiement,  ces  dernières  pourront  servir  à la  retrouver.  Il  est  vi- 
sible en  effet,  d'après  ce  qui  précède,  que,  \x  étant  connue,  on  obtien- 
drait Xr'  et  Xx,  on  abaissant  de  son  extrémité  x les  perpendiculaires 
XX,,  xx'  sur  Xx'  et  Xx,.  Donc  enfin,  et  réciproquement,  si  l'on  élève 
en  .r'  et  x,  les  perpendiculaires  x'x  et  x,x  sur  Xx’  et  Xx,  elles  vien- 
dront se  cou|)cr  au  point  x de  la  résultante  cherchée  Xx;  la  droite  Xx 
sera  donc  la  tangente  elle-même  au  point  X de  la  courbe  (*). 

On  se  rendra  facilement  raison  encore  de  ce  qui  précède,  en  considé- 
rant, comme  nous  l'avons  déjà  fait  ci-dessus,  que  les  vitesses  Xx’  et  Xx, 
sont  sim|)lement  des  longueurs  proportionnelles  aux  arcs  circulaires  infi- 
niment petits  que  lo  point  X tend  à décrire  simultanément  autour  des 
pèles  resi>ectifs  P et  C;  de  sorte  que  les  positions  nouvelles  et  corres- 
pondantes des  rayons  vecteurs  sont  précisément  représentées  par  les 


( "^  Ceci  prouve  que  le»  grave»  reproche»  adrcs»és , en  iSig  et  i83o,  par  de 
savant»  professeur»,  à la  manière  erronee  dont  on  avait  interpréU;  et  applique  ta 
celèlire  méthorie  de  Roberval  pour  lo  trace  de»  tangente»  aux  courbe»  conti- 
nues, reproche»  en  quelque  sorte  autorises  par  un  passage  de»  leçons  orale»  de 
Monge  à l’ancienne  École  Nonnale  sur  lu  (iêuinetrie  descriptive,  ne  sont  point 
applicables  â ton»  le»  disciple»  de  cet  illii»(rc  professeur,  et  que,  en  1810  déjà, 
on  savait  parfaitement  à quoi  e'en  tenir  è cet  égard,  bien  qu’on  ciU  jugé  inutile 
de  reclilier  publiquement  une  faute  échappée,  sans  aucun  doute,  à la  rapidité 
de  la  diction. 

J'insiAe,  parce  que  cette  inadvertance,  cette  faute  déjà  anciennement  commisi- 
par  Montiicla  et  d'autres,  dan»  le  tracé  de»  coniques  par  rayons  vecteur»  éma- 
nant de»  foyer»,  »e  retrouve  dan»  la  lithographie  tie  mes  Leçons  de  Hécani/j-ie  tn- 
duslritlle  (i8î7  a i8.3o)  aux  ouvrier»  de  la  ville  de  Melr;  leçon»  en  i|uclqiie  sorte 
improvisée»  et  recueillies  par  les  soin»  de  M.  r,o»»elin,  dan»  l'intervalle  f(»rl 
court  tl'nne  séance  à la  suivante,  mai»  dont  le»  imperfection»  s'expliquent  en- 
core par  la  néce»»iu-  d'éviter  de  longue»  et  délicate»  explication»  devant  un  an- 
ilitoire  mal  pieparé. 
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ilruitcs  el  j-,x  censées  elles-mêmes  inliniment  \oisiiies  ei  parallèles 
aux  premiers  P.\  et  CX,  leur  intersection  commune  an  point  x re])ré- 
sentant  aussi  la  nouvelle  position  du  point  X.  Si  les  quantités  X.i’  et  Xj-, 
étaient  réellement  inliniment  petites,  X.r  serait  un  véritable  élément  de 
la  courbe  commun  à la  tan^îcnle  en  .X;  mais  ayant  auf;menté  ces  (|uan- 
tité-8  proportionnellement,  Xj-  ne  représente  plus  l'élément  même  de  la 
courbe,  mais  son  prolongement,  c’est-à-dire  la  tangente  chercliée. 

Comme  la  longueur  de  IU>  est  entièrement  arbitraire,  on  peut,  pour 
simplilier  la  construction,  la  prendre  égale  à la  tangente  même  1)»/ 
terminée  à l'axe  lixe  des  pèles  PC,  prolongé  convenablement. 
■Mors,  si  Ton  prolonge  (lareillument  ù'l>,  |>arallele  à PU,  jusqu’à  sa  ren- 

Eig.  (i. 

/ 


contre  en  (J  avec  l’autre  rayon  vecteur  CX,  il  arrivera  que  le  quadrila- 
tère CBft'O  aura  ses  côtés  parallèles  et  proportionnels  à ceux  du  qua- 
drilatère ci-dessus  .r|X.r'x  {/îg,  5)  dont  la  diagonale  Xj  représente  en 
direction  la  tangente  cherchée;  de  sorte  que  sa  diagonale  BQ  sera  aussi 
parallèle  à cette  tangente.  La  construction  se  réduira  donc  à cette  autro 
beaucoup  plus  simple  : 

« Tracez  les  deux  tangentes  Dr/,  B6  aux  extrémités  des  rayons  CD  et 
B CB,  portez  Dr/  terminée  au  prolongement  de  PC,  de  B en  b sur  B/>;  par 
B le  point  b ainsi  obtenu,  menez  la  parallèle  bQ  au  rayon  vecteur  PBX, 
» elle  viendra  couper  l’autre  rayon  vecteur  en  Q,  ■BQ  sera  une  parallèle 
B à la  tangente  au  point  X de  la  courbe;  en  menant  donc  |>ar  ce  point 
B ,Xx  parallèle  à BQ,  on  aura  la  tangente  demandée,  b 

Comme  d’autre  part,  Bé  est  parallèle  à la  direction  de  CDX,  il  s’ensuit 
que  BéQXestun  parallélogramme,  et  par  conséquent  que  QX  = B6  = Dr/. 
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On  pourra  donc,  si  l’on  veut,  so  contenter  de  porter  Dr/  sur  CX  pro- 
longée de  X en  Q,  ce  qui  est  plus  simple  encore. 

Enfin,  on  peut  également  se  dispenser  de  construire  la  diagonale  BQ 
parallèle  à la  tangente  chercliée,  en  traçant  [Jig.  7)  Ut  tangente  au 

Fig.  7. 

/ 


cerete  directeur  en  B,  puis  portant  sur  rette  tangente,  dans  une  direction 
contraire  à CX,  BQ'=  QX  = hd‘,  car  le  point  Q'  ainsi  trouvé  sera  néces- 
sairement un  fmint  de  la  tangente  à la  rourlse  en  X. 

La  discussion  de  cette  courbe  nous  apprend  d'ailleurs  qu'elle  a deux 


Fig.  s. 


branches  infinies;  on  cherchant  à déterminer  les  tangentes  pour  les 
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jioinlsdecesbrandifs  siUiüsà  l'infini,  on  trouvcr.i  (wr  lu  iiuHIukIo  pm:6- 
tlenle,  que  ces  lan^enlcs  ou  asymptotes  sont  au  nomlirc  de  deux  soulu- 
meiit  8);  qu'oltos  passent  par  le  pdle  fixe  P <les  rayons  vecteurs  et 
tuuclient  le  cercle  directeur  C en  des  points  T et  T'.  Cette  niéllinde  ap- 
prend aussi  que  lu  tangente  au  rentre  C,  qui  upgiartient  à la  courbe,  est 
perpendiculaire  à CP,  axe  fixe  des  pôles  (ce  qui  est  évident  à cause  de 
la  symétrie)  et  que  les  tangentes  an  jKiint  double  P de  la  courbe  passent 
par  tes  extrémités  resiiectives  B et  B'  du  diamètre  BB'  du  cercle  direc- 
teur perpendiculaire  à CP,  etc. 

Hc/imn/itc.  — le  iKiint  P est  situé  sur  la  circonférence  du  cercle 

directeur  <j,  la  courtie  dès  Ions  ne  conserve  plus  que  la  branche 


»■ 


à point  multiple  P,  l’autre  s’étant  confondue  avec  leur  tangente  coinuiuno 
relative  au  point  C : cette  branche  a une  seule  asymptote  EU,  perpendi- 
culaire à rè,  parallèle  à la  tangente  PT'  au  cercle  directeur  en  P,  et 


Fig.  lo. 


située  à lu  distance  PB  = 1\'.  de  celte  tangente.  La  branche  bouclée  dont 
il  s’agit  jouit  de  celte  autre  propriété  fort  curieuse  ; si  l’on  mèno  CK 
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i|ii0lcom)up,  cüii|iant  la  tangente  TT'  en  K , et  la  courbe  en  X et  X', 
on  a 

KX-^KX'.  KP; 

CO  qu’il  est  facile  de  démontrer. 

Quand  le  point  P passe  à l’infini  lo),  la  courbe  a deux  branches 
opposées  comprises  entre  des  asv'mptotes  parallèles  ; cette  courbe  se  con- 
fond avec  colle  de  la  projection  horizontale  du  contour  apparent  de  la 
surface  héliçoïde  de  la  vis,  dont  Je  me  suis  déjà  précédemment  occupé. 

Dans  ces  divers  cas,  la  construction  do  la  tangente  reste  toujours  la 
même , et  l’on  peut  s’assurer  aisément  que  cette  méthode,  appliquée  au 
contour  ap|>arent,  donne  en  ell'et,  pour  fiingonte  en  chaque  point,  la 
droite  à laquelle  on  est  conduit  en  appliquant  la  méthode  exiHJsée  plus 
haut  pour  ce  cas  particulier. 

Enfin,  quand  le  point  P est  dans  l’intérieur  du  cercle  (C),  la  courbe 
est  fermée  et  affecte  la  forme  indiquée  {fig-  1 1).  Ce  cas  a lieu  toutes  les 


Fig.  1 1 . 


fois  que  le  rayon  de  lumière  fait,  avec  l’axe  de  la  vis,  un  angle  moindre 
que  celui  de  la  génératrice  avec  ce  mémo  axe. 


III. 

St  B I.E  TRACÉ  KT  LE  MOOE  UK  CÉXÉBATION  DES  COt'BBKS  DE  SÉPARATIOX 
d’oMIIHE  et  de  LCMIÈRK,  etc.,  DAXS  L'ÉPCHK  UE  LA  VLS  A FILETS 
TRIAXUI'LAIHES. 

1,’arlicle  qui  précède  est  conforme  à dos  feuilles  manuscrites  annexées 
au  cahier  d’épures  de  seconde  année  d’études  à l’École  polytechnique 
(i8o<j-i8in),  laissées  en  France  et  conservées  parmi  mes  autres  livres 
ou  i^piers;  les  solutions  qu  elles  concernent  sont  relatives  à des  questions 
de  géométrie  descriptive  dont  on  se  préoccupait  beaucoup  à cette  «(mquo  ; 
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j’en  ai  donné  connais.sance,  dès  i8i<jou  1820,  à mon  ami  .M.  Bardin,  alors 
professeur  à l'fcoole  régimentaire  d'Arlillerie  de  Met/.,  cl  nommé  depuis  chef 
des  travaux  graphiques  à l'École  polytechnique.  Oc  sont  les  mémos  feuilles 
qui  ont  été,  de  la  part  de  feu  Théodore  Olivier,  l’objet  de  citations  et  de 
remarques  critiques  ou  historiques  qu’il  a consignées  dans  ses  Jpplicii- 
tinns  lie  Géométrie  rlescripihe , publiées  en  1847  à Paris  (Go_r.  les  notes 
du  bas  des  p.  cj5  cl  99)  (*).  Quant  à la  détermination,  au  tracé  môme  des 
courbes  de  contour  apparent  et  de  séparation  d’ombre  et  de  lumière  sur 
la  surface  héliço'ide  do  la  vis,  il  ne  m’est  resté,  de  mon  séjour  h l’École 
polytechnique,  qu’une  Note  fort  é<’ourtée,  des  indications  sans  texte  pour 
ainsi  dire,  sur  les  éléments  principaux  de  leur  démonstration,  dont  je  me 
pro|K)se  ici  de  donner  un  aperçu  rapide. 

On  peut  voir,  par  la  Noie  insérée  p.  1 3 et  suivantes  du  t.ll(i8i3)  de  la 
Correipiintlfiiirc  sur  l'Ecole  poljrteclmiipie , combien  les  méthodes  suivies 
par  MM.  Hachette  et  üirard,  dans  le  Cours  do  Géométrie  descriptive,  étaient 
longues,  compli(iuées  et  pénibles.  Cela  suffit  pour  expliquer  comment  les 
élèves  de  la  petite  salle  n°  6,  dite  des  sous-ojficiers,  parmi  lestpiels  on  re- 
marquait MM.  Delanger,  Coriolis  et  M.  Guillebon,  excellent  ami,  esprit  droit 
et  na'if  sous  une  chétive  enveloppe,  avec  lequel  je  piochms,  pendant  les 
heures  de  récréation,  le  Calcul  îles  fonctions  et  la  Mécnnii/uc  nnalrtitpie 
de  Lagrange,  etc.,  celaexpli<iue,  dis-je,  commentées  élèves  furent  conduits, 
avant  môme  l’apiairilion  delà  Note  de  M.  Hachette  et,  à fortiori,  avant  celle 
du  professeur  Français,  imprimée  un  au  après  (1810,  p.  Taj,  t.  H de  la 
Corres/jonelance),  à refaire  leurs  épures  de  la  vis  d’après  des  procédés  où 
M.  Guillebon  et  moi  avions  cherché  à proscrire  la  méthode  des  |>arabo- 
loïdcs  tangentiels  ou  dos  paraboles  multiples,  indiquée  par  nos  professeurs, 
pour  leur  en  substituer  d’autres  qui,  permettant  d’exécuter  l’épure  de  la 
vis  en  quelques  heures,  présentaient  à cet  égard,  un  très-grand  avantage 
sur  celle  de  Français. 

La  tardive  apparition  de  cette  dernière  méthode,  réduite  à de  vagues 
indications,  ne  m’aurait  pas  détourné  du  soin  do  rédiger  sur  cet  intéres- 
sant sujet,  un  article  pour  le  Recueil  do  M.  Hachette,  si  le  manque  do  loi- 
sirs fl  cette  époque  des  éludes  et  la  lente  succession  des  Cahiers  do  la 
CorresjMindimce  ne  m’en  avaient  tout  à fait  ôté  la  pensée,  et  réduit  le 
résultat  do  cette  étude  à de  simples  communications  verbales  entre  cama- 


(*)  Puhtùrîcureiucnt  h la  publication  de  l’ouvrage  de  Th.  Olivier,  M.  de  la 
Güuriierie,  professeur  de  Géométrie  descriptive  à 1 École  polytechnique,  a in- 
séré dans  le  XWIV*  Cahier  du  Journal  de  cette  École  (i8üi),  un  Mémoire  sur  les 
lignes  ti'omhre  et  de  perspective  des  helicoïdes gauches,  d'une  étendue  fort  consi- 
dérable et  [irincipalement  fondé,  selon  l'usage  actuel,  sur  les  données  de  l'ana- 
lyse algébrique  transcendante.  Il  est  regrettable  que  cet  habile  professeur  n'ait 
pas  mis  à profit  sa  position  à notre  mère  École,  pour  élucider  la  partie  historique 
de  celte  intéressante  question. 
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rades  d’une  mi'mc  promotion  : communications  qui  servirent  à refaire 
expéditivement  les  épures  de  la  vis  à filets  triangulaires,  et  dont  il  n'est 
resté,  je  pense,  d’autres  Notes  manuscrites  que  celles  dès  lors  rédigées  ou 
ébauchées  par  moi  é l'École  polytechnique. 

En  ce  qui  concerne,  en  particulier,  la  construction  par  points  de  la  courbe 
do  séparation  d’ombre  cl  de  lumière  sur  les  filets  héliçoïdaux  triangu- 
laires de  la  vis,  je  ferai  remarquer  que,  au  jioint  de  vue  général  et  pure- 
ment géométrique,  la  question  reste  la  même  pour  les  nappes  inférieures 
ou  supérieures,  lorsqu’on  en  supposo  les  génératrices  indéfiniment  pro- 
longées de  part  et  d’autre  de  l'axe  vertical,  aussi  bien  que  les  lignes  de  sé- 
paration d’ombre  et  de  lumière  : la  différence  des  solutions  graphiques  no 
pouvant  provenir  que  de  la  différence  môme  d'inclinaison  des  génératrices 
sur  cet  axe,  quelle  que  soit  d’ailleurs  la  direction  attribuée  aux  rayons  de 
lumière. 

Soient  {/fg.  la),  en  projection  horizontale  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  vertical  de  la  vis  au  point  C;  O une  génératrice  rectiligne  quelconque 
de  sa  surface  supérieure;  p l’un  des  points  de  cette  génératrice,  décrivant 
à la  distance  horizontale  Cp  de  cet  axe,  une  hélico  dont  la  projection  est 
un  cercle  concentrique  à C,  et  fit,  perpendiculaire  è l’extrémité  du  rayon 
Cp,  la  projection  horizontale  de  la  tangente  géométrique  à l’hélice;  la 
tangente  d'inclinaison  sur  le  plan  de  ce  cercle  est,  comme  on  sait,  mesu- 
rée par  l’expression  numérique, 

11 

■ZTT.Cp’ 

H désignant  le  /«/.v  commun  à toutes  les  hélices  ainsi  engendrées. 

Soient,  de  (ilus,  / et  /•  les  points  respectifs  où  la  tangente  au  point  p 
et  la  génératrice  rencontrent  le  plan  horizontal  de  projection,  sup|K)sé 


Fie  '»• 


abaissé  de  toute  la  hauteur  H du  pas,  au-dessous  du  point  de  rencontre 
do  la  génératrice  avec  l’axe  de  la  vis;  rt  sera,  sur  ce  plan,  la  trace  du  plan 
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tangent  en  f»,  à la  surface  hélicoïdale;  do  sorte  que,  si  l’on  imagine  en 
ce  point  de  l'espace,  un  rayon  de  lumière  représenté  par  as  en  projection 
sur  le  même  plan  horizontal,  ce  rayoti,  tout  entier,  devra  être  compris 
dans  le  plan  tangent  représenté  en  g st,  si  a représente,  sur  la  génératrice 
Cr,  le  point  qui  appartient  à la  ligne  do  séparation  d'ombre  et  de  lumière: 
chose  toujours  lacile  à vérilicr  géométriquement  quand  p sera  donné  à 
priori.  Mais  il  s’agit  ici  de  trouver  la  position  même  de  ce  imint  sur  la 
direction  de  Cr. 

A cet  effet,  continuant  à substituer  aux  dénominations  de  l’espace  cplles 
de  la  projection  horizontale,  et  supposant  le  plan  tangent  en  p prolongé 
jusqu’à  l’axe  de  la  vis  en  C,  concevons  que  pr  ce  point  d’intersection, 
l’on  mène  la  droite  C/-  parallèle  à at  et  perpendiculaire  à Cr,  puis  la 
parallèle  Cp  au  rayon  de  lumière  as,  il  faudra  encore  que  celle-ci  tout 
entière,  soit  dans  le  plan  tangent  en  p,  et  que  la  trace  n de  ce  plan,  qui 
coupe  en  / la  perpendiculaire  C4-  à Cr,  comprenne  aussi  le  point  lixe  />  où 
le  rayon  de  lumière  C/z  rencontre  le  plan  horizontal  choisi  pour  plan 
de  projection,  comme  on  l’a  expliqué.  Or,  d’après  nos  conventions,  et  si 
l’on  nomme  de  plus  a l'angle  aigu  d'inclinaison  du  rayon  lumineux  sur  lu 
verticale,  on  a évidemment 

, , H 

(i)  cï~r;rcil’  *■/■"=*' 

ce  qui  donne  entre  autres,  pour  déterminer  la  position  inconnue  de  p sur 
la  direction  indéfinie  du  rayon  Cr,  constant  ainsi  que  C/z,  la  relation 

(a)  C4  = -z.7rCp,  Cp  = ^) 

où  C4  est  donné  graphiquement  par  la  position  fixe  de  /z  et  la  position 
variable  du  point  r sur  le  cercle,  concentrique  à C,  dont  le  rayon  est  dé- 
terminé par  cette  autre  relation 

Cr  = 11  tang  b » const., 

/z  étant  l'angle  aigu  d'inclinaison,  sur  l’axe  de  la  vis,  de  la  génératrice 
considérée. 

Rien  donc  ne  serait  plus  facile  que  de  construire,  graphiquement  ou 
numériquement,  la  valeur  inconnue  de  Cp.  Mais,  comme  la  variable  CA 
et  l’inconnue  Cp  appartiennent  à des  directions  rectangulaires  distinctes, 
cela  entraînerait  à des  opérations  multiples  qu’il  faut  éviter  autant  que 
faire  se  peut  dans  la  construction  des  épures.  C’est  pourquoi,  après  di- 
verses tentatives  infructueuses  que  je  me  dispense  de  rapporter  ici,  nous 
nous  sommes  arrêtés  au  procédé  qui  suit  : Imaginant  qu'on  i>orto  Cp  sur 
CA,  de  C en  p',  par  un  arc  de  cercle,  d’ailleurs  inutile  à construire,  et 
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(jii'on  iiiune  par  u'  mie  parallèle  u'/j'  à X//  cuupanl  Cr  en  z,  un  aura,  par 
la  théorie  des  lijines  proportionnelles,  d'une  part 

C/i  ; C «'  = Cp  ; ; C/j  ; CX  ; 

re  i|ui  donne,  d apres  la  relation  (i)  ou  (2). 

n I r-  *• 

C/J  = Cti-  = — = eonsl., 

' L X 2 ÎT 

et  prouve  cpie  y/  est  nn  (xMe  ou  point  lixe  |)Our  les  rayons  vecteurs  /j'r, 
<’ornmc  /j  lui-inème  l'est  pour  les  sécantes  /jr. 

D'autre  part, 

C3;r.p'=Cui;:Cr:r.X; 

d'on  l'on  tire,  toujours  d'a|ir6s  les  relations  (i)  et  (2), 


, Cr  Cr 

(.1  = t.p,-î-T  = — 

(.X  27T 


tangZi 


H 


ce  qui  montre  que  tous  les  points  * sont  sur  une  circonférence  de  cercle 
concentrique  à C,  de  rayon  constant  ; de  sorte  que  C //  et  C:  étant  calculés 
ou  construits  une  fois  pour  tonies,  pour  une  épure  donnée,  il  ne  s’aj^irait, 
afin  d’obtenir  le  point  u de  la  courbe  de  séparation  d’ombre  et  do  lu- 
mière, relatif  à une  direction  donnée  du  rayon  Ci  ou  Cr,  que  de  prolon- 
fter  la  droite  /j'z  jusqu’à  sa  rencontre  en  u.',  avec  la  perpendiculaire  in- 
définie ex-  en  C,  puis  de  ramener  par  l’arc  do  cercle  auxiliaire  dont  il  a 
été  parlé,  u'  en  u sur  la  direction  de  Cr. 

Mais,  comme  j’en  ai  prévenu  à l’avance,  cet  arc  de  cercle  devient  à son 
tour  parfaitement  inutile,  si  l’on  suppose  qu’on  fasse  tourner  d’un  qua- 
drant, autour  de  C,  la  droite  du  pôle  fixe.  C/j',  en  entraînant  avec  elle  la 
sécante  /j'zp',  et  l’équeire  on  angle  ilroit  fi'Cz,  sans  que  z quitte  le  cercle  de 

rayon  tang  ô auquel  il  appartient;  car,  par  cotte  rotation,  le  point 

2',  venu  en  p et  obtenu  par  le  même  procédé,  appliqué  au  pôle  P rem- 
plaçant /j',  no  sera  autre  que  le  point  môme  de  la  courbe  à tracer  ap- 
partenant à la  direction  indéfinie  de  Cz,  censét;  choisie  arbitrairement. 

Cette  construction  si  simple  et  si  rapide  de  la  projection  horizontale 
de  la  courbe  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  dans  la  vis  à filets 
triangulaires  est,  comme  on  voit,  générale,  rigoureuse  et  conforme  à la 
définition  qui  sert  de  point  de  départ  au  second  article  de  la  Note  précé- 
dente, sur  le  tracé  des  tangentes  à cette  courbe  du  quatrième  degré,  que 
nous  avions  baptisée,  dans  la  salle  n“  6,  du  nom  de  cu/jricorne  ; courbe 
remarquable  à plus  d’un  titre,  par  sa  forme  sy  métrique,  élégante  môme, 
et  douée  de  nombreuses  propriétés  géométriques  jusqu’ici  encore  peu  étu- 
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diées;  mais  qui,  si  je  ne  me  trompe,  mériteraient  tout  autant  de  l'étre  que 
celles  qui  ap|>arliennenl  aux  courbes  miThnniques  des  anciens  et  à di- 
verses autres  plus  mwlernes,  cultivées  avec  une  particulière  ferveur  par 
nos  jeunes  géomètres,  parce  que  leurs  propriétés  se  rattachent  plus  ou 
moins  intimement,  à certaines  ipiestions  de  physique  mathématique  ou 
d’analyse  inlinitésimale. 

Olle  même  construction  et  celle  de  la  courbe  de  contour  apparent  qui 
on  est  un  cas  particulier,  mais  dont  je  crois  inutile  de  rapporter  ici  la 
démonstration  directe  fort  simple,  ont  été,  dans  ces  derniers  temps,  vé- 
rifiées jiar  des  procédés  divers  d’analyse  ou  de  géométrie,  qui  n’ont  que 
fort  peu  de  rapport  avec  les  précédents,  dont,  comme  je  l’ai  dit,  la  date 
remonte  à la  fin  de  l’année  i8og. 

A l’égard  de  l'épure  de  la  vis  en  elle-même,  on  sait  qu’elle  se  rattachait 
alors  au  cours  do  machines,  et  servait  d’exercices  ou  d’applications  [Xtur 
les  leçons  de  géométrie  descriptive,  de  dessin  linéaire  et  de  lavis.  Celle 
épure  fut  continuée  jusqu’en  1816,  probablement  avec  la  tradition  de 
i8og  ou  1810;  mais  les  troubles  politiques  de  celte  époque  de  licencie- 
ment, do  destitution  même  dos  élèves,  professeurs  ou  examinateurs;  la 
tendance  exagérée  à l'application  de  l’analyse  algébrique  et  des  notions 
métaphy.siques  ou  abstraites  qui  s'y  rattachent,  prédomina  de  plus  en  plus 
à l’École  polytechnique,  à dater  de  celle  é(KKiue,  contre  l’opinion  même 
de  Laplace,  de  Poisson,  d’Arago,  etc.,  qui  semblaient  en  pressentir  les  fâ- 
cheuses consérpiences;  toutes  ces  circonstances,  dis-je,  firent  négliger  les 
applications  de  la  géométrie  proprement  dite,  et  l’épure  île  la  vis  à filets 
triangulaires  fut  supprimée  avec  beaucoup  d’autres,  mafgré  toute  son 
importance  et  son  utilité  dans  les  arts  mécaniques,  dont  elle  est  un  prin- 
ci|>al  et  pour  ainsi  dire  universel  élément. 
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NOTES  DIVERSES  DE  l/ALTELR»  MENTIONNÉES 
DANS  LE  COURS  DE  L'OUVRAGE. 


I. 

DÉMONSTRATION  OKOMKTRIOtR  ÉLÉMENTAIRE,  DES  PRINCIPALES  PROPRIETES 
DK  LA  PARABOLE  (?*OV.  p.  5‘i  Cl  6Uiv.  du  ICXtO)  (*). 

On  nomme  pnrainde  une  courbe  plane  MBO  i3),  dont  les  dilTé- 
rcnLs  points  M sont  à des  disUinces  o.^ales  MK  et  MP,  d’nn  |>oinl  F nommé 

ViQ.  iL 


foyer  cl  d'une  droite  AR  appelée  c/irectricr.  Celle  courbe  est  évidemment 
divisée  en  deux  |)artie^  symétriques  par  la  perpendiculaire  indélinie  AKNX, 


(•)  J'aurais  pu  ran(»ffr  aAi  nombre  de  mes  souvenirs  do  l'Ècolc  polytechnique 
cette  coiirlc  Mole,  communiquée,  il  y a bien  des  anuces  déjà,  à mon  ancien  ami 
le  brave  cl  excellent  colonel  du  {jenie  Servier  : extraite  d'nn  écrit  plus  coitsidé»  t 
rablc  sur  la  fjt‘ométrie  injimu'fimute,  elle  devait,  dans  mes  intenlions,  servir 
do  point  d'appui  et  de  cominenL'iire  h l’explication  géométrique  des  priiïci- 
pales  circonstances  de  la  chute  di*s  graves  et  du  inoiivcincnl  dt^  projectiles, 
que  j’ai  été  appelé  ù donner  tians  des  leçons  do  mécanique  élémentaire,  profes- 
sées à l'hélcl  de  ville  de  Metz  en  et  u la  Sorl>oiiiic  en  i83S. 

Cotte  démonstration,  fondée  sur  lt*s  propriétés  essentielles  de  la  paralnde  cl 
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abaissée  du  foyer  F,  sur  la  directrice  AU,  et  qui  la  rencontre  on  un  seul 
point  B nommé  sommet;  cette  |)erpcndiculair0  elle-même,  s’appelle  Vaxe 
de  la  parabole;  enfin,  les  droites  FM  relatives  aux  différents  points  M de 
la  courbe  se  nomment  les  rayons  vecteurs.  ^ 

Considérant,  sur  cette  courbe,  un  point  M'  infiniment  près  de  M,  ses 
distances  M’F  et  M'I**  au  foyer  F et  à la  directrice,  seront  aussi  égales 
entre  elles  d’après  ce  qui  précède,  et  par  conséquent,  si  du  |K)int  M on 
abaisse  respectivement  sur  les  directions  F’M'  et  M'P',  les  perpendicu- 
laires M/«,  Mn;  l’une  prolongement  de  Vordonnee  ML,  elle-même  per|)en- 
diculairo  à l’axe  ANX,  l’autre  considérée  comme  un  arc  de  cercle  infini- 
ment petit  concentrique  k F,  ces  perpendiculaires  retrancheront  de  F.M' 
et  de  M'P'  les  distances  respectives  /nM',  nM',  nécessairement  égales 
et  formant  entre  elles  le  quadrilatère  Mn/M'/i  divisé  en  deux  triangles  rec- 
tangles égaux  par  la  diagonale  .MM'.  ()r  cette  diagonale  peut  être  con- 
sidérée comme  un  éléim'ot  rectiligne  de  la  courbe,  dont  la  direction 
indéfinie  divisera  ainsi  en  parties  égales,  l’angle  FM'P'  formé  |>ar  les  dis- 
tances F.M'  et  M'P'  qui,  à la  limite  de  petitesse  do  MM',  doivent  être  cen- 
sées confondues,  en  grandeur  et  en  direction,  avec  les  droites  FM  et  MP 
relatives  au  point  M de  la  [larabole. 

De  là  on  conclut,  en  premier  lieu,  que  « la  tangente  MT  en  un  point 
quelconque  M de  la  parabole  divise  en  parties  égales  l'angle  formé  [lar 
» le  rayon  vecteur  MF  et  la  perpendiculaire  MP  à la  directrice  PQ,  ipii 
» corresi»ndent  à ce  point,  de  sorte  que  cette  tangente  est  |ierpendicu- 
» lairo  en  1 sur  le  milieu  de  la  distance  FP.  » 

Et  comme,  d'un  autre  côté,  la  série  des  points  milieux  I des  droites 


dcbarrasst>e  de  tout  npparcU  alf^cbriquc,  détail  ausM  sertir  de  compléniont  ra- 
tionnel à ta  description  d’un  apparoil  à cylindre  tournant,  dcvslinô  â l'observa- 
tion directe  cl  ex|>cr4ninnlalc  do  la  chute  verticale  des  corps  dans  l'air.  J'en 
avais  conçu  l'idci;  des  mes  premières  leçons  sur  la  mécanique,  et  je  l'ai  décrit 
en  i8.^o,  avec  quelques  details,  ainsi  que  beaucmip  d'autres  appareils  à indi- 
cations ceniinucs^  dans  celles  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  auxquelles 
assistait  M.  Morin,  mon  ancien  adjoint  à l’École  de  Metz  en  1829,  qui  avait  bien 
voulu  alors  se  charger  de  la  publication  de  ces  mêmes  leçons;  projet  que,  à mon 
grand  rej^ret,  il  a abandonne  au  second  semestre  de  l'exorcicc  scolaire  de  1840, 
pour  se  livrer  entièrement  à ses  propres  leçons  et  publications. 

A rég.ird  do  rinstniment  h rotation  uniforme  dont  il  vient  d'ètre  parlé,  cet 
habile  pnMessctiron  a tire  depuis  un  excellent  parti  quant  à l’execution  maté- 
rielle, réalisée  par  rinRcnicux  artiste  M.  Clair,  de  Paris. 

Eiiiin,  je  crois  utile  de  rappeler  que,  parmi  les  auditeurs  des  premières  leçons 
de  i84u,  se  trouvait  aussi  M.  Sat^joy,  savant  écrivain  et  artiste  en  instruments 
de  physique,  qui  s'était  proposé  dès  lors,  de  réaliser  ce  même  appareil  pour 
les  cb'rvcs  des  Cours  dé  Physique  expérimentale  ; ce  à quoi  sans  doute,  il  aura 
renoncé  faute  des  encoura^einonts  indispensabbîs  à raccomplisscmeut  d’un  tel 
|îrojet. 
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analogues  à FP  issues  du  foyer  F sont  rangés  sur  une  droite  B1  parallèle 
à la  directrice  l\),  c'est-à-dire  sur  une  perpendiculaire  à l’axe  AX  qui 
contient  le  sommet  B de  la  courbe,  lui-même  évidemment  situé  au  milieu 
de  la  distance  AF  du  foyer  à la  directrice,  il  en  résulte  en  second  lieu  ; 

i“  QuP  “ If’S  pieds  I des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  F de  la 
» parabole  sur  ses  ditîérentes  tangentes  MT  sont  situés  sur  une  ligne 
» droite,  tangente  elle-même  au  sommet  B de  la  courbe.  » 
a"  Que  « la  parabole  est  aussi  l’enveloppe  commune  des  positions  que 
» peut  prendre  l’un  l.M  des  côlés  d’un  angle  droit  MIF,  dont  l’autre  côté 
» pas.se  constamment  par  le  foyer  de  1a  courbe,  tandis  que  son  sommet  1 
71  est  assujetti  à parcourir  successivement  tous  les  points  de  la  tangente 
» au  sommet  de  cette  courbe.  » 

De  là  encore  on  conclurait  sans  peine  et  en  troisième  lieu,  que  « tout 
» cercle  circonscrit  à un  triangle  formé  par  les  intersections  mutuelles 
B de  trois  tangentes  quelconques  à une  parabole,  passe  nécessairement 
B par  le  foyer  de  la  courbe,  etc.,  etc.  b 
Mais  je  ne  m’arrêterai  pas  à la  démonstration  facile  de  ces  corollaires 
qu’on  trouvera,  ainsi  que  beaucoup  d’autres,  dans  la  sect.  IV  du  Traité 
des  Proprivtés  pmjrctii'es  f/es  figures. 

Prolongeons  la  perpendiculaire  P.M  indéfiniment  du  côté  de  la  courbe, 
suivant  MS , qui  prend  le  nom  de  lii/iniètre  de  la  courbe  d’après  des 
considérations  qu’il  est  inutile  d’exfioser  ici  ; celle  droite  formera,  avec  le 
prolongement  MU  de  la  tangente  en  .M,  un  angle  S.MU  égal  à son  op|H)sé 
au  sommet  PMT,  lequel,  d’après  ce  qui  précédé,  sera  aussi  égal  à l’angle 
TMF;  projiosition  que.  l’on  énonce  ordinairement  en  disant  que  « la  lan- 
B genle  en  un  point  donné  .M  de  la  panilKile , est  également  inclinée  sur 
B le  diamètre  MS  et  le  rayon  vecteur  MF  correspondants  à ce  point,  b 
L’angle  SMU  élant  d’ailleurs  égal  à MTN,  à cause  que  MS  est  parallèle 
à l'axe  TXX,  il  en  résulte  que  le  triangle  TF.M  est  isocèle,  et  que,  |iar 
conséquent,  « TF,  qu’on  peut  nommer  la  smis-iunge/tfe  du  point  M relative 
» au  foyer  F de  la  parabole,  est  égale  au  rayon  vecteur  FM  de  ce  point,  n 
D'un  autre  côté,  il  est  clair  au.ssi  que  la  normale  ou  perpendiculaire  MN 
au  point  M de  la  courbe,  divise  en  deux  parties  égales  l’angle  S.MF  du 
diamètre  et  du  rayon  vecteur  dont  il  vient  d’être  parlé,  do  sorte  que  le 
triangle,  FN.M,  dans  leiiuel  l’angle  MNF  = SMK  = NMF,  est  pareillement 
isocèle;  donc  a le  côté  FTs',  qu’on  ixmrrail  aussi  nommer  la  sous-nonuaie 
B delà  parabole  relative  au  foyer,  est,  comme  la  sous-tangente  TL,  égale 
» au  rayon  vecteur  FM.  b 

Donc  enfin,  t/ii/is  lu  purubole , la  snus~t(mgrntc  et  la  sous-ztormalc, 
rtiaijilées  sur  l’a.re  à partir  tlu  forer,  snat  égales  au  rayon  vecteur  cor- 
rrs/mmlant  du  point  de  la  courbe,  et  si,  du  foyer  connue  rentie  avec  le 
rayon  vecteur  d’un  poi/tt  donné  cot/ime  rayon , on  décrit  une  circonfé- 
rence fie  certle,  elle  coupera  l’axe  de  la  courbe  aux  pieds  respectifs  de 
la  tangente  et  de  ta  normale  relatives  a re  point. 
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Ces  propriéU^,  qui  n’avaient  point,  je  crois,  été  jusqu’ici  suflisamnienl 
remarquées,  pejivent  être  très-utiles  pour  le  tracé  des  tangentes  et  des 
normales  à la  parabole  (’). 

On  remarquera  que  TF,  étant  égal  à FM,  est  aussi  égal  à MP,  <le, 
sorte  que  la  ligure  TEMPT  est  un  losange  dans  lequel  IT  IM,  comme 
IF  = IP.  Et,  puisque  B1  est  parallèle  à LM,  le  sommet  B de  la  parabole 
divise  en  deux  parties  égales  BT  et  BL,  la  distance  Tl.  comprise  entre 
le  pied  de  l’ordonnée  ML  et  celui  de  la  tangente  .MT,  sur  l’a\o  dianvétral 
BX  de  la  courbe. 

Par  le  même  motif,  l’ordonnée  LM  est  double  de  BI,  et,  à cause  des 
triangles  semblables  MLN,  IBF,  LN  = aBF  = F.A,  puis<|ue,  d'apres  ce  qui 
précède,  BF  = B.\.  La  distance  LN,  comprise  sur  l’axe  entre  le  pied  de 
l’ordonnée  MN  et  la  normale,  étant  nommée  communément  la  sous-nor- 
male  relative  au  point  M de  la  courbe,  il  en  résulte  que,  tlans  la  jxirfilmte, 
cette  sous-nnrmnle , amstantc  pour  tons  les  points,  est  égaie  à la  tlis- 
tance  du  forer  à la  directrice,  notwuée  p<aamètre,  autre  propriété  bien 
connue. 

Enfin  on  a encore,  dans  lu  triangle  TMN  rectangle  en  M, 

Ml’=  LN  . LT  = AF.  aBL  = a AF.  BL, 
puisque  nous  venons  de  prouver  que 

LN  = AF,  LT  = ïBL. 

Ce  théorème,  vrai  pour  tous  les  points  M do  la  courbe,  s’énonce  ordinai- 
rement en  disant  que  t ordonnée  de  la  parabole  est  niorenne  pntportion- 
nelle  entre  le  douldc  du  fMtrmnèlrc  AF  et  l’abscisse  BL  rclalicr  au  som- 
met. 

Posant,  comme  on  le  fait  ordinairement,  ML=/,  KA=/',  BL  = x,  on 
a pour  tous  les  points  de  la  courbe,  la  relation 

y=ipjr, 

que  l’on  considère  plus  particulièrement  comme  Véi/uation  algébii(iuo  de 
la  parabole  rapportée  à son  sommet  B et  à sun  axe  BX,  pris  pour  axe 
des  abscisses.  Cette  équation,  en  effet,  permet  à elle  seule,  de  construire 
la  courbe  par  points  et  la  définit  ainsi  d’une  manière  complète. 


( *)  On  ne  duil  pas  perdre  de  vue  que  culte  Note,  fort  ancienne,  eal  ici  repro- 
duite textucUcinent. 
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Proprirlvs  riff  tlimiirirrt  rt  nrilnnnri  f nbliipirs  tir  la  parnbnlr. 

Soient  K { fij’.  i4)  le  foyer,  AX  l'axe  tle  symétrie,  AP  la  directriee  d’iine 
paraliole,  enfin  MM’  l’une  quelconque  de  ses  eorifi's,  MP  cl  M'P'  les 


Fif.  i'|. 


I 


|>er|H'ndirulaiies  abaissées  di*s  extrémités  de  celte  corde  sur  la  diree- 
Irice;  par  la  définition  même  de  la  rourbc,  M et  M'  seront  situés  à des 
distances  égales  du  foyer  F et  de  la  directrice,  de  sorte  qu’on  aura 

MF  = MP,  MF  = M'P', 

les  points  M et  M’  pouvant  ainsi  être  considérés  respectivement  comme 
les  centres  de  deux  cercles  tangents  en  P et  P’  à la  directrice,  passant 
par  le  foyer  F,  et  contenant  en  outre  le  point  F'  symétrique  à K par  rap- 
port à MM',  c'est-à-dire  situé  sur  la  (leriiendiculaire  indéfinie  FO  à MM' 
à une  distance  F' K de  celle-ci,  égale  à KF. 

D’aperè  cela,  si  0 représente  l'intersection  de  celle  per|>endiculaire  et 
de  la  directrice  AP,  on  aura,  en  vertu  des  propriétés  du  cercle, 

Ôp’=OF.OF’;  ÔP'’=OF.OF';  OP'=OP; 

le  point  O sera  donc  le  milieu  de  PP',  et  comme  tel  il  appartient  à une 
droite  OV  (larallèlc  à l'axe  AX  et  divisant  en  deux  parties  égales  la  corde 
MM'  en  ü.  Mais  le  point  O reste  invariable  |K)ur  tontes  les  cordes  parallèles 
de  la  courbe;  donc  les  milieux  U do  celles-ci  sont  situés  sur  une  mémo 
droite  OV  parallèle  à l'axe  AX  et  nommée  |)Our  ce  motif  dianiàirr  de  la 
parahnb-,  diamètre  oblique  à la  courbe,  qui  contient  évidemment  aussi  le 
point  de  contact  S do  la  tangente  IS  parallèle  à MM',  attendu  que  cette 
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tangente  doit  être  clle-mème  consiilértV  cmnmc  une  cordo  infiniment  pe- 
tite de  la  courbe. 

Nous  avons  vu  préeédeinment  (pie  la  lan"enle  SI  en  S est  perpenilieu- 
laire  à la  droite  EO  en  son  milieu  I.  comme  la  corde  MM'  e.sl  perpendi- 
culaire au  jwint  milieu  K de  la  distance  EF’;  or,  de  là  <'l  de  ce  qui  pré- 
cède, résultent  de  nouvelles  proiiriélés  non  moins  utiles  et  bien  connues 
lies  diamètres  de  la  paralxile. 

En  effet,  on  a { i4).  a cause  de  OE  = ilF,  EE  iKE, 

UF'  OK— EF  >JE  — /KE= /IK. 
et.  par  cnnsé(|iient , 

ÜE'.OE-  alK.üF=  ilK.Ol. 

Mais,  si  de  M on  abaisse  la  per|iendiculaire  .MQ  sur  la  direction  indéfinie 
du  diamètre  SV',  et  de  S la  perpendiculaire  SK'  sur  M.M',  ce  qui  donne 
respectivement  QM  = OP  et  SK'=  IK,  on  aura,  (lar  les  triangles  rectan- 
gles et  semblables  MQU,  S'Kü,  OIS, 

^ ^ îiy  _ H 

■SK'  .SU  ’ t)I  “ (JS  ’ 

ce  qui  donne,  wi  multipliant  membre  à membre, 

vig’  mû’  ôp*  mu’ 

SK'.Ol  ■ os  su’  ""  IK.OI^OS.SU’ 

et  finalement,  à cause  de  OP  = 4IK  . Ol, 

i.OS.SU. 

La  demi-corde  MU  parallèle  à la  tangimte  au  i>oinl  S qu’on  tient  nom- 
mer smiiriu't  de  la  courbe  relatif  au  diamètre  SV',  celte  demi-corde  étant 
considérée  comme  une  ordonnée  parallèle  à la  tangente  IS,  atiaissée  du 
point  quelconque  M de  la  courbe  sur  SV,  tandis  que  SU  est  de  son  c«Mé, 
considérée  comme  l’abscisse  relative  au  sommet  S choisi  pour  origine, 
l'équation  obtenue  en  dernier  lieu  pourra  s'énoncer  en  disant  que,  /mur 
un  (lininùlrc  i/uelcnni/iie  de  la  /utrabole,  l'onhnnéc  d'un  /mini  M est 
moyenne  pro/mrtionnelle  entre  l'ahscisse  SU  et  le  qiuidru/de  du  rayon 
vecteur  SE  relatif  nu  sommet  S <le  ce  diamètre,  puisque  effectivement 
EO  = SE.  Or  ce  théorème  renferme  comme  cas  particulier,  celui  déjà 
démontré  [lour  l'axe  même  de  la  courbe. 

D'après  la  propriété  de  la  tangente  en  un  jHiint  quelconque  S de  la 

3o. 
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piirabole,  cliarun  do  ses  [siinls  se  trouve  à égale  distanre  dn  foyer  F et 
do  l'intorsoclion  ()  de  la  diroolrioe  avec  le  diamètre  SV,  rorrospondiiet 
au  point  et  parallèle  à l’axe  de  la  courbe;  donc  les  tangentes  MT,  M’T 
aux  extrémités  de  la  rorde  MM'  viennent  se  couper  en  un  point  T dont 
les  distances  à 1’  et  à P'  sont  séparément  égales  à celle  de  ce  mémo 
point  au  foyer  F,  de  sorle  qu’elles  sont  égales  entre  elles,  ce  qui  exige 
(pie  le  point  T soit  sur  le  diamètre  f)SV  qui  divise  en  parties  égales  la 
corde  MM'  ou  l’intervalle  des  parallèles  Ml’,  M'P'  à l’axe. 

Par  un  motif  tout  à fait  semblable,  le  point  de  rencontre  I des  tan- 
gentes en  S et  M,  est  situé  à égales  distances  des  parallèles  SU  et  MP  à 
Taxe;  donc  on  a 

n = tM, 

et  par  suite,  à cause  des  parallèles  /S  et  MU,  on  a aussi 

TS==SU, 

propriété  analogue  à celle  qui  a lieu  pour  le  grand  axe  et  qui  peut  s’é- 
noncer en  disant  que  : /mur  un  diamèlrv  (/iictainifue  rlclapnrnbolr,  tesnm- 
mrl  S divise  en  juirties  èf'tdes  Vinlervnlle  TU  intereepté  sur  le  diamètre 
entre  la  tangente  MT  et  Vordimnèe  MU  relatives  h un  point  queleonrpie  M 
lie  la  courbe,  eelte  ordonnée  étant  prise  parallèlement  à la  tangente  nu 
sommet  S. 

Ces  conséquences  faciles  de  la  définition  de  la  parabole  sont  très-im- 
portantes pour  la  démonstration  des  luis  abstraites  du  mouvement  para- 
bolique des  |)oints  [lesants  dans  le  vide;  elles  conduiraient  à un  grand 
nombre  d’autres  propriétés  de  la  courbe,  mais,  au  lieu  de  m’y  arrêter,  je 
terminerai  par  un  dernier  théorème  relatif  au  rayon  do  courbure  de  cette 
courbe,  théorème  auquel  j’étais  parvenu  il  y a déjà  bien  des  années  (*), 
par  une  voie  pun'ment  analytique  et  qui  n'avait  point  encore  été  remar- 
«lué,  quoiqu’il  offre  la  plus  grande  analogie  avec  la  propriété  correspon- 


(”}  Pend:) ht  mon  séjour  à l'fxolc  putylecliniquc  dans  les  années  iSo8,  i8oq 
et  1810,  sous  nos  vénérables  proressciirs  )ihilosophes,  I.acroix,  Ampère  et  Potiisot, 
j'eus  l'idée  de  rechercher,  comme  exercice  d'analyse,  l’intégrale  de  l'équation 
différentielle  exprimant  la  condition  que  le  rayon  de  courbure,  relatif  .à  chacun 
des  points  d'une  courbe  plane,  suit,  comme  dans  la  cycloide,  le  doiiblo  de  la 
normale  correspondante  prise  par  rapport  â un  axe  des  abscisses  quelconque  i 
je  fus  fort  surpris  d’obtenir  l'équation  de  la  parabole  ordinaire,  au  lieu  de  celle 
de  la  cycloide,  h 1n(|ue11c  naturellement  je  devais  m'attendre;  circonstance,  un 
le  comprend,  qui  tenait  à ce  que  j'avais  attribué  le  signe  •+■  à l’expression  ra- 
dicale du  rayon  de  courbure.  Ce  r<‘sultat  do  l'influence  du  signe,  dont  j'eus  alors 
assez  de  peine  à me  rendre  compte,  devint  pour  moi,  par  la  suite,  l’occasion  de 
rechercher  la  démonstration  (xirement  gé«»melri(|ue  des  remarqiiabb-s  jiroprii'-— 
U‘s  tle  ta  parabide  relnU'*es  ci-dessus. 
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(lat)le  de  la  cydoïdc,  autre  courbe  d'un  usage  fré(|ui»nt  en  inécani(|iie.  Sa 
ddinnnstratiün  |>uurrd  fuurnir  un  nouvel  exemple  de  la  manière  dont  on 
doit  se  servir  des  notions  de  la  géométrie  inlinitésimale. 


Du  niroH  tic  aiiirbiirv,  ilii  centrf  tic  ciiiirbuic  cl  tic  lu  iIccclupfH'c 
de  ht  jjtinibult'. 

Idt  propriété  mentionnée  en  dernier  lieu  consiste  en  ce  que  « le  rayon 
» lie  courbure  MC  [fig.  i3)dc  la  parabole,  déterminé  par  la  rencontre  C 
» de  la  normale  en  un  point  quelconque  M de  la  courbe,  avec  la  normale 
» relative  au  jwint  infiniment  voisin  M',  est  le  double  de  la  portion  MR 
» du  prolongement  de  cette  normale  comprise  entre  la  courbe  et  la  di- 
n rectrice  AR,  de  sorte  qu’on  a MC=  2 MR.  » 

Pour  démontrer  ce  théorème , nous  reprendrons  nos  considérations 
premières  relatives  à la  fg.  i3,  et  nous  supposerons  qu’indépendamment 
des  perpendiculaires  MP  et  M'P'  à la  directrice  AR  do  la  parabole,  de 
la  tangente  MQ  relative  au  point  M,  etde  la  perpendiculaire  KIP  abaissée 
du  foyer  F sur  cette  tangente  qu'elle  cou[>e  en  I,  on  trace  la  droite  KP'  et 
la  tangente  M'Q'  relative  à M' coupant  FP' perpendiculairement  en  T.  Nom- 
mant, en  outre,  Q et  ()',  R et  R',  les  intersections  respectives  des  tan- 
gentes et  des  normales  en  M et  M'  avec  la  directrice,  on  se  rap[iellera 
(|ue  les  points  I et  I'  situés  sur  lu  tangente  au  sommet  B de  la  courbe, 

sont  les  milieux  des  droites  FP  et  FP',  de  sorte  que,  1 1'  = ^ PP'  = ^ M //  ; 

M/>  étant  l'intervalle  du  point  M à M'P',  mesuré  sur  le  prolongement  de 
l'ordonnée  peri>endiculaire  à Taxe  BX  de  la  courbe.  Prolongeant  de  même, 
cette  ordonnée  jus<]u’à  sa  rencontre  en  />  avec  la  normale  M'R',  il  en 
résultera  le  triangle  /<MC  qui,  ayant  scs  côtés  respectivement  parallèles 
à ceux  du  triangle  l'IF,  lui  sera  semblable,  de  sorte  qu'on  aura 


_ 

I F ou  PT“ 


II'  ou  - M n 
2 


M 


n 


Mais/.<M  et  P I',  étant  dans  le  triangle  M'Q'R',  des  lignes  respectivement 
parallèles  aux  côtés  Q'R'  et  M'R',  on  aura  aussi,  parla  théorie  des  lignes 
proportionnelles, 

M«~y'P'“  P'I' ’ 

donc 


P'I' 


2 


M'R' 

PT 


et  />C  = 2M'R', 


relation  d'autant  plus  remarquable  qu’elle  a lieu  pour  un  intervalle  quel- 
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conque  des  points  M et  M';  mais,  à la  limite  de  ra[jprocheinent  de  ces 
points,  /^M  devenant  négligeable  vis-à-vis  de  M’C  et  M'R'  qui  doivent 
alors  être  censées  respectivement  égales  à MC  et  MR,  il  en  résulte  la 
démonstration  du  théorème  énoncé,  à savoir  que  MC-=  uMR. 

Ce  théorème  d’ailleurs  conduit  à un  tracé  fort  simple  de  la  tlévflojiitéc 
de  la  parabole,  courbe  très-remarquable,  pointillée  sur  la  J!g.  i3  et  qui 
présente  un  point  tle  rebromacmeut  en  0,  situé  sur  l’axe  AX,  à une 
distance  BOdu  sommet  de  la  parabole,  double  des  distances  BF  et  BA  de 
ce  sommet  au  foyer  et  à la  directrice,  c’est-à-dire  précisément  égale  au 
IMtramètre,  lequel  représente  ainsi  le  rayon  de  courbure  de  la  parabole 
en  ce  même  sommet. 

On  peut  uti'ranchir  le  tracé  de  la  déveloptiée  dont  il  s’agit  et  la  déter- 
mination du  centre  de  courbure  C sur  la  normale  quelconque  MC  de  la 
|>arabule,  de  toute  considération  relative  à la  directrice  AR,  on  remar- 
quant que,  si  l'on  élevo  au  foyer  F de  cette  courbe,  sur  le  rayon  vec- 
teur FM  du  point  donné  M,  une  perpendiculaire  FK,  elle  rencontrera  la 
normale  correspondante  en  un  point  K tel,  que  le  triangle  recLingle  MFK 
sera  superposable  au  triangle  MPU  à cause  de 

MF  — .Ml’  et  angle  F.MK  = angle  P.MR ; 
on  aura  d<mc  l'hypoténuse 

MK  MR  - MC, 

■X 

et  par  conséquent,  si  l'on  pi-olonge  le  rayon  vecteur  F.M  d’une  quan- 
tité F(i  égale  à sa  ()ro|>re  longueur,  puis  qu’on  lui  élève  en  G la  perpen- 
diculaire GC,  elle  ira  rencontrer  la  normale  MC  au  centre  de  courbure  C 
de  la  courlK',  résultat  auquel  d'ailleurs  on  arrive  directement  en  obser- 
vant «lue,  d’après  les  propriétés  ci-dessus  relatives  au  foyer  et  aux  tan- 
gentes do  la  parabole,  l’angle  MFM'  sous  le<piel  on  voit  de  F l’élément  MM’ 
de  la  courbe,  est  précisément  le  double  de  l’angle  de  contingence  ou  de 
l’angle  MCM'  formé  par  les  nonnales  aux  extrémités  de  cet  élément;  de 
sorte  que,  si  l'on  porte  le  rayon  vecteur  F.M’  sensiblement  égal  au  rayon 
FM,  de  F en  G sur  le  prolongement  de  celui-ci;  que  l’on  acliève  le  trian- 
gle isocèle  GFM'  en  traçant  GM’,  l’angle  MGM’  de  ce  triangle  sera  préci- 
sément égal  à l’angle  MCM’.  et  le  quadrilatère  G.MM’C,  inscriptible  à un 
cercle  tangent  suivant  MM’  à la  parabole,  et  dont  par  conséquent  MC 
sera  un  diamètre,  GC  une  corde  perpendiculaire  à MG,  etc. 

Ces  considérations  conduisent  à une  autre  conséi|uence  non  moins  re- 
marquable. En  elfet,  nous  avons  vu  (|ue,  dans  la  parabole,  la  distance  FN 
du  foyer  au  pied  N do  la  normale  MC,  sur  l’axe  A.X  de  la  courbe’,  était 
égale  au  rayon  vecteur  correspondant  FM;  on  a donc,  par  construction, 

FG-FM-  FN, 
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et  pur  conséquent  le  triangle  (îMN  inscriplibic  û une  demi-circonférence 
dont  F est  le  centre,  est  rectangle  en  N,  ce  qui  indique  que,  pour  obtenir 
te  rentre  rie  rnurinirc  rebiti  f au  point  tpielronipie  M tle  In  panibole,  il 
sujfit  (l’élever  du  pied  N de  lu  norinnle  MC  relatif  h l’axe  AX  de  In 
tmirhe,  In  perprmiieidnire  N(i  à cette  normale,  puis,  du  point  de  ren- 
contre G de  reUe-ri  avec  le  pirdongement  du  raran  vecteur  eorresjKtndant 
MF,  lu  nouvelle  jterpemlieulaire  GC.  « la  direction  de  ce  rayon,  bupielle 
viendra  rencontrer  la  nomade  au  rentre  de  courbure  demandé  (*). 

C.elte  construction  serait  applicable  identiquement  aux  deux  autres 
sections  coniques,  l'ellipse  et  riiy|)erbole,  pourvu  qu’on  prît  pour  l’axe 
de  symétrie  AX,  le  grand  axe,  celui  qui  contient  k's  deux  foyers  n-els 
de  ces  courbes;  mais  je  n’entarocrai  pas  ici  la  démonstration  de  ce  théo- 
rème, et  si  j’ai  autant  insisté  sur  la  parabole,  c’est,  je  le  répète,  parce 
que  scs  pwpriétés  sont  très-utiles  pour  la  démonstration  générale  de 
certaines  lois  du  mouvement. 


II. 


HECHEHCHKS  AXALYTIOCE.S  RELATIVES  AL'  SYSTÈME  DES  UIAMÈTRES  CONJL- 
ia:ÈS  PARALLÈLES  UE:  UELX  LIOMtS  ULELCONOl'ES  UL  SECOND  UEOHE  SLR 
LN  PLAN  {vtjy.  la  note  au  bas  de  la  page  3o).  j’*) 


Représentons,  en  coordonnéi-s  rectangulairi’s,  jiar 


(i)  ny’y  -ch.ry -\-ex’-y ‘tdy-i  'acj -+■./  — «, 

(■a)  «'» -t-c'x’-(-Ar/'_i -e-'ac'j-h/'—  o. 


les  é(|uatiuns  données  de  ces  deux  courbes. 

Soit  4 la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  inconnu  que  l’un  des 
diamètres  conjugués  dont  il  s’agit  fait  avec  l’axe  arbitraire  des  abscisses  a, 
on  trouve 

b y -4-  ex  4 r'  . , , 

' ~ 4'<  pour  lu  piemien'  courbe. 


b' y +-  r'x  -f-  e' 
a'y-f-b'xy-d’ 


— 4,  (Kiur  la  deuxième. 


Ces  relatiOBS  donneraient,  conjointement  avec  les  équations  rcspec- 


(”)  C«Ue  bolution  a été  indiquée  sans  demuuBtraliuii,  par  uu  auteur  auglaîs 
•biDl,  jusqu’ici,  il  m'a  ele  impuMible  de  retrouver  le  uom  cl  l'ouvrage. 

(Note  ancienne). 

' **  ) Cette  Note  et  les  deux  suivautes  oui  précédé  ou  suivi  de  três-préa  mon 
retour  de  Russie  en  iëi4 
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lives  ci-tlessus,  k‘s  coordonnées  x et  >■  des  couples  de  points  de  l’une 
et  l'autre  courbe,  jKPur  lesquels  les  tangentes  géométriques  sont  paral- 
lèles; donc  ce  sont  les  équations  mêmes  des  diamètres  respectivement 
conjugués  à la  direction  des  tangentes  parallèles.  Pour  que  ces  diamètres 
soient  parallèles  entre  eu*,  il  faut,  en  observant  que  leurs  équations  peu- 
vent être  écrites  ainsi 

( <7/  “t  ^ j d"  d—  e j 'd  / “t—  t'  • — O, 

_r(«'X  d-^’)  d- d-  r')-\-Ail'  + e‘  =:  o, 

cpie  l'on  ait  la  relation  de  condition  très-simple 

ÙA  d”  c h A -f-  V 

ftA'  d~  r/’  A'  d“  Al  ^ -■ 


d'où  l'on  lire  pour  A la  double  valeur 


«V  — nr'  /("'c  — iic'f  Air' — c6' 

■i ( Am'  — iili')  Y 4 (A»i'  — ftb' )’  Am'  — iiAj'  ’ 


valeurs  qui  ne  seront  réelles  qu'autant  que  la  quantité  sous  le  radical  sera 
|K)sitive. 

Afin  de  simplilier  la  question,  on  [leut  supposer  (jue  la  seconde  des 
deux  courbes  données  soit  rapportée  à son  sommet  et  à ses  axes,  et,  do 
plus,  qu'on  ait  divisé  son  équation  par  la  constante  de  sorte  qu’on 
puisse  y faire  «'=  i,  Ai'=o,  <■/'=» o,  /'=o.  On  pourra  également,  dans 
l'équation  (i),  supposer  « = i sans  diminuer  la  généralité  de  la  question, 
ce  qui  donne  simplement 


A 


Jir-c') 

\-w- 


expression  dont  le  radical  sera  réel  toutes  les  fois  que  <■'  sera  [positif,  et 
tlémonlre  (|ue  toutes  les  fois  que  l'une  des  coniques  proposées  sera  une 
ellipse  ou  une  parabole,  la  solution  du  [problème  sera  possible  géométri- 
ipiemenl. 

En  effet,  sp  l’un  place  l'origine  des  coordonnées  au  sommet  de  cette 
courbe  et  leurs  axes  parallèlement  aux  siens,  l'équation  (2),  en  y suppo- 
sant é'  = o,  rt'=i,  etc.,  pourra  être  censée  la  représenter.  Or  cette 
«•ourbe  étant  alors  une  r/lipxc  quand  r'  est  /msitif,  et  une  piiraAm/r  quand 
r'  est  nul,  on  voit  que  dans  ces  deux  cas  la  valeur  de  A est  réelle;  donc 
lip  problème  [projposé  est  rr'soluble  géométriquement. 

Quand  les  deux  courbes  seront  des  hyperboles,  r'  sera  nécessairement 
négatif;  pour  qu'il  existe  alors  un  système  de  diamètres  parallèles,  il 
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faudra  que 


.\h‘ 


soit  > — r'  : on  peut  conclure  do  là  et  de  ce  que  j’ai 


prouvé  dans  mes  Cahiers  de  Russie  (p.  3o6),  que  quand  deux  hyper- 
boles s’entrecouiient  en  quatre  points,  sommets  d’un  quadrilatàro  con- 
vexe, auquel  cas  on  |>eut  faire  passer  par  ces  quatre  |>oints  une  infinité 
d'ellipses,  les  deux  hyperboles  auront  un  système  de  diamèircs  conjugués 
parallèles,  et  que  tout  système  de  deux  coniques  passant  par  ces  points 
jouira  delà  mémo  propriété. 

Dans  le  cas  où  ces  mêmes  quatre  points  appartiennent  à un  quadrilatère 
non  convexe,  les  hyperboles  no  peuvent  avoir  de  diamètres  conjugués 
parallèles;  car,  si  elles  en  avaient,  les  cordes  ou  côtés  conjugués  du  qua- 
drilatère formeraient,  avec  l’un  de  ces  diamètres,  des  angles  dont  les  sinus 
.seraient  respectivement  proportionnels,  ce  qui  est  impossible,  comme  on 


va  le  voir.  Donc  la  condition 


(c  — c'I 
4é’ 


> — c'  exprime  réellement  que 


le  quadrilatère  inscrit  simultanément  aux  deux  coniques  est  convexe. 


Cas  luirliculier  où  les  coniqiict  ilégénrrciit  en  ile.s  (Imites. 

Soient  x,,  x„  (_/?;».  i5),  quatre  points  situés  arbitrairement  sur 

un  môme  plan  ; en  les  joignant  deux  à deux  de  toutes  les  manières  possi- 


Fig.  là. 


blés,  vous  formerez  le  quadrilatère  simple, r,.»,x,.r,  avec  ses  deux  diago- 
nales. Soit  proposé  de  trouver  le  système  de  deux  axw  obliques  pour 
lequel  les  équations  des  cotés  opposés  /,/, -r,  x,  soient  de  cette  forme 

y = ax-\-ü,  jr  = — ax h' , 

c'est-à-dire  tel  que  ces  côtés  fassent  avec  les  axes  respectifs  des  angles 
dont  les  sinus  soient  proportionnels,  et  qu'il  en  soit  de  môme  pour  les 
deux  autres  côtés  r,  x,  et  > , x,. 

Prolongeons  les  côtés  opposés  x,.i-,  jusqu'à  leur  rencontre  en  «, 
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prenons  les  droites  <«■  et  pour  axes  obliques  primilife  des  x et  des_r, 
et  O pour  l’origine;  faisons 

ox,=  x„  ox,=  x„  <n=j,  et 

les  équations  des  six  lignes  droites  qui  entrent  dans  la  i5  seront 
évidemment 


pour  ox. 

X=o, 

pour  oj  y 

x=o, 

pour^-.x,, 

püur.)-,x^, 

y=- 

r. 

pour  j,x„ 

jK)ur 

X-x- 

Soient  ox'ot  or'  les  axes  inconnus,  7,  i les  angles  que  l’axe  des  x’  fait 
avec  les  aiM-iens  axes  o.r,  or,  et  7',  s’  les  angles  pareils  relatifs  à l’axe 
des  ,r'-  On  a les  furinulcs  suivantes,  i|ui  serviront  i (lasser  dn  premier 
système  de  coonlomiées  au  deuxième, 

x'sin  i -t-  r'sin  i'  j 'sin  7-+-  > ’sin7' 

JC  — • : — y y î 

sin  0 sinô 


0 représentant  l’angle  des  axes  primitifs  nx  et  or,  on  a évidemment, 

7 = 9 — s et  7’  = 9 — i'. 

Substituant  ces  valeurs  de  x et  dc..i  dans  les  équations  ci-dessus,  elles 


deviendront 

pour  «X,  x'=  — 

sin  7 , , sin  « , 

, rw)ur  or,  r = — : — 7^’  ; 

mny  * e 

pour  r,x,. 

, r,  sin  î -4-  . 

y — r-; — i,x  -I-. ..  , 

X,  sin  7 -f-_? , sm  i 

|)Our  r.x„ 

, r,  sin  8 -4- sin  7 _, 

' “ sin'/'+jr^  sin  s' 

enfin  on  aura. 

[)Our/,x., 

, r.  sin  « -r.r  sin  7 , 

y — — : J- r— I-,  X -t- . . . , 

x„  sm  7 sin  t 

pour  r.  X,, 

.L,^^in!4-x.sin7  , 

» — ^ “ è 1 • # 1 • • • • ^ 

siny -f-.r,,  sin£ 

Les  trois  dernières  équations  s’obtiennent  de  celle  de  ( r,  x,),  en  y met- 
tant res|>ectivement,  savoir  ; x„  et  r,  à la  place  de  x,  et  r,,  x„  à la  place 
de  X,,  et  enlin  t,  à la  place  de  .r,. 

Maintenant,  par  les  conditions  du  problème,  il  faut  que  dans  les  équa- 
tions de  r,  x,'et  » „ x,  les  coefficients  de  V soient  égaux  et  de  signes  con- 
traires, et  pareille  chose  devant  avoir  lieu  pour  les  droites  r,x„  et  r,  -r, 


* ' 
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il  eu  résulte  les  deu.\  nouvelles  étjuu  lions 

sin  ! -4-  X,  sin  7 ^ ‘ + si*'  V _ 

sin  c’4- J’,  sin  7’  ' sin  «’  + J",  sin 7'  ~ ’ 

4 , sin  £ sin7  _r,  sin  £ + jr,  sin  7 _ 
sin  t'4-a:,sin7’  sin  £'-t-x,  siii7'  ' 

qui  se  cléduisenl  l’une  de  l'autre,  en  y échangeant  entre  elles  respective- 
ment, JT,  et  J’,  en  et  j:,. 

Dévelü()|iant  la  première  d’entre  elles  et  opérant  ensuite  celle  permu- 
lalion,  il  viendra 

I 2),j,sinesine'-|-2x,  j-„sin7sin7' 

I + [sin 7 sini’-f-sin  ssin  7']  = o, 

I a.r,.v,sin  £sin  i'-l- aj-,  j,sin  7sin  7' 

I + sin  7 sin  s' -f- sin  £ sin  7' J = o. 

Retranchant  ces  éi|ualions  l'une  do  l’autre,  on  obtient,  a(irès  la  suppres- 
sion du  facteur  x,  y^->ry,x^—  x^r,— y,x^  qui,  par  hypollii^se,  n’est  pas 
nul, 

, . . . , sin  7 sim 

sin  7sm  £ -|-sm£sin  7 = o ou  -, — - = ~- — 

sin  7 sini 

IXmc  les  axes  cherchés  jouissent,  en  même  temps,  de  la  propriété  dont 
il  s’agit,  par  rapport  aux  côtés  opposés  ox  et  oy,  puisipie  cette  derniere 
égalité  exprime  que  les  coefficients  de  x'  dans  les  équations  de  ces  deux 
droites  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  En  supposant 

sin  7 sin  f'-(-  sin  £ siny'=  o 

dans  Té<iualion  (i),  elle  devient 

r,sin  £sin  £'-|-.r,  x,sin7  sin  7'=  o, 

et  l’érpialion  (2)  donnerait  ab.solument  le  même  résultat;  on  aura  donc, 
pour  déterminer  7,  7',  etc.,  les  Seules  équations 

(3)  y,_r,sinisin£'-t-jr,jr,sin7sin7'=  «, 

(4)  sin7sini'-f-sin7'sin£  — o, 

auxquelles  il  faudra  joindre  celles-ci 

(5)  = ((>)  0 — 7' -+-£'. 

Substituant  dans  l'équation  (3)  la  valeur  de  7'  tirée  de  l'équation  (4), 
il  viendra 

(7)  _r,^,sin*£  — j:,  j-,sin'7  = o. 
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Posunl,  en  outre,  Ungy  — /,  tang»  = H,  d’ou 


cela  donne 


I 4 t’ 


i + ï' 


Or,  en  |)U!iaiit  de  nouveau  tangO  = e.>,  ce  qui  donne  égalenietil 

. . X langO  lang-/  w — / 

« = tang  e = lang  ( 0 — 7 ) = ; = , 

" 1 4- lang 0 lang 7 H-w/ 

cette  dernière  équation  se  changera  dans  la  suivante, 

ou,  en  supprimant  le  facteur  i +r’  qui  ne  saurait  être  nul,  et  ordonnant 
[.n  ( H-  ) X,  - a «r,  .V. < 4-  m’j,  /,  = O , 

éipialion  de  laquelle  on  tire  llnalcment 


_ ± w v'"  I 4-  v4r, 

On  voit,  fwr  cette  valeur  de  t,  qu’il  sera  possible  de  trouver  deux  axes 
oblitjucs  qui  jouissent  de  la  propriété  en  question,  toutes  les  fois  que  le 

Fie.  ifi- 


/ 

/ 

/ 


produit  X, .r,  sera  positif  ; le  contraire  aura  lieu  quand  ce  produit 
sera  négatif.  Or  il  est  facile  de  s’assurer  que  cela  arrivera  si  les  quatre 
points  donnés  X,,  x„  r,  et.r„  (fig.  i5)  corrcs|)ondent  à un  quadrilatère  non 
convexe  x,^-,_r,  x,  (Jîg.  16),  et  que,  au  contraire,  le  produit  ci-dessus  sera 
|H>sitif  quand  ces  memes  points  formeront  un  quadrilatère  convexe,  v,  x. 
et  x,  j,  étant  d'ailleurs  Icæ  diagonales  de  ce  quadrilatère.  c.  0.  F.  n. 

— On  aurait  pu  s’arrêter  à l'équation  (7)  qui  démontre  la  même 
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propriété;  mais  nous  avons  jugé  ronvenable  do  calculer  explicitement 
l’expression  de  t. 

Rr/iinrr/iifs  tlii’frsex.  — Si  l’on  eût  cherché  la  valeur  do  yî  en  éliminant 
7 des  équations  (3)  et  (4),  on  eût  obtenu  à la  place  de  l’équation  (7), 
celle-ci  ; 

V,  P , sin  s’’  — j:,  .r.sin  7”  = o, 

d’où  Ton  aurait  tiré  les  memes  valeurs  pour  tang7'  que  pour  tang7;  or 
cela  provient  évidemment  de  ce  que  les  équations  (3)  et  (4)t  (5)  et  ((>) 
sont  symétriques.  Donc  la  double  valeur  de  t correspond  bien  à l’un  et 
l’autre  des  axes  ou  diamètres  conjugués  qui  remplissent  les  conditions  du 
problème.  Donc  enfin  il  n’existe  qu'un  seul  système  de  pareils  axes  ou 
diamètres. 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  deux  hy|ierboles  se  pénètrent  en  quatre  points 
•*■,>7(1  appartenant  exclusivement,  comme  sommets,  à des  qua- 
drilatères non  convexes  .c,_r,  ces  hyperboles  n’auront  aucun  sys- 

tème de  diamètres  conjugués  parallèles,  et  réciproijuement. 

En  particulier,  si  les  intersections  /,  et  _r,  se  confondaient,  c’est-à-dirn 
si  les  deux  courbes  se  touchaient  suivant  la  direction  de  r,  v,,  on  aurait. 


Fig  17. 


d’après  les  équations  ci-dessus  r,=.r,,  etc.,  il  faudrait  que  x,  et  x,  fus- 
sent de  mêmes  signes,  c’est-à-dire  que  la  tangente  v,,  étant  prolongée 
jusqu’à  sa  rencontre  on  o avec  la  droite  x,  x,  qui  joint  les  deux  autres 
points  d’intersection  x,  et  x,,  il  faudrait  que  o ne  se  trouvât  pas  entre  .r, 
et  X,. 

Si,  en  outre,  on  avait  x,=  .r^,  c’est-à-dire  si  les  deux  courbes  se  tou- 
cbaient  en  deux  points  x'  et./  (./îj".  18),  t devenant 

O)  r,’  ± '>1  ^ I -p  ûiM  ,x, 
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sa  valeur  serait  nécessairement  réelle,  et  par  conséquent  deux  semblables 
hyperboles  auraient  nécessairement  aussi  un  sysleme  de  diamètres  con- 

Fi(j.  i8. 


\ 


jugués  parallèles,  dont  les  directions  seraient  données  par  les  formules  pré>- 
cédentes,  etc.,  etc. 


Autrr  numirrr  de  prnrrder.  — On  peut  trouver  les  deux  axes  conju- 
gués dont  il  a été  précédemment  question,  d’une  manière  très-simple, 
ainsi  qu'il  suit  : 

Désignons  les  angles  comme  .dans  la  Jig.  19,  et  supposons  que  fwr 
un  |K)int  quelconque  O,  on  ait  mené  des  parallèles  respectives  aux  côtés 


Fig.  19 


"S 


./■> 


\ 


il 

/ ' 


? “ \C 

.1  tii  f e-  ' 


r,  / 


T'--; 


s<l  aux  diagonales  du  quadrilatère  donné  ABDO.  Soit  «/  une  trans- 
versale parallèle  à l’axe  cherché  et  qui  les  coupe  aux  jioints  marqués 
sur  la  ligure,  la  droite  Ox  passant  par  O et  par  le  milieu  / de  cd,  sera  la 
«mjugui^  de  cette  transversale  i>u  de  cet  axe,  et  il  faut  évidemment  que 
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tib  = ef,  bc  = lie,  elc.  Cela  posé,  désignons  par  a,  b,  c,  etc.,  les  longueurs 
0«,  06,  etc.,  et  observons  que  les  triangles  0«6,  Oc/,  etc.,  do  même 
liauteur  et  de  bases  égales,  sont  équivalents,  on  en  dé<luira  les  quatre 
équations 

(1)  //6sin  7 = r/siii  .r,  (a)  resin /«  = 6r/sin  f, 

(3)  6/'sin  n = «c.sin  «,  (4)  rile.sin/j  = 6rsin  r, 

auxquelles  il  convient  d’ajouter  les  deux  suivantes  ; 

(.A)  6e.sin  (r4-/n  ) = 6c.sin  r4-rrsin  m = /^/esin /»  + r/6sinr, 

(B)  rj/'sin  (7  -t-  / q-/.»-(-v)  = «Asin  7 -t-6/'sin(r+/i  -f-.v)  .=  e/'siu s-t-ncsin  (7  + < 

Ces  équations  ont  lieu  simultanément,  puisque,  d’après  ce  qui  précède,  lu 
droite  ef  est  possible.  Multipliant  d’abord  les  quatre  premières  par  ordre 
entre  elles,  on  aura 

(C)  .sin //I  sin/isin/<sin7  =:  sin  rsin.v  sin/sin /f  ; 

on  trouvera  de  même,  en  les  multipliant  membre  à membre  et  deux  jwr 
deux,  à savoir  : 

(i)  par  (3)  dans  l'ordre  direct,  (.6)  6’sinnsin7  = c’sin«sin.r, 

(1)  par  (3)  dans  l’ordre  inver.se,  (6)  u’sin7siiii/ =/'sinnsinv, 

(2)  par  (4)  dans  l’ordre  direct,  (7)  c’sin  msin/)  = A’sinr sin /■, 

(2)  par  (4)  dans  l’ordre  invorsÆ,  (8)  c’sin /«sinr  = r/’sin/jsinr. 

La  première  (C)  des  Apiations  ci-dessus,  a lieu  pour  tous  les  quadrila- 
tères et  peut  SC  démontrer  directement.  En  c0et,  les  quatre  triangle.s 
BHD,  DHC,  CHA  et  AIIB  donnent 

sin«_HB  sin;>_llD  sin7_HC  ^ sin  m H.\ 

sin.f  ~ 11D’  sin/  ~ HC’  sinr/^HA’  sine  IIB’ 

d’où  l'on  tire,  en  multipliant  ces  équations  membre  à membre, 

sin  H sin p sin  7 sin  m = sin  .t  sin  / sin  « sin  r. 

Pour  passer  de  la  considération  du  quadrilatère  convexe  ABDC  au  quadri- 
latère non  convexe  ABD'C,  il  Tant  changer  les  signes  de  sin  p et  sin  .v  qui 
ont  changé  de  sens.  La  dernière  de  ces  équations  reste  invariable;  mais 
il  en  est  autrement  des  équations  (5)  et  (6),  (7)  et  (8).  L'équation  (C| 
en  particulier,  donnant  immédiatement  / ((iiand  on  connaît  <1,  la  direc- 
tion de  nf  sera  connue  ainsi  que  celle  de  Ox. 
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Si  l’on  voulait  prouver  que  celte  droite  existe  réellement,  la  démons- 
tration précédente  ne  suffirait  pas;  car  les  points  «,  //,  c,  d,  cet/ pour- 
raient n'étre  |>as  sur  une  même  droite  et  remplir  cependant  les  conditions 
(i),  (2),  (3),  (4);  il  faudrait  encore  y joindre  les  systèmes  des  érpiations 
(A)  et  (B).  Les  équations  (5),  (G),  (7),  (8)  (Joiineraient  /,  c et  d en 
fonction  de  a,  b,  c res|)ectivement,  et  substituant  dans  les  équations  (A) 
et  (B),  on  obtiendrait,  entre  les  angles,  une  équation  de  condition  qui 
doit  être  remplie  pour  que  la  droite  «/soit  possible  géométriquement. 


III. 

•NOTE  IIISTOBIOI  F.,  CniTigi  E ET  PIIILOSOPIIIQl'E  A PROI-OS  DES  TIIÉORÉEES 

Snn  VlNSCBIPTION  ET  I.A  CIRCONSCRIITION  SIMI  LTAXÉE  DES  l>OI.YGONES 

Al’X  COMOCES,  ETC. 

Dans  un  remarquable  Mémoire  publié  en  1828,  au  t.  III  du  Journnl 
iiiatbêwtuiqur  de  CreUe,  p.  376,  M.  Jacübi,  do  Rœnigsberg,  a bien  voulu 
citer  avec  éloge  mon  ouvrage  de  1 822,  à propos  des  propriétés  projectives 
des  polygones  dont  il  s’agit;  propriétés  qui  s’y  trouvent  établies,  je  dois 
le  redire,  par  une  voie  en  apparence  exclusivement  géométrique,  quoique 
simple  et  rapide,  et  d’où  ce  grand  géomètre,  qpi  n’était  pas  seulement 
algébriste  comme  tant  d’autres,  a déduit  une  élégante  construction  pour 
l’addition  et  la  multiplication  des  intégrales  elliptiques  de  première  es- 
pèce. Cette  construction  a reçu,  de  M.  lx;gendre,  de  justes  éloges  qui  n’ont 
pas  peu  contribué  à établir  la  réputation  de  son  jeune  auteur;  mais,  en 
l’exposant  à sa  manière  dans  le  Supplément  au  t.  111  de  la  Théorie  des 
fonctions  elUiitiiiues,  l'illustre  et  vénérable  fondateur  de  celte  nouvelle 
branche  du  calcul  intégral,  soucieux,  avant  tout,  des  progrès  de  la  science 
qu’il  cultivait  avec  une  prédilection  toute  particulière,  ne  jugea  pas  à 
propos  do  mentionner  la  faible  part  de  mérite  qui  pouvait  revenir  aux 
théories  géométriques  du  Troité  des  Propriétés  projectii'cs  des  figures, 
ce  qu’avait  fait  si  loyalement,  dans  le  Mémoire  précité,  M.  Jacobi,  qui 
ignorait  d’ailleurs  l’érigine  analytique  <ie  ces  mêmes  théories  exposées 
dans  le  VI'  Cahier  de  ce  volume.  Or,  si  d’autres  savants  moins  autorisés, 
ont  imité  le  silence  de  M.  Legendre,  ils  n’auraient  pas  dù  dédaigner  au- 
tant qu'ils  l’ont  fait,  les  précieuses  ressources,  l’utile  enseignement  dont, 
à dater  de  1822  et  même  de  1817,  ont  été  pour  eux  les  spéculations  de 
la  géométrie  pure. 

En  examinant  d’un  peu  près  et  d’un  œil  non  prévenu  la  cause  de  cet 
apparent  dédain,  de  cet  oubli  plus  ou  moins  volontaire,  on  reconnaît 
sans  peine,  qu’elle  provient  originairement  de  la  façon  obscure  et  dé- 
tournée dont  Jacobi,  dans  le  Mémoire  précité,  a prétendu  faire  dériver  à 
posiériori,  de  la  théorie  purement  algébrique  des  fonctions  elliptiques, 
les  Ihéorème.s  relatifs  aux  polygon(*s  simullanéinent  inscrits  et  circonscrits 
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;m  système  do  ciroonforoncos  do  corolos  Intrés  .sur  un  plan  d'après  dos 
oonililions  domiéos;  car  il  sombUiil  on  rosuUor  quo  l'intorveulion  des  lu- 
mières do  rotio  géométrie,  nommée  si  mal  à propos,  ff’itmétrif  êlémen- 
Uûre,  méritait  assez,  pou  Vattontion  dos  matliématioions  qui  s’intitulent 
par  oxoellenoe  génnu'trrs;  malhémutioicns  quo  le  Rév.  (Joorgos  Salmon 
a mieux  caractérises,  ce  me  semble,  par  l'épithète  de  i;énmf-tres  alj^c- 
hristes  dans  son  récent  ouvrage  intitulé  : I,Cisnns  inlroductory  l<>  thr 
mnili'rn  highrr  nl"t'hrn. 

D'autre  part,  au  lieu  d’aborder  directement  et  franchement  le  cas  gé- 
néral, SI  simple,  de  la  iptestion  qui  nous  occupe,  l'autovir  du  Mémoire  in- 
sén'  au  t.  III  du  Joiirnnl  de  Mnthrmnti<ims  de  Cn-Ue  (j).  37G  à '385)  se 
préoccupa  d'abord  exclusivement,  d’un  problème  de  géométrie,  soi-disant 
encore  élémentaire,  qui,  déjà  anciennement  et  après  Euler,  avait  attiré  l'at- 
tention de  Nicolas  Fuss,  le  célébré  secrétaire  perpétuel  de  l’Académie 
des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg.  Ce  problème  concerne  la  relation  al- 
gébrique qui  lie  entre  eux  les  rayons  et  la  distance  des  centres  de  deux 
circonférences  de  cercle  donnétvs,  l une  inscrite,  l’autre  circonscrite  à un 
[Milygone  d’un  nombre  ipielconque  de  côtés,  de  forme  irrégulière  il  e.sl 
vrai,  mais  considéré  dans  de.s  conditions  de  symétrie  tout  à fait  parti- 
cidières  par  rapport  à la  ligne  des  rentres.  Or  Fuss  avait  vainement  re- 
cherché pour  le  quadrilatèn*.  la  relation  algébrique  relative  aux  polygones 
considérés  dans  une  disposition  [iliis  générale,  et  ne  s’était  même  pas  douté 
qu’elle  fôt  indépendante  des  conditions  restrictives  dont  il  vient  d'étre 
question,  ni  de  la  position  attribuée  à l'origine  ou  premier  sommet  du 
[Hjlygone;  toutes  choses,  selon  le  très-loyal  Jacobi,  devenues  évidentes 
d’après  les  théories  géométriques  de  mon  ouvrage,  et  qui  sont  prises 
|>our  point  d’aiqnii  et  pour  base  de  la  savante  application  ijuc  cet  éminent 
géomètre  fait  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  à la  recherche  de  In 
relation  dont  il  s'agit;  relation  variable  dans  son  expression  algébri(|ue, 
avec  le  nombre  des  côtés  du  polygone,  mais  dont  M.  Steiner,  devenu  de- 
puis notre  ami  commun,  avait,  dans  le  Jmirnal  de  Civile  (t.  Il,  1817, 
p.  u8ij),  énoncé  pour  les  polygoni'S  de  trois,  quatre,  cinq,  six  et  huit 
côtés,  les  équations  rationnelles,  en  admettant  à priori,  la  jMissibilité  de 
tels  jKilygones  et  de  leur  couple  de  cercles. 

D’après  ce  qu'a  bien  voulu  me  faire  savoir  plus  tard  M.  Steiner.  esprit 
original  et  inventif,  s'il  en  fut,  dans  le  domaine  de  la  géométrie  pure,  et 
dont  on  connaît  l’immense  collection  de  tlu'-orèmes,  de  problèmes,  de 
corollaires,  il  est  vrai  sans  lien  apparent  et  dont  malheureusement  il 
a trop  souvent  laissé  à d'habiles  disciples  le  soin  de  prouver  la  réalité  ou 
la  non-existence,  ce  serait  par  ses  encouragements  propres,  ses  avis  éclai- 
rés que  Jacobi,  ayant  pris  connaissance  du  Tndlê  des  Propriétés  pnijer- 
^tives,  aurait  été  conduit  à appliquer  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  à la 
démonstration  des  théorèmes  (p.  3z«  et  suiv.  de  cet  ouvrage)  sur  les  poly- 
gones simultanément  inscritset  circon.scrits  à plusieurs  cercles,  ür,  je  tiens 
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liarlifiilièrenipnl  il  fuire  rt*marqiii‘r  que  rctte  ii|)()lir€ilion , si  elle  conduit 
il  la  conslrnclion  "éomctriqne  de  la  somme  des  fonctions  dont  il  s’ajtil, 
no  |*eiit  que  diiricilemenl  servir  à trouver  la  relation  purement  algébrique 
i[ui,  pour  le  polygone  d’ordre  quelconque,  lie  entre  eux  les  rayons  de  ces 
cercles  et  la  distance  de  leurs  centres  respectifs;  les  fonctions  ellipliipies 
n ayant  ipi’une  valeur  do  forme  purement  implicite  ou  algoritlimique , 
qui  fait  dépendre,  contrairement  à l'ordre  logique  et  rationnel,  le  simple 
du  composé  on  du  transcendant.  A cet  égard  donc,  le  problème  envisagé 
dans  ses  conditions  généralisi,  quoiqu’il  appartienne,  selon  Jacobi  même, 
à la  géométrie  éldbientaire,  reste  tout  entier  à résoudre  pour  les  [>oly- 
gones  d’ordre  supérieur  on  d’un  rang  indéterminé. 

En  ctfet,  M.  Hiclielot,  jeune  étudiant  à Kmnigsberg  en  Pni.sse,  élève  et 
naturellement  continuateur  de  Jacobi,  n’a  fait  qn’étendrc  au  système  de 
deux  petits  cercles  de  la  sphère  les  démonstrations  de  ce  professeur,  en 
s’appuyant  également  .sur  les  propriéltés  connues  di«  fonctions  elliptiques, 
qui  lui  |K>rmettenl  d’établir  pour  ce  cas,  par  des  considérations  plus  e\- 
pliciles  et  plus  simples,  le  théorème  sur  la  simultanéité  de  l’inscri|ition 
et  de  la  circonscription  des  polygones  .sphériques;  conséquence  d’ailleurs 
immédiate  du  théorème  analogue  relatif  à deux  coniques  sur  un  plan, 
d’aprè.s  les  doctrines  mêmes  du  Trnité  tics  l’mprictcs  pnijcclii’cs.  Par  des 
transformations  trigonométriques  élégantes,  .M.  Richelol  établit  ensuite 
les  relations  qui,  pour  les  ja'tils  cercles  de  la  sphère,  sont  les  corres- 
|>ondantes  de  celles  que  MM.  Steiner,  Kuss  et  Jacobi  avaient  partiellement 
énoncées  ou  démontrées  pour  les  cercles  sur  un  plan;  relations  dont  les 
plus  simples  encore,  relatives  au  triangle  et  au  quadrdatère  sphériques, 
avaient  aus.«i  été  indiquées  |>ar  M.  Steiner  dans  le  I.  Il  (1826)  du  Journut 
mnthêmtUupte  tic  Crrlle. 

Ces  relations  algébriques,  d'autant  plus  remarquables  qu'elles  n’ofTrcnt 
entre  elles  aucun  lien  de  continuité  apparent,  laissent  en  dehors  le  cas 
de  \ heptagone,  et  ne  dépassent  pas  le  (lolygone  do  huit  côtés;  mais  il  est 
juste  d'ajouter  que  M,  Richelot,  en  s’appuyant  sur  un  primitif  et  célèbre 
théorème  de  Legendre,  pour  la  duplication  des  arcs  ellipti(|ues  (p.  25  des 
Exercices),  pré.sente  dès  le  début  de  son  Mén\oire  et  relativement  au  eas 
du  plan,  des  formules  algébri(pies  rationnelles  on  ne  peut  plus  élégantes 
et  symétriques,  pour  passer  d’un  polygone  do  n côtés  à un  polygone  d’un 
nombre  de  côtés  double  2//;  ce  qui  lui  permet  d’arriver  directement  à la 
relation  algébrique,  aussi  ralionnelle,  qui  lie  entre  eux  les  i ayons  et  la 
distance  des  centres  de  deux  cercles,  l’un  inscrit,  l'autre  circonscrit  à un 
polygone  de  seize  côtés,  en  lai.ssant  toujours  on  dehors  ceux  de  sept,  de 
neuf  et  de  quatorze  côtés. 

Quel  que  soit  le  mérite  d’un  pareil  rapprochement  et  quoiqu’on  saehe 
par  les  plus  anciens  travaux  d’Euler,  do  Legendre,  de  Jacobi  et  d'Abel 
que  les  intégrales  nommées  elliptiques  ont  entre  elles  des  relations  |ni- 
rement  algébriques  ou  gétjmoiriqui's,  il  n'en  parait  jias  moins  peu  naturel 


Digitized  by  Google 


XOTF5  ET  ADDITIONS.  4«3 

et  enrore  moins  pliiloso|iliiqiie,  de  tirer  dirertemonl  de  la  connaissance  de 
ces  travaux,  bien  qu’ils  soient  devenus  dans  o's  derniers  temps  familiers 
a beaucoup  de  lecteurs,  la  dénionslralion,  à iwslériorij  de  tln')orèmes  gé- 
néraux aussi  simples  de  la  géométrie. 

Sous  ce  rapport,  on  doit  savoir  beaucoup  de  gré  à .M.  Mention  d'avoir 
abordé  directement  et  g('x)métri(pieinent . la  question  dans  Tun  des  ISiiIlr- 
ti/1.1  itr  iniiH-rinhf  r/rc  Sricnrfx  tir  Stiiiit-I'rtrrsliniir^  (t.  I, 

1839.  P-  31  et  307),  sous  le  titre  modeste  d’.^'v.ï«(,>  sur  Ir  i)n>l>lèiiie 
tlf  i\.  Fiiss,  quoique  scs  recherches,  fort  remanpiables  d’ailleurs  et  qui 
concernent  la  relation  algébriquo  relative  à deux  cercles  mentionnée  ci- 
dessus,  n'aient  point  complètement  abouti  pour  le  cas  général,  et  se  soient 
arrêtées,  du  moins  explicitement,  aux  polygones  de  neuf,  dix  et  onze 
cétés;  car  si  ces  recherches  ont  mis  en  évidence  l'échelle  do  relation  qui 
lie  entre  eux  les  polygonc's  de  «,  //  — 1 et  //  — a cétés,  par  une  double 
«juation.  cependant  MM.  Mention  et  Tchébychef  ont  vainement  tenté  de 
la  résoudre  par  .les  procédés  de  l'analyse  algébrique. 

C’est  d'ailleurs  une  question  de  savoir  si  le  problème,  si  mal  résolu  par 
Fu.ss  en  1792,  l'a  été  mieux  depuis  par  d’autres,  notamment  en  Angleterre 
par  M.  Cayley,  qui,  ignorant  sans  doute  mes  publications  de  1817  et  1822 
citées  plus  haut,  a attribué  gratuitement  à cet  ancien  et  estimable  géo- 
mètre, sous  le  nom  de  jmrisme,  le  théorème  de  la  p.  3G4  sur  les  cercles. 
Parmi  les  nombreux  Mémoires  de  M.  Cayley,  écrits  dans  une  langue  ma- 
Ihématicpie  pour  moi  doublement  étrangère,  j'entrevois  bien,  en  effet,  de 
belles  méthodes  algébriques  pour  passer  d’un  terme  à un  autre  de  la  série 
des  polygones,  mais  non  pour  franchir,  sans  calculs  intermédiaires,  l’in- 
tervalle qui  séjiare  entre  eux  deux  termes  de  rang  (luelconquc.  .Ainsi,  par 
exemple,  dans  son  dernier  Mémoire  résumé,  de  mars  i8l)i,  il  n’arrive  à la 
formule  de  l'ennéagone,  obtenue  par  M.  Mention  et  relative  au  cas  simple 
de  deux  cercles,  qu’apres  avoir  laborieusement  calculé,  toutes  celles  qui 
appartiennent  aux  polygones  d'ordre  inférieur. 

A cet  égard,  il  me  semble  que  les  équations  et  les  résultats  des  n"“  II. 
III,  IV  et  VI  du  VF  Câhicr,  qu  il  eût  été  trè.s-facile  do  tirer  des  énoncés 
géométriques  de  la  secl.  IV,  c.hap.  Il  du  Tmilr  des  Vmprictvs  projrrtiws, 
il  me  semble  <pie  ces  équations,  ces  résultats,  joints  aux  divers  lhéorém»>s 
sur  l'enveloppe  du  côté  libre  et  des  diagonales  des  polygones  indétiniment 
insi'rils  et  circon.scrits  aux  cercles  ou  aux  sections  coniques,  auraient  faci- 
lement conduit  à des  conséquences,  relations  ou  porismes  algébriques  ana- 
logues à ceux  qu'ont  cherché  avec  tant  de  persévérance  sinon  de  succès, 
MM.  Fuss,  Steiner,  Jacobi,  Richelot.  Mention  et  Cayley. 

Ainsi  par  exemple,  si  l'on  imagine  «pi'nn  polygone  de  2«  côtés  étant 
à la  fois  cl  indéfiniment  circonscriplible  au  cercle  (C)  de  rayon  /■  et 
in.scriptible  au  cercle  (C')  rie  rayon  R (p.  3i.ô,y%-.  i3(>),  on  en  trace  un 
deuxième  d'un  nombre  n de  côlf'S  joignant  deux  à deux  consécutivement 
les  sommets  de  rang  pair  du  premier  iwlygonc,  qui  sera,  par  consérpient 
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intléOnimenl  inscriplible  au  corcio  (C)  de  rayon  R et  circonscriplible 
à un  troisième  cercle  (C")  de  rayon  inconnu  »,  on  aura,  en  nommant  «,  j 
les  distances  respectives  des  centres  C'  et  C au  centre  C,  conformément 
aux  résultats  des  p.  3ig  et  343  (équations  6 et  9), 

, R’[:ir*(R’  + n’)-(R’-n=)’y  4K’cV/ 

(R>-fl‘Y  ’ *“(R‘-«’)'' 

pour  calculer  directement  le  rayon  du  nouveau  cercle  (C")  et  la  distance 
de  son  rentre  à celui  du  cercle  de  rayon  R,  circonscrit  à la  fois  aux  deux 
polygones  d'un  nombre  n et  m de  côtés. 

Je  n'essayerai  pas  de  com|iarer  ces  dernières  formules  très-simples  à 
celles  que  M.  Richelot  a lui-méme  tirées  (p.  aSo  à aôa  du  t.  V de  Crelle'i 
du  théorème  de  Legendre,  pour  passer  imméfliatcmenl  delà  relation  algé- 
brique relative  au  polygone  de  n côtés  à celle  du  polygone  d'un  nombre 
de  côuis  double  a«;  je  me  bornerai  à faire  observer  que  l'on  arriverait 
à des  résultats  analogues  |Kiur  les  polygones  de  3«,  in,  Un,...  côtés,  pat- 
une  réduction  convenable  du  rang  de  ces  polygones  au  moyen  de  diago- 
nales joignant  de  3 en  3,  de  4 en  4,-..  leurs  sommets  dans  l'ordre  progressif, 
et  en  s’appuyant  sur  les  propositions  des  p.  336,  35a  et  suiv.  (Vl'Cali.); 
ce  qui  correspond  à la  multiplication  des  fonctions  clliptiqties. 

Quant  aux  polygones  d'un  nombre  premier  n'  de  côtés,  c'est-à-dire 
indécomposable  autrement  que  par  addition  ou  soustraction,  en  allant 
par  exemple,  de  1 à n',  ou  de  «'  à «'4-i,  etc.,  il  doit  arriver  à peu 
près  CO  qui  s’observe  dans  la  théorie  des  nombres  entiers,  où,  tout  en 
découvrant  de  fort  belles  propriétés  des  nombres  premiers  de  cette  es- 
pèce, on  n’a  pas  su  néanmoins,  jus(]u’ici,  les  exprimer  par  des  formules 
algébriques  explicites,  limitées  ou  nettement  délinics. 

Je  n’ai  point  l'intention  d insister  davantage  ici  sur  les  rapprochements 
possibles  entre  la  théorie  des  polygones  indéiiniment  insciiptibles  et 
circonscriplibles  au  système  de  deux  cercles  et  celle  des  fonctions  ellip- 
tiques de  première  espèce,  dont  mon  savant  confrère  à l'Académie  des 
Sciences,  M.  Chasles,  dans  son  classiiiue,  synthétique  et  dogmatique  Tmiti- 
de  Géométrie  supérieure , écrit  à la  manière  des  anciens  et  publié 
en  i85i  (p.  58o,  chap.  XXXV),  a offert  d'intéressants  exemples  relatifs 
à l'addition,  à la  multiplication  de  deux  arcs  d'ellipse  dont  il  fonde  la 
démonstration,  à postériori,  sur  la  considération  du  cas  singulier  d’une 
corde  mobile  à la  fois  inscrite  et  circonscrite  à deux  circonférences  de 
cercle  sur  un  plan.  Mais,  sans  prétendre  insister  dans  cette  rapide  Note, 
je  crois  pourtant  devoir  ajouter  quehpies  mots  historiques  touchant  la 
liaison  intime  qui  existe  entre  les  propriétés  des  fonctions  elliptiques  et 
celles  des  polygones  mobiles  démontrées  géométriquement  à l'endroit  déjà 
cité  (Sect.  IV,  Chap.  Il)  de  mon  Traité  de  iSaa,  sur  les  Propriétés  pn>- 
jertires  des  figures. 
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l’ümliinl  l’un  des  Irnp  courts  séjours  de  Jarobi  ù Paris,  en  i8i<j,  le 
premier  si  je  ne  me  trompe,  celui  (jui  a suivi  d’assez  près  la  publi- 
cation du  Mémoire  sur  V Ji>pliciitirm  des  Iransccmlaiites  cUiptiiiiies  h un 
pmblènie  eonnu  de  la  jfèoniéirie  élémentaire,  ce  ('éométre,  dont  je  m’ho- 
norerai toujours  d’avoir  possédé  l’estime  et  l’amitié,  a bien  voulu,  dans 
une  conversation  familière  en  partie  échappée  à mes  souvenirs,  m’initier 
à la  maniéré  simple  et  toute  naturelle  dont  il  avait  primitivement  entrevu 
la  relation  si  intime,  si  remarquable,  e.xistant  entre  les  théories  algébri- 
ijues  et  i:éométri(]ues  (pii  nous  préuccu]H'ut  ici.  Je  ne  connaissais  alors 
i|ue  V"»  E.rcreices  de  Lejtendre  sur  les  intéf’rales  elUptupies,  dont,  en 
i8i5,  j’avais  eu  occasion  do  faire  l’application  à des  recherches  sur  le  frot- 
tement de  la  vis  à filets  triangulaires,  dans  mon  Cours  de  Mécanique  à 
l'École  d application  de  Metz.  Je  savais  encore  qu’Abel  et  Jacobi  s’étaient 
déjà  illustrés  dans  ce  genre  de  spéculations  inauguré  par  Euler  et  La- 
grange; qu'Abel,  venu  en  i8/C,  de  Christiania  à Paris,  ce  rendez-vous  des 
réputations  bien  ou  mal  acquises,  était  mort  à la  peine,  en  i8zij,  âgé  de 
vingt-sept  ans,  après  avoir  vaimunent  attendu,  pendant  un  séjour  de  dix 
mois  en  France,  un  acte  d’intérêt  et  de  justice  de  la  part  des  Commis- 
saires chargés,  par  notre  Académie  des  Sciences,  de  l’examen  de  son  pre- 
mier Mémoire  sur  une  propriété  générale  îles  fonethns  transeenihuites  ; 
.Mémoire  qui  n’a  été  imprimé  que  quinze  ans  plus  tard,  dans  le  t.  Vil  des 
Saeants  étrangers  (1841);  c’esi-à-dire  douze  ans  après  la  mort  de  ce 
célèbre  et  infortuné  géomètre,  auquel  la  même  Académie  accorda  un 
[irix  posthume;  tardive  réparation  des  amères  déceptions  qu’il  avait 
éprouvées  pendant  une  aussi  courte  vie. 

.M.  Jacobi  donc,  dans  les  entretiens  dont  j’ai  précédemment  parlé,  repor- 
tant mes  idées  sur  la  théorie  des  polygones  indéliniment  inscriptibles  et 
circonscriptibles  au  système  des  cercles  et  des  coniques,  m’apprit  (ju’au 
début  de  ses  études  sur  ce  sujet,  il  avait  aussi  imaginé  de  faire  varier  un 
Uîl  polygone,  d’une  quantité  intinimenl  petite,  de  manière  que  les  arcs  élé- 
incntiiires  décrits  respectivement  par  les  extrémités  de  l’un  quelconque  de 
scs  cètés,  divisés  par  la  longueur  des  segments  correspondants  formés 
sur  sa  direction,  à partir  du  point  de  contact  avec  le  cercle  auquel  il  est 
langent,  représentaient  autant  de  dilférentiellos  elliptiques  de  la  première 
espèce,  et  fournissaient  ainsi,  par  leur  comparaison  relative  à chacun 
des  cètés,  autant  d’équations  distinctes,  les  mêmes  qu’Euler,  Lagrange  et 
Legendre  avaient  primitivement  intégrées  sous  une  fonne  rationnelle,  dans 
' leurs  admirables  recherches  sur  la  matière. 

Soient  (C)  et  (c),  Jîg.  20,  les  centres  de  deux  cercles  de  rayons  quel- 
conques R et  r,  situés  sur  un  même  plan  ; r/  = Cr  la  distance  de  ces  centres, 
P le  point  où  Ce  prolongé,  coupe  le  cercle  (C);  nommons  .v,  en  général, 
l’arc  PA  du  cercle  (C),  compté  vers  la  droite  à partir  du  point  P pris 
pour  l’origine  des  arcs;  enlin  y l’angle  au  centre,  correspondant  à AP  : 
de  sorte  que  .\B  = Hsiny  et  BC  = Rcosy,  sont  le  sinus  et  le  cosinus  natu- 
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rflsde  Al’=  R.«.  Soit,  de  plus,  A.V  une  corde  de  (C).  toiicliiiiit  (c)  en  t, 
dont  l’une  des  exlréinltés  A est  un  point  (pielconque  du  cercle  eitérieur, 

Fi{;.  vu. 
a \ 


à" 


et  l’aulie  A'  un  sei'oiid  puint  de  ce  cercle,  auquel  correspond  l’angle  au 
centre  l’CV  = ^'  ou  l'arc  l’AA' = s' = Uy'  relatif  au  même  cercle. 

Cela  posé,  admettons  que  la  curde  A.A'  subisse  un  dé(ilacemcnt  inlini- 
ment  jrelit  mi  autour  du  cercle  intérieur  (c)  ou  du  point  de  contact  pri- 
mitif r,  sur  ce  cercle,  de  sorte  que 


\/i  = il.t  = H'fVi 

on  aura  évidemment,  par  les  triangles  \tiC,  A' lit,  dont  les  angles  oppo- 
sés au  sommet  en  t sont  égaux  entre  eux,  et  en  posant  d’ailleurs  les  seg- 
ments A/  = 'î.  A'r  = o'. 


ils  ils'  Rf/s.. 

J'  V ' 

équations  flans  lestpielles  R est  constant,  S et  i'  sont  des  fonctions  incon- 
nues des  sinus  et  cosinus  do  s et  s'  ou  de  y et  y'. 

Par  conséquent  on  aura,  scion  les  nutations  du  calcul  intégral. 


ou,  en  divisant  par  R. 


'II.. 

o’ 


ür  il  est  bon  de  remarquer,  avant  d'aller  plus  loin,  ipie  la  première  de 
ces  éfiualions,  en  y substituant  aux  éléments  d’arcs  ils  et  ils',  leurs  pro- 
duits par  les  sinus  des  angles  ((u’ils  forment  do  part  et  d’autre  avec  la  corde 
tangente  à (r),  appartient  tout  aussi  bien  à deux  sections  coniques  quel- 
comiucs  qu'aux  cercles  considérés  en  |)arliculier,  et  que,  do  plus,  elle 
exprime  l’iino  dos  propriétés  fondamentales  des  fonctions  clliptépies,  |>uis- 
i|ue  S ou  o'  ne  sauraient  être  ici  (pic  des  expressions  radicales  du  sirond 
degré  entre  les  abscisses  et  ordonnées  des  extrémités  A ou  A',  c'est-à-dire 
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cnlro  les  smiis  et  cosinus  mi'mes  des  arcs  ou  des  angles  qui  leur  afqiar- 
ticnnent  res()ecli\ement. 

Toutefois  jo  ne  saurais  allirmer  (|ue,  lors  de  notre  entrclien  à Pans, 
M.  Jacolii  ait  eu  déjà  en  vue  le  ras  général  de  sections  conii|ues  (|ue.l- 
conqiies  simplement  mentionné  à la  lin  du  Mémoire  précité  de  ce  géo- 
mètre, cas  dont  M.  .Moutard  s’est  occupé  dans  Pune  des  .tddUinm  ci- 
a|)C'és;  mais,  ce  qu'il  y a de  bien  certain  d apres  mes  .souvenirs,  c’est  que 
les  considérations  ci-dessus  |>ouvunt  être  immédiatement  étendues  à une 
(vortion  do  polygone  AA'.\"...,  d'un  nombre  quelconque  de  cordes  ou 
célés,  à la  fois  instTits  à la  circonférence  de  (C)  et  circonscribs  à celle  de 
(c),  conduisiuit  forcément  à di«  rapprocliements  très-remarquables  entre 
les  tliéorémesde  mon  Traité  île  iHjej!  et  l'addition  des  fonctions  elliptiques, 
sans  recourir  à aucune  des  Iransformations  analytiques  mises  en  usage 
jiostérieurement,  t<ar  Jacobi  et  Legendre. 

D’une  part,  l'intégrale  relative  à chaque  sommet,  est  la  même  pour  les 
deux  cétés  qui  y aboutissent;  de  l’autre,  on  a directement  par  la  ligure, 
en  prenant  pour  exemple  le  cété  langent  .\A',  et  observant  que  le  seg- 
ment .A/  est  moyen  proportionnel  entre  ceux  qui  sont  formés  par  le  (M)int  A 
sur  lu  sécante  diamétrale  du  cercle  (c),  qui  aboutit  à l’extrémité  A, 

Kt  ou  8’=  ( Ac-f-c)|  Ac  — /•)  = Ai-  — 

et,  comme  par  le  triangle  ACc,  dont  le  cété  .AC  = U,  le  cété  Cr  a. 
l’angle  ACc;:^y,  d après  nos  notations  qui  sont  aussi  00111*8  de  Jacobi,  à 
cela  près  qu'il  ne  prend  pour  y quo  la  moitié  de  l’angle  .VCc  par  un  inotil 
qu’on  deviiK'ia  ci-après,  on  a aussi 

Ac=R’-|-rr’ — -lUocosy,  ^ 

et,  par  conséquent, 

— ïRircosy  — /■’  = (R  — iLy~r’—  4 Rosin’^y, 
il  en  résulte  nécessairement 


rdi  _ P jWo 

R f*  dy 

en  po.sanl  comme  module  de  la  fonction  elliptique  représentée  par  I tnlè- 
grale,  la  constante 


/ 4JL«__ 

Y (R-«)’-i 


= *<; 
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re  i|iii  inoiHit*,  tuul  au  imiins,  commoiil  Jacobi  a pu  èlre  conduit  à l'ap- 
piicalion  de  la  llit'oric  des  fonctions  elliptiques  aux  diverses  questions 
traitées  dans  son  Mémoire  de  i8»8.  (Jr,  ces  memes  questions  auraient 
été  al)ordé('s  plus  franchement,  plus  neltement  encore,  par  les  considé- 
rations tout  à fait  £:éométri(|ues  et  élémentaires,  que  je  viens  d’exposer, 
c’est-à-dire  sans  recourir  aux  données  de  l’analyse  transcendante;  mais 
je  me  dispenserai  de  le  montrer  dans  cette  Note,  de  peur  de  m'écarter 
par  trop  du  but  très-simple,  (pic  je  me  proposais  d’y  remplir. 

Au  sur(ilus,  c’est  sur  des  considérations  à peu  près  semblables  que  M,  Ri- 
cbelot,  élève  deJacobi,  s’appuie  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  et  que  Jacobi 
lui-méme,  dans  une  lettre  du  G aoiit  i845  [('rvUe,  t,  XXXll,  p.  176),  adres- 
sée à notre  honorable  confrère  M.  Hermite,  fonde  l’application  de  la 
méthode  géométrique  ci-dessus,  à la  démonstration  du  théorème  de  Landen 
et  de  quelques-uns  de  ceux  qu’Abel  avait  trouvés  pour  la  transformation, 
l’addition  des  intégrales  elliptiqui.'s  ou  tibiHicnues. 

f)u’il  me  suHise  de  faire  remaniuer,  en  terminant,  que,  au  lieu  de  re- 
courir à la  considération  du  triangle  ACc  pour  obtenir  l’expression  radi- 
cale de  O,  on  aurait  pu  faire  usage  du  triangle  rectangle  même  ABC, 
déterminé  par  l’ordonnée  AB  ou  sinus  de  l’arc  AP  = .v,  considérée  comme 
sécante  indéfinie  du  cercle  (c),  en  rattachant,  au  besoin,  l'expression  algé- 
brique des  segments  de  tangente  Ar,  A'/  aux  sécantes  communes  à ce  cercle 
et  à (C).  Cela  suggère  aussi  naturellement  l’idée  d’étendre  cette  consi- 
dération au  cas  dos  sections  coniques  quelconques,  et  même  aux  courbes 
géométriques  planes  en  général,  en  essayant  d’exprimer  les  éléments  du 
(lülygone  insi  rità  l'une  et  circonscrit  à l'autre,  par  les  relations,  les  théo- 
rèmes connus  vpii  les  lient  à l’ensemble  ou  faisceau  de  lignes  ayant  les 
mêmes  intersections  communes. 

Os  théorèmes,  ces  relations  géométriques  d’une  simplicité  et  d’une 
élégance  remarquables,  se  rattachent,  comme  on  sait,  à la  théorie  algé- 
brique des  constantes  numériques  arbitraires,  par  lesquelles  multipliant  les 
équations  de  deux  courbes  ou  surfaces  de  même  degré  et  les  ajoutant  par 
ordre,  on  obtient  l’éipiation  d’une  nouvelle  courbe  ou  surface  de  ce  degré, 
représentant  le  faisceau  do  toutes  celles  qui  renferment  les  intersections 
communes  au  système  des  deux  premières.  Ce  serait  bien  à tort  d’ailleurs, 
que  l’on  confondrait  cette  méthode  avec  le  procédé  purement  algébrique  des 
multiplicateurs  indéterminés,  employé  par  Bezout,  Lagrange  et  d’autres 
anciens  géomètres,  pour  opérer  l’élimination  entre  des  éipiations  de  de- 
grés i|uelconques;  élimination  dont  les  résultats  constituent  en  réalité,  le 
but  primitif  et  principal  de  ce  qu’on  nomme  aujourd’liiii,  mal  à propos 
si  je  ne  me  trompe,  la  théorie  algébrique  des 
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lui  tk)Clrine  îles  iiiii/ti/t/icateurx  urbitrnims  on  lirs  faisceaux  île  courbes 
et  lie  surfaces  cloiil  j'iii  piirlé  t'n  ti’rminant  le  préciklent  article,  cette  doc- 
trine, car  c’(‘n  est  une  véritable,  a son  point  de  départ,  je  crois,  dans 
une  heureuse  inspiration  de  M.  Ch.  Dupin,  l’un  des  plus  fervents  disci- 
pk-s  de  .Mouge,  qui,  dans  un  Mémoire  daté  d'.Xnvcrs  1804,  l'applique  à la 
recherche  de  l’équation  unique  d’une  inlinité  de  surfaces  du  second  degré 
pass:inl  par  les  intersections  communes  au  système  de  deux  surfaces  par- 
ticulières de  cetiegré  (XIll'  Oihier  du  Journal  île  r Ecole  Polytechnique, 
p.  81).  L’autour,  il  est  vrai,  n’a  point  indique  l’étendiM'  ou  la  portée  du 
principe,  mieux  saisie  par  un  autre  illustre  disciple  de  Monge,  M.  G.  Lamé, 
<|ui,  sorti  fraîchement  de  l’École  ))olytechnique,  en  a fait  des  applications 
multiples  et  élégantes  à la  recherche  de  Xexpression  analytique  île  la 
conimunanté  tV intersection  îles  lieux  géométriques,  dans  un  ouv  rage  pu- 
blié en  1818  (Examen  des  différentes  méthodes,  etc.),  et  rédigé  dans  un 
style  dogmatique,  qui  malheureusement,  no  laisse  pas  assez  apercevoir 
l’origine  géométrique  de  la  méthode  et  sa  ditférencc  essentielle  avec  les 
procérlés  ordinaires  de  l'élimination. 

Cet  écrit  original,  dont  M.  Lamé  avait  publié,  dès  décembre  1817,  mr 
extrait  dans  les  Jnuales  Mathématiques  de  Montpellier,  a été  mis  à profit 
sans  citations,  en  i8u6  et  les  années  suivantes,  d’abord  [lar  le  rédacteur 
même  do  ce  Recueil,  puis  par  ses  habiles  collaborateurs. 

Qu’on  lise  attentivement  le  petit  livre  de  M.  Lamé,  si  oublié  en  appa- 
rence dans  ces  Jnuales  comme  aussi  dans  tous  les  Traités  sur  la  matière 
où  domino  la  science  algébrique  dont  l'auteur  a fait  depuis  un  si  bel  usage, 
on  y reconnaîtra  la  trace  patente  des  idées  ([ui  ont  servi  postérieurement 
de  base  à l’emploi  de  l'analyse  pour  la  démonstration  des  théories  nou- 
velles de  la  géométrie  pure.  Mais,  ce  qui  paraîtra  bien  diffîcilc  à expliquer, 
c’est  qu'il  se  soit  écoulé  près  de  dix  ans  {1817  à 182G  ou  1827)  avant 
(|ue  MM.  Gergonne,  Bobillier,  Sturm,  Plucker,  etc.,  aient  songé  à faire 
cette  application  en  apparence  si  naturelle,  si  simple  et  que,  sans  aucun 
doute,  -M.  Lamé  n’eùt  point  négligée,  dans  ce  long  intervalle,  s’il  avait  été 
mieux  accueilli,  plus  encouragé  dans  son  goût  inné  pour  les  spéculations 
d'une  science  depuis  si  singulièrement  appréciée,  combattue  même  par  lui, 
dans  ses  savantes  Leçons  de  i8âg,  sur  les  roonlonnécs  curvilignes  ('). 


( *)  Je  suis  peu  surpris  do  la  profereitce  ou  prééminence  que  Tauleur  de  cet 
ouvrajje  accorde  (p.  ij  et  i5)  it  l'analyse  al{;êbrique  sur  la  [;eonietrie  pure;  mais 
je  ne  saurais  admettre  sans  protester,  qu'il  dépouille  celte  dernière  science 
(voy.  p.  i5a,  176,  etc.)  de  toute  initiative,  en  dehors  do  son  domaine  propre, 
dans  la  decouverte  de  cerUiins  principes,  d.nns  l'emploi  même  de  certaines  deli- 
nilions  ou  notions  fondamentales  de  la  dynamique  des  mouvements  absidus  ou 
relatifs,  nolanimenl  rlans  rintroduclinn  en  niecaniqiie  prati<|ue,  des  notions 
de  Iravtttl  tcsuiuint  ou  composant,  d'aeoctération  totale  ou  résultante,  iVaccé- 
Icration  tangcntielle  el  normale  ou  centrj'itgc  ; notions  ipii  ont  répandu  tant  de 
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D'une  pan,  il  fallait  (pie  la  (’onsiiicralion  tle  ! //////«,  des  wiaf>ùuatrs, 
lin  /jn/tdp/:  fie  tonlinmiè,  onvisaj^és  ^éométIiquenlenl  dans  les  ihéurit's 
de  la  pn>j(Ttion  cvntmle  et  de  \' lunnDln^te  (le.\  de  la  f'fnfufiumjutc 

fi*i/ftf:nurtio/is  des  systèmes  de  lijînes  et  de  surfaces  «lu  second  degré ^ 
confocalcs  ou  non;  dans  la  théorie  des  mohUes  sudaut  verttiine^ 


jour,  de  simplicité*,  sur  les  théories  et  les  applications  de  la  science  aux  machines 
et  à la  cifiémulique.  sur  la  notion  iisiielU!  mêiiie  d<^  force»  vives  cl  d'inertie. 
Toutes  ces  déiiorninalion»  qu’on  ne  s'uth-ndrait  i;uére  d’ailleurs  à rencontrer 
dans  un  livre  consacré  aux  coordonnas  curvitif^nt‘s,  ne  peuvent  être  considérées, 
ce  nio  semble,  coninio  élran(;èi'<.*8  aux  utiles  et  saines  doctrines  de  la  jjéumélrie 
rationnelle,  pas  plus  que  no  l’a  clé  la  decouverte  par  Kepler,  Cal  liée,  etc.,  des  loi* 
constitutives  du  mouvement  et  des  forc4*s  naturelles;  découverte  dont  ou  est  au- 
jourd’hui trop  enclin  à faire  bon  innrchc.  Mais  je  m'arrête  Ici,  car  il  convien- 
drait peu  d’entrer,  avec  l'auteur,  dans  des  détails  et  des  explications  qui  ni’éloi* 
pueraient  du  but  que  j'ai  cherché  à alleiudro  dans  ces  ^otes. 

Que  les  doctrines  géométriques  relatives  a la  coniinuitCf  a la  théorie  des 
profretioiis  centrales,  à colles  des  polaires  réciproques,  des  morrnnvs  harmo- 
niquesy  etc.,  inspirent  |>eii  d'intérêt  aux  admirateurs  passionnés  des  méthodes 
algébriques,  cela  se  conçoit  de  rt'slc;  mais  qu’on  faisant  un  clogc  mérite  de  lu 
trans/brniation  par  raj’ons  t'ecirurf  t éciproqurs^  M.  I.amé  qui  IVm ploie  en  lui  attri- 
buant (p.  2^8)  dans  les  applications,  beaucoup  plus  de  portée 4>l  de  puissance, 
qu’elle  nVn  comporte  recllenienl,  semble  ignorer  l'origine  tout  à fait  geoniélri- 
(|ue,  de  cette  très-ancienne  méthode  anamot phtque,  réalisée  pour  le  plan  par  le 
miroiren  cène  des  cabinets  de  physique,  voilà  ce  qui  ne  se  corKOtt  guère.  En 
effcl,  rinliine  liaison  de  cette  méthode  avec  les  admirables  propriétés  de  la  /»/o- 
portion  harmonique  {fnrdirlas  haimonica  dti  divin  Eluton,  comme  le  dit  Papptis), 
ou  avec  la  théorie  des  pèles  et  polaires  réciproques,  considérée  spécialement 
pour  le  cercle  et  la  sphère,  mais  qu'au  point  do  vue  géoinélriquo,  il  est  facile 
d'cteiidro  au  cas  général  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  degrc  (^Traité  des 
Vropriétés  projectives)^  celle  liaison  si  remarquable,  disons-nous,  est  parfaite- 
ment manifeste.  De  plus,  elle  explique  h priori  les  belles  propriétés  analytiques 
ou  géométriques  do  lu  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  d'abord 
signalée  par  MM.  Stubbs  et  William  Thomson,  puis  étendue  cl  notablement 
développée  dans  ses  conséquences,  par  M.  Liouville  {Joumal  de  Mathématiques, 
t.  X,  XlelXll,  à qui,  en  donnant  ù celle  même  transformation  le 

nom  qu'elle  porte  actuellement,  en  a fai!  aussi  l'objet  de  irès-reniarquablcs 
rédexions  ou  applications. 

Ces  applications,  dont  on  a depuis  considérablement  étendu  encore  le  cercle, 
démontrent  toute  la  féctuidité  de  lu  méthmlo,  qui  par  son  heureuse  siiiiplicilé 
même,  offre  les  avaiitngi.s  inhérents,  en  général,  aux  meilleurs  procèdes  de 
trunsforinalion  (et  non,  comme  cola  s'csl  dit  quelquefois  improprement,  /nm- 
t ipes  de  déformation).  La  recherche,  la  découverte  de  ces  procédés,  <lnuH  l'ana- 
lyse algébrique  comme  «lans  la  g»*oraélrie  pure,  ne  doivent  pas  être  altribuéet; 
au  simple  hasard,  puiscju’ils  supposent  une  prévision  inliiiltve  et  un  choix  mo- 
tivé |>armi  la  miillilude  de*  ti-ansfotinations  arhilraircs  qu'il  est  possible  de  l'airt* 
subir  en  général,  aux  relations,  aux  formes  algébriques  ou  géométriques. 
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toii,  inscrits  el  circoiiscrils  a d'autres  (Xily^ones,  à des  coni<]Mes,  a des 
courbes  (;('omélri(|ues  d'urdre  quelconi|ue  ; dans  relie  des  /Kiltiirrs  rvci- 
/lym/tti’.c  et  du  //riiiri/»:  t/r  /v-fi/^/wei/e' géométri(iue  qui  eu  découle,  aliii.si- 
^ement  déguisé  sous  le  nom  ambitieux  de  i/imliié;  dans  celle  encore  des 
miirrs  lie  /i/iriiionii/ur\,  eU\\  il  lallaU.  dis-je,  (|ue  ces  divers 

[H)inl8  de  doctrine  fussent,  au  préalable,  établis,  rigoureusement  démon- 
trias  comme  ils  Tont  été  par  moi,  à partir  de  i8r-,  dans  des  Mémoires  • 
insérés  aux  Aiiiinles  ilc  Mnilièimitiiiiu'i  déjà  citées,  ou  présentés,  en  igarn 
el  i8i4,  à l'Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Franco,  etc. 

D'autre  |iart,  il  fallait  encore  que  ces  memes  doctrines,  ces  pro()osilions 
diverses  fu.ssiml  traduites  et  élucidées  dans  la  latigue  familière  aux  ditfé- 
rents  esprits,  aux  aptitudi>s  diverses  do  ceux  qui  écrivent  ou  s’e.xercent  sur» 
la  matière;  en  un  mot  il  fallait  qu’on  se  créât  des  méthodes  d'exjtosilion, 
de  démonstration  en  quelque  sorte  personnelles,  fondées  sur  de  nouvelles 
notations,  conventions  ou  dénominations,  sur  de  nouveaux  artifices  même 
de  calcul  algébrique  ou  de  langage  géométrique,  mais  plus  particulière- 
ment sur  des  systèmes  de  coordonnées  linéaires,  distinctes  île  celles  de  Des- 
caries, et  qu'on  a vu  apparaître  successivement,  à partir  de  i8a7,  dans  les 
Annule.t  ci-dessus  indiquées,  dans  le  Jmtnml  ih:  C relie  ou  dans  des  ou- 
vrages postérieurs. 

A ce  dernier  point  de  vue,  on  doit  partager  en  deux  classes,  souvent  ' 
étrangères  parle  langage  et  des  lors  rivales,  hostiles  Tune  à l'autre,  les  sa- 
vants ipti  s’y  sont  livrés  avec  le  plus  d'ardeur  el  de  succès,  soit  en  imagi- 
nant de  nouveaux  principes  généraux  do  démonstration,  soit  en  ayant  di- 
rectement rmiurs  à de  nouveaux  modes  de  transformation  des  figures, 
mais  conduisant  en  définitive,  il  faut  bien  le  remar(|uer,  aux  résultats 
déjà  fournis  par  ceux  que  je  v ions  d'énumérer. 

Dans  la  |iremière  classi’,  qui  se  rattache  plus  spécialement  à la  géométrie 
pure,  SC  placent  à un  rang  trè.s-élevé,  M.  Chasles  en  France,  M.  Sleiner 
en  Allemagne;  tous  deux  célèbres,  ajustes  titres,  non  pas  seulement  [lar 
la  multiplicité  des  théorèmes  ipi'ils  ont  découverts  ou  dévelop[>és  dans 
leurs  conséquences  diverses,  mais  aussi  par  la  marche,  en  quelque  sorte 
exclusivement  géométrique,  qu’ils  ont  suivie  dans  leurs  ouvrages  didacti- 
ques : Tun,  en  Allemagne  (i8Ja),  dans  un  livre  dédié  à l’illustre  .Alexandre 
de  llumbüldt  ( * ),  et  dont  malheureuseniont  la  l"  Partie  seule  a paru  ; l’autre 


{•)  Dévctoftprmriit  fj  strniatiqiic  tu  défier, diince  des  furmes  groinrtriijucs  •, 
ouvrage  écrit  toi  alteiniirid,  où,  en  eoiivervant  retigieuseiiient  les  tiomv  franvaiv 
fies  ihefiries  cl  des  nieltiuiles  iiutivelles  de  la  geomelrie,  oii  tiésite,  ou  craint  de 
se  pruiiuncer  sur  les  droits  respectifs  des  vrais  auteurs,  injustenictit  attribués  à 
d'autres;  ce  ipii  explique,  en  partie;  suus  lent  justilier  explicitement  ni  coinplc- 
tcnient,  les  graves  rcprficbcs  f)ue  M.  t^linAer  a adressés,  vers  la  nicme  épurjne, 
U M.  Sleiner.  (Top.  plus  particiiliêreineiil  te  Juurnal  deCieltCj  l.  I,  p.  qfi  el  léi; 

l.  lit,  p.  .410.) 


Dkjitized  by  Google 


SUUVKMRS, 

en  Fraii(‘0  {18371^  dans  son  Jprrru  historit/i/r  ^ clc.  (*),  Kéiligt^  en  vue 
d’inilier  les  élèves  aux  nouvelles  dortrines.  ces  ouvrages,  ù mon  sens, 
ne  laissent  pas  assez  afMTrevoir  les  sources  originales  où  ont  été  puisés 
1(«  principaux  éléments  des  démonstrations^  des  points  de  théorie  qui  y 
entrent  et  offrent  entre  eux,  il  faut  bien  le  dire,  une  concordance  qu'ex- 
pli(ju(%  à la  rigueur,  la  similitude  même  du  but. 

Dans  l’ouvrage  allemand  de  i83a,  en  effet,  M.  Steiner  fonde  tï»ul  son 
enseignement  sur  la  considération  des  systèmes  simples  on  doubles  des 
faisceaux  de  droiU»s  (ju'il  nommv  frrisreanx  projcctifx,  parce  que  le  point 
de  départ  s*en  trouve  dans  l’emploi  du  rappt^n  composé  entre  les  segments 
formés  [>ar  chacun  de  ces  faisceaux  sur  une  transversidc  arbitraire,  ou 
entre  les  sinus  mêmes  des  angl(»s  formés  autour  du  point  de  convergence 
<les  droiUs  de  cliaque  faisceau;  ces  rapports  étant  tous  deux  suscep- 
tibles d’élre  projetés  perspectivement,  sans  subir  aucune  altération,  sur 
tin  autre  plan  également  arbitr«iire,  et  même  sur  une  surface  s[»hérique 
ayant  pour  centre  le  sommet  commun  des  faisceaux;  conformément  au 
principe  général  établi  à la  p.  6,  n°  8 et  suiv.  du  Tmité  f/rs  Pn>prié(és 


(*)  Ce  «avant  et  volumineux  oiivrnjie,  sur  VOrfgiM  et  te  Dêi’clofpemrni  des 
àléthodrs  en  geomètrie,  imprime  sous  format  grand  in  -4°»  de  85i  pngos,  est  ex- 
trait di»S  Mrmoires  de  l'Aeadéinie  lafale  des  Sciences  de  RruxctleSy  larfuellc,  après 
en  avoir  provoqué  lu  production,  lui  a accorde  ses  encouragements,  lievenu» 
en  i83q,  Tobjet  d'un  article  de  critique  hiatoriqiic  publié  djiis  le  Journol  des 
SavantSy  par  un  antre  érudit  géomètre,  ce  grand  ouvrage  se  compose  de  deux 
parties  très-distinctes,  dont  l'une  contieiit  l'Iilstoire  de  la  Cèoméirie  ancienne 
ou  moderne,  et  l’autre  un  .l/emm>r  fort  étendu  sur  les  Principes  de  dualité  et 
d'^omo^r<7^Aie,  dont  je  ne  veux  dire  que  peu  de  mots  ici. 

Je  me  contenterai  de  faire  remarquer  que  l’ouvrage  en  gênerai,  est  rurides 
livres  de  géométrie  qui  m'u  le  plus  coûte  n lire,  à cause  des  appréciations  qu'il 
renferme  et  <les  fausses  interprclatioiis  auxquelles  il  a pu  donner  lieu  sur  mes 
propn^s  et  très-antérieurs  travaux,  cites,  H est  vrai,  autant  de  fois  «pie  ceux  de 
Pascal  et  de  Desargues,  dans  des  passages  que  j'aurais  désires  inoiiis  noinbrcMix 
et  plus  exacts.  Malheureusement  quclquevunes  de  ces  erreurs,  que  Je  ne  puis 
relever  à propos  de  ce  premier  volume  écrit  en  i8i3ot  181 4,  se  trouvent  en  partie 
reproduites  dans  le  Traité  de  6Vo/»ietr<V  supeneure  de  M.  Chasles  ( i83î),  nutam- 
nient  dans  la  préfacé  et  le  dlM'ours  d'inauguration  du  Cours  de  la  Sorbonne,  où, 
malgré  de  llatteurs  eluges,  un  lit  des  appréciations  aussi  étranges  que  cellt>-ei  : 
• La  ihéone  de*  transversales  est  le  principal  fondcnicnl  du  grand  Traité  des  /Vo- 
" pr iétés  projectives  des  Jigures,  etc.  *» 

Je  ne  saisis  pas  davantage  pourquoi  M.  Chasles,  conft>ndaiit  le  principe  de 
continuité,  tel  que  je  Lui  defini  dans  mon  .Mémoire  de  1830  à l’Academie  des 
Sciences,  tantôt  avec  la  continuité  infinitésimale  de  Leibnitz,  tantôt  avec  la  cor- 
rélation des  figures  de  Carnot,  préfère  y sultslitucr  cc  qu'il  nomme  vaguement  le 
l*rinctpe  tL'S  relations  contingentes  des  figures.  Il  faut  <}tic  iVI.  i.husles  ne  m'ait  pas 
bien  compris,  stiriotit  quand  on  le  voit  renoncer  complètement  dans  son  der- 
nier ouvrage,  à tout  principe  ou  inothodc  de  transforiiKiUoii,  et  se  borner  à des 
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/imjrriit’rs  tU‘s  Jîgmef , (|ui  s’étend  d’ailleurs  à toutes  Iw  relations  de  la 
théorie  des  Iransrersalcs  et  à une  infinité  d’autres. 

Dans  les  ouvrages  de  M.  Chasles,  on  part  des  mêmes  faisceaux,  des 
mêmes  rapports  composés  désignés  sous  le  nom  peu  harmonieux,  bien 
qu’aujourd'hui  on  faveur,  do  rapimrts  anhannnniques , quand  ils  diffèrent 
de  l'unité  abstraite.  L’utilité  do  res  rapports  pour  démontrer  élémcntai- 
rement  et  sans  recourir  aux  principes  de  projection,  les  propriétés  projec- 
tives des  ligures  (|ui  comprennent  celles  des  de  coniques  et  do 

surfaces  du  second  degré,  est  en  elle-même  inconlesUible,  et  avait  déjà 
été  entrevue  par  .M.  Brianchon,  dans  un  Mémoire  imprimé  en  1817,  mais 
non  entièrement  terminé,  au  grand  regret  dos  amateurs  do  la  belle  et 
sévère  géométrie  des  anciens. 

Dans  la  seconde  classe  de  matbématiciens  dont  je  prétends  parler,  si' 
placent,  au  premier  rang,  M.\I.  (jergonne  et  Bobillier  eu  Franco,  MM.  Mii- 
biiis  et  Plucker  en  Allemagne,  tous  algébristes  distingués,  qui  se  sont 
particulièrement  complus  à appliquer  le  calcul  à la  démonstration  et  à la 
recherche  des  propriétés  générales  des  figures  de  géométrie,  mais  dont 
je  ne  citerai  les  travaux  datant  de  18Ï7,  que  pour  faire  observer  ; 1"  que 
M.  Bobillier,  esprit  véritablement  original  et  fécond,  à qui  l’on  doit  une 


<lénionslratioiTs  synlh<‘tiquc«  a poAlcriori,  lout  en  cmpniiitant'au  calcul  hary-^ 
ccntr'u)uc  du  prnf('ft<ieor  allemand  et  cela  en  vue  de  gênéralifter  Icfi  énon- 

cés et  les  résiiUats,  une  n*|;le  iMnpiri(|iio  toute  conveiilionncile  des  simples,  dont 
je  démontrerai  dans  le  t.  Il  docct  ouvra0e,  siiiun  la  raiisselé  absolue,  du  moins 
le  désaccortl  flagrant  arec  les  principes  mêmes  de  l’algèbre  et  de  la  continuité, 
tels  que  je  les  ai  toujours  entendus. 

A IVgard  des  Vrincipa  dr  dualité  rt  d'homographie,  dont  mon  savant  conTrère 
s’interdit  l'usage  dans  son  Traité  do  tH5a,  je  crois  devoir  rappeler,  dèsâ  présent, 
que  le  premier  est  une  douteuse  émanation  de  la  Ihéuric  des  polaires  réciproques 
appliqué,  dans  VAprreu  hiitorujuc^  même  à des  objets  naturels  ou  d’arts  étrangers 
a la  pure  géométrie,  et  que  le  second  {^Principe  de  collinéatiun  de  Mùhiiis,  etc.), 
n'est  autre  que  l'/fomo/o^or  (projection)  des  figures  avec  déplacement  du  centre 
et  du  plan  d'homologie;  ce  qui  n'njoulc  rien  d’essentiel  à la  corrélation  linéaire 
{^collinéationt  etc.},  ni  aux  pri>prietes  de  la  transformation  tiomologiquc,  à cela 
prés  du  déplacement  relatif  même  des  deux  figure^  plus  ou  inoinH  aimlogue  û 
celui  de  deux  systèmes  égaux  ou  semblables  considérés  dans  des  positions  dis- 
tinctes, et  dont  les  propriétés  communes  soigneusement  étudiées  pur  .M.  Chasles, 
constituent  l’un  des  plus  solides  titres  de  l’auteur  à l'estime  dit  monde  savant. 
D'ailleurs,  U est  bon  d’observer,  ü cette  occasion,  que,  dans  ses  derniers  écrits 
(Comptes  rendus  de  VAcadrmie,  t.  LU,  i8(3i )f  M.  (Chasles  semble  confondre  à tort, 
l'objet  de  celle  généralisation  avec  ce  que,  précédemment,  on  a,  par  une  exten- 
sion permise  des  idées  de  Carnot  cl  d’Anipèrc,  muntne  Cinématitfue ; puisipie  la 
cnnsidcralion  explicite  et  ici  essentielle  du  temps,  n'entre  point  dans  les  con- 
ceptions anciennes  de  ce  gcomèlre,  et  constitue  un  elcmenl  dont  rabseiice 
rompt,  sinon  toute  idée  de  continuité,  du  moins  toute  notion  «lyiiamiquo  de 
moiiveineiit  : en  un  mot,  c’est  là  une  conception  de  pure  géométrie. 
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nVhe  mine  de  llM‘or6mfs  et  d’aj>oreus  inp:(^nicux  sur  lesqui'U  je  revieiulriii 
dans  un  autre  volunïe,  a imaginé  do  représenter,  symboliquement  les  co- 
niques rirconseriles  à un  triangle  et  les  surlaces  du  second  degré  circon- 
scrites â un  tétraèdre  quelconque,  par  des  équations  conqmsées  de  sommes 
de  produits  de  fonctions  linéaires  nuillipliées  respectivement  par  des  con- 
stantes arbilrairi*s;  a”  qne  cette  méthode  est  en  réalité  distincte  du  sys- 
tème de  notations  dont  M.  Mübius  se  s<'rt  dans  son  Calcul  lutrycvatrif/tw 
(1827),  ou  elle  est  nommée  CnlUncntions  vcnvamUchnft  et  appliquée  aux 
relations  de  la  théorie  des  transversales,  etc.;  3"  enlin  que  M.  iMucker 
a ajouté  à celle  méthode  le  système  do  représ<*ntalion  algébrique  appelé 
depuis,  trilincnirc  (*),  attendu  quelle  a lieu  entre  les  expressions  des 
poriHmdiculain^s  al>aissées  de  chaque  point  d'une  figure  sur  les  cotés  d vin 
triangle  ou  de  trois  droites  fixes. 

Or  cVst  surtout  à l’aide  de  ce  dernier  système  de  coordonnées  et  d’é- 
quations rendues  homi>genes  et  symétriques  par  Tinlroduclion  d’une  nou- 
velle variable,  joint  à la  méthode  des  multiplicateurs  arbitraires,  telle 
qu’elle  a été  entendue  et  mise  en- usage  par  MM.  Dujiin  et  Lamé,  que 
M.  Plurker  a pu  traduire  en  langage  algébrique  et  justifier  en  quelque 
sorte  à |)ostériori,  les  doclrinis  du  Traité  ries  Propriétés  prvjrrtirrx,  no- 
tamment celle  des  polaires  réciproques,  dont  des  illustrations  mathéma- 


(")  L'injjênieux  et  fêcorul  système  ite  coordonnées  ima(rinè  par  M.  Pliickcr, 
comme  celui  de  HoliilHer,  a été  largement  et  iitUémcnt  mis  à profit  par  les 
géomètres  nlgébrisles  de  notre  époque  : exposé  pour  la  première  foi»,  dons  le 
t.  V (i83o)  du  Joufnal  de  Crrltc,  (p.  i)  il  s’y  trouve*  uccompagiic  de  réflcKions 
préliminaires  pbilosopliiqties,  qui  méritent  d'autant  plus  d'élre  remarquées, 
qu'elles  portent  sur  rhistoire  comparée  des  melbodes  de  Tanalyse  algébrique 
et  de  la  géométrie  intuitive. 

On  y lit  (p.  a)  : « La  méthode  analytique  cl  colle  do  M.  Poncolol  reposent, 
*>  un  fond,  sur  des  idées  (lisez  : méthodes  de  demonsttation)  entièrement  dis» 
M linctes  et  s'accordent  neanmoins,  dans  les  resiillals,  à tcd  point  que  la  première 
» )iOurraU  vraimnnt  être  considérée  comme  une  pcnphiase,  un  plapiai  de  la  se» 
« ronde,  etc.  » 

.rapprécie.,  comme  elle  doit  t’élre,  Ls  franchise  de  colle  tardive  réflexion  de  la 
part  d'un  savant  qui,  par  prosélytisme,  avait  consenti  a laisser  revetir  se»  pre» 
niiers  travaux  (iHj*;),  de  la  forme  à double  colonne,  jadis  admise  par  les  parti» 
sans  de  la  dualité  i ce  ii  quoi  un  autre  savant  du  la  trempe  de  M.  Sturm,  n'a 
point  consenti,  au  risque  de  v<dr  s»*s  beiles  étude»  sur  lcs/m/<ni  «‘»récf/>ro^u«,e/c., 
lronqiiéi*s  dans  le  Journal  Mathématique,  de  Montpellier.  Mais  je  «lois  ici  .fatn* 
observer  «pie  M.  Plurker  exagère  on  employant  los  mois  périphraxr  et 
il  aurait  pu  dire,  avec  plus  d<‘  justesse,  $'rprodue(iort^  otinsiation  d’une  langue 
dans  lino  antre,  dos  mônn*s  idoes  géonielriqucs-  Or,  truduirct  dé;nontrrr,  corn’- 
menter  mt^nio,  ne  dotiiieiil  qu'un  droit  relatif  «lautciir  011  «le  possession,  et 
a cet  égonl  j’eprouve  quelque  péine,  je  l’avoue,  à voir  un  écrivain  aussi  jinlicieiix 
«pie  te  I)''  Saimon,  trop  souvent  mal  renseigné,  oublier  en  ruvenr  de  l'analysr 
algébrique,  b's  «Iroiu  de  pri(»rtfé  de  la  geonndrie  pure  ou  intuitive. 
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lii|ti(-îî  inrré<liiles,  diilanl  du  dernier,  avaient  dit  ptniMmmeid,  dans 

l'une  des  sf^aneis  de  rinstiliil  (ri  avril  iHi.'i),  qu'elles  ronsliluaient  une 
^rnnn-trir  mmntili<iiir,  à riiinlrc  rtimrnsinns  : res  paroles  prises  à la  lettre 
et  ditns  leur  mauvais  sens,  par  quelques  auditeurs  qui  aimaieid  mieux  cri- 
tiquer, à priori,  que  d’examiner  et  de  enmprendre,  ont  pu  ( ontribuer  à 
cneourager  d’autres  personnes  mieux  avisées,  à s’ap[)roprier  le  fond  même 
de  la  dtH'trine  en  la  tradidsant  dans  un  autre  lanqa^e. 


Je  pourrais  terminer  iei  rette  Note  historique  et  erilique  en  apparence 
fort  longue,  bien  qu’e«  réalité  beaucoup  tro(i  courte  pour  ce  qu’il  y au- 
rait à dire,  mais  ce  serait  laiss»T  échap|M'r  l’à-propos  de  queh|ues  ré- 
flexions qui  inléressT'nt  au  plus  haut  point  la  philosophie  des  sciences 
mathcmati(pies. 

En  effet,  si  au.x  divers  procédés  algébriques  de  démonstration  des  mo- 
dernes acquisitions  géoinétriipies  dont  il  vient  rl'étre  parlé,  on  réunit 
les  méthodes  d’élimination  abréviatives  et  symboliques,  fournies  par  la 
théorie  des  /irtermimmis,  grandement  étendue  et  perfectionnée  depuis  le 
commencemenldc  notre  siècle,  et  qui  constitue  le  moyen  de  démonstration 
et  d’exposition  s|>éeialement  employé  par  quehpies  savants  étrangers,  on 
formera  une  troisième  classe  de  mathématiciens  dans  la(|uelle  nous  rencon- 
trons lesOlto  Hesse,  les  Sylvester,  lesCayley,  les  Salmon,  les  Brioschi,  etc., 
(lui,  trop  peu  soucieux  de  la  simplicité  rigoureuse  et  de  la  clarté  des  an- 
ciens. se  sont  exclusivement  livrés  aux  inspirations  abstraites  de  l'analyse 
algébrique,  en  laquelle  ils  témoignent  une  confiance  qui  rappelle  un  peu 
celle  de  feu  Hoené  Wronski,  le  tro|(  célébré  disciple  de  Kant,  auteur 
connu  d’un  livre  sur  la  Tfchnit;  de  V Al^nrilhmie . Grâce  aux  spirituelles 
critiques  de  feu  Servois,  ce  livre  est  aujourd’hui  dédaigné  des  mathéma- 
ticiens rationnalistiîS  ou  positivistes,  dont  les  doctrines  sont  assez  répan- 
dues parmi  les  savants  et  h«  professeurs  les  plus  distingués  de  luvs  Écoles; 
mais,  malheureusement  pour  renseignement  pratique,  quelques-uns  de 
ces  derniers  se  livVent  à des  exercices  do  calcul  ou  de  raisonnement  épi- 
neux, (larfuis  sophisthpies,  aussi  étrangers  au  génie  de  la  langue  géomé- 
trique et  analythpie  fondée  par  Descartes,  Pascal,  Monge,  etc.,  que  les 
doctrines  algébrico-synlhétiques  anglaises  ou  allemandi-s  ci-dessus,  le  sont 
elles-mêmes  à la  patrie  dos  Newton  et  des  Maclaurin  ou  à celle  des  Leib- 
nitz. des  Euler,  etc. 

Cela  prouve,  une  fois  de  plus,  qu'ici  encore  comme  en  tant  d’autres 
chogos,  il  arrive  presque  toujours,  par  une  (lente  naturelle  aux  meilleurs 
('spriLs,  que  « les  extrêmes  se  touchent,  et  que  le  mieux  est  très-souvent 
l'ennemi  du  bien  » : s;iges  proverbes  ou  préce|)tes  que  je  n’oserais  me 
permettre  de  rap|)eler  si  j’avais  à craindre  de  blesser  l'amour-propre  des 
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honor;iblcs  .«avants  j’ai  précédomnannl  mrntionnës,  pam* (**)  qu’ils  m'ont 
paru  un  pcn  trop  onhlior  qui»  l'al;;i»liro  on  ollo-mème.  n'osl  qu'un  admi- 
rable outil,  subordonné  rommo  le  raisonnomonl  géométrique,  à l'intolli- 
{'onco  cl  au  génie  de  relui  qui  prétend  s’en  servir. 

Pour  en  revenir  maintenant  aux  théorèmes  relatifs  à l'inseriptinn  et 
eireonscription  indéfinies  des  polygones  aux  cercles  ou  eoniipies  sur  un 
plan,  qui  font  le  principal  objet  de  cette  longue  Note,  je  terminerai  pur  une 
remarque  sur  l’insuflisanre , au  point  de  vue  de  la  géométrie  anrienne  et 
rigoureuse,  des  démonstrations  récentes  qui  ont  été  données  de  ces  théo- 
rèmes et  du  purisme  qui  s’y  rattache,  par  les  admirateurs  [las.sionnés  de 
la  méthode  des  déterminants;  démonstrations  ou  le  néologisme  le  plus 
étrange,  les  nébulosités  de  langage,  la  dissimulation  des  sourc<»s  origi- 
nales, et  jusiiu’à  l'altération  des  énoncés  géométriques,  ont  pris  des  pro- 
portionsipii  répugnent  à tous  les  esprits  sérieux,  mémo  en  .Vllemagne  (■"); 
pays  où  cependant  la  métaphysique  et  le  néologisme  ne  sont  point,  à 
beaucoup  prés,  aussi  universellement  repoussés  qu’en  France,  grâce  à la 
timidité  et  à la  logique  naturelles  à notre  langue,  si  pauvre,  prétend-on, 
parce  qu’on  oublie  que  les  mois  n’ont  do  valeur  qu'aulant  qu’ils  sont 
compris  et  adoptés  par  le  grand  nombre. 

(Juc  penser,  en  elTet,  de  ces  rapides  et  séduisantes  démonsi  rations  des 
théorèmes  sur  les  polygones  dont  il  vient  d’étre  parlé,  et  qu’on  rencontre 
dans  quelques  ouvrages  anglais  et  italiens  (*"),  où  l'on  saule,  comme  à 
pieils  joints,  par-dessus  li>s  diflicultés  de  la  question,  en  admettant  à 
priori,  du  moins  implicitement,  ce  ipi  il  s'agirait  de  prouver  analytiipie- 
ment  et  logiquement;  à savoir  ; que  la  courbe  enveloppe  du  coté  libre 
d’un  |K)lygone  mobile,  à la  fois  inscrit  cl  circonscrit  à deux  coniques  sur 
un  plan,  dont  |iar  exemple,  V = o et  U = o sont  les  équations,  appartient 
véritablement  au  système  ou  faisceau  des  coniques,  on  nombre  inlini,  qui 
contiennent  les  intersections  des  deux  premières;  système  représenté  par 


(*)  Voj',  la  j»r«facc  du  conscioncieux  ouvragp  du  !)*■  Richard  Rallzcr,  inli- 
tiiléî  Tktonerl  applications  des  déterminants;  traduit  de  rnilcmand  par  M. 
docteur  sciences  (Paria,  cher.  Mallol-Rachclier). 

(**)  Celle  remarque  a trait  particulièrement  à colles  de  cos  démonstrations 
dont  le  succès  pourrait  être  exclusivement  attribué,  par  des  esprits  inallcntirs,  à 
la  mclhode  des  déterminants^  qui,  par  î«>  l'ail,  n'y  entre  que  pour  une  tiès-^pctite 
party  comme  on  peut  s'en  assurer  en  lisant  un  article  public  à In  p.  des 
lYouat-Ues  Annales  des  l.  XVI  (iSo^)  et  traduit  dos  dnna/cide 

Tortoliiii  (même  année). 

Le  spirituel  et  très-érudit  rédacteur  dos  Nom'ellet  Annnles^  dont  j'aiirni  h 
enlrelonir  mes  lecteurs  plus  nu  long  dans  le  t.  11  de  cet  nuvra(»e,  M.  Tcrqiicm, 
dans  une  note  des  p.  3i  et  3’i  du  t.  I***  de  la  nouvelle  série  (janvier  iStri), 
me  reproche,  ainsi  qu’à  mon  savant  ami  et  confrère  à l’Académie  des  Sciences, 
M.  Liotiville,  de  repousser  l'aifforithme  des  déterminants.  C'est  là,  du  moins 
pour  ma  part,  et  sans  doute  aussi  pour  celle  du  célèbre  rédacteur  du  Journal 
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l’équation  unique  V — lî  ü =0,  d'après  l'ingénieuse  idée  de  MM.  Dupin 
et  Lamé.  On  se  sert,  en  outre,  des  systèmes  de  coordonnées  et  d'expres- 
sions symboliques  dérivés  des  notations  de  MM.  Bobillier  et  Plucker, 
comme  d’une  patente  et  exclusive  acquisition  des  tliéories  de  VAlgrhre 
moderne,  à en  juger  du  moins  par  le  singulier  mutisme  des  textes  que 
j’ai  pu  consulter,  et  où,  en  fin  de  compte,  je  n'aperçois  qu'un  emploi  plus 
ou  moins  justifié  de  ce  qu’on  nomme  un  discriminant,  résultat  mnémo- 
nique de  l'élimination  entre  les  dérivées  par  rapport  aux  trois  coordon- 
nées variables  de  l’équation  ci-dessus  V ^ U = o,  ramenée  préalablement 
à la  forme  homogène  et  symétrique,  lesquelles  dérivées  se  rattachent  à des 
théorèmes  bien  connus  sur  les  pôles  et  polaires  conjugués  des  systèmes 
de  coniques. 

Or  celte  manière  de  raisonner  n’est  pas  seulement  une  erreur  de  fait  et 
un  déni  de  justice,  comme  je  l’ai  établi  plus  haut,  elle  constitue  encore 
par  elle-même,  non  la  solution  réelle  et  directe  du  problème  é résoudre , 
mais  une  sorte  de  synthèse  algébrique,  une  divination  telle,  qu'il  n'est 
guère  permis  d'en  admettre  dans  cette  branche  des  mathématiques  à la- 
quelle dès  lors  on  ne  saurait  appliquer  le  nom  à'nna/rsc. 

C’est,  au  surplus,  ce  dont  les  auteurs  de  semblables  démonstrations 
pourraient  s’apercevoir  immérlialement  s’ils  recherchaient,  par  exemple, 
à priori,  la  nature  de  la  courbe  enveloppée  par  le  côté  libre,  d’un 
triangle  mobile  qui,  inscrit  it  unè  conique  donnée , aurait  ses  (iremicrs 
côtés  tangents  à deux  autres  coniques  quelconques,  également  données 
sur  le  plan  des  proposées.  Il»  s'en  aftercevraienl  plus  facilement  et  plus 
directement  encore,  en  réfléchissant  au  peu  de  jour  que,  dans  le  cas  très- 
simple  d'abord  considéré,  la  théorie  des  déterminants  jette  sur  la  nature 
des  relations  algébriques,  qui  lient,  en  général,  les  constantes  ou  para- 
mètres de  la  courbe  cherchée  à ceux  des  sections  coniques  données.  C’est 
enfin  ce  dont  on  a pu  se  convaincre  précédemment  par  les  tentatives  di- 
verses de  géomètres  algébrisles  aussi  distingués  que  .M.M.  Jacobi  et  Cayley; 


de  Mathémaiiifurs  pures  et  appliquées,  un  reproche  peu  mérite.  Crir,  si  je  n'ap- 
prouve  pas  complètement  les  applications  qui  ont  été  faites,  dans  ces  der« 
nièrefl  années,  de  cette  bavante  théorie  aux  question:»  de  la  géométrie  pure,  jo 
suis  au  contraire,  Iréa-admiraleur  des  beaux  théorèmes»  d’algèbro  synthétique  et 
combinatoire  qui  datent  des  travaux  de  Cramer,  de  Bezout,  de  Vandermonde, 
de  Lagrange,  etc.,  coun>nnés  par  ceux  de  MM.  Jacobi,  Hermite,  Otto  Hi»sse,  Bor- 
chardt,  Sylvester,  Cayley  et  autres  géomètres  algébristes  distingue.^.  Longtemps 
avant  Tapparition  de  ce»  derniers  travaux,  comme  on  le  verra  dans  le  second 
volume  de  cel  ouvrage,  je  croyais,  d'après  mes  laborieuses  tentatives  de  iUi3 
et  do  i8i/|  en  Russie,  et  cclU^s  de  beaucoup  d’autres,  postérieures,  le  calcul 
algébrique  peu  susceptible  d'aborder  directement  et  facilement  les  questions  de 
géométrie  générale , du  genre  de  celles  que  je  cherchai»  à faire  prévaloir  dès 
1817,  dans  les  anciennes  Annales  de  Mathématiques,  t.  VII.  Or  je  l’avoue,  h quel- 
ques cxreplions  près,  mes  coiivîrlions  sont  restées  les  ruèims  à cel  éganl. 

I.  3-> 
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Icnlalives  lionl  j’at  assez  entretenu  le  lecteur  dans  la  prAsenIc  Note,  pour 
iTùtro  plus  obligé  d'y  revenir. 

Sous  ces  divers  rapports  et  plusieurs  autres  qu'il  serait  inutile  d'enu- 
mérer  ici,  on  regrettera  (|ue  le  docte  professeur  Salmon,  si  clair,  si 
désireux  d'être  juste  comme  le  prouve  la  dernière  édition  de  son  Truité 
ths  ronit/iirs  (i85ô),  à laquelle  j'ai  déjà  accordé  des  éloges  {note  de  la 
p.  ’M-x  du  texte),  on  regrettera,  dis-je,  que  l'honorable  .M.  Sidmon,  dans  ses 
/^riifif  irttrrulm-lii’rs  il  T .■tif^élirr  supérieure,  mixirrni'  (i8â<)),  ait  attribué, 
au  («tint  de  vue  géométrique,  une  aussi  grande  importance  à la  partie  mo- 
derne de  celte  Algèbre,  précisément  celle  qui,  dans  s^^s  méthodes  d'm- 
vesligation  ou  de  démonstration,  s'etaye  sur  le  singulier,  mais  peu  phi- 
losophique néologisme,  dont  j’ai  déjà  parlé  et  que  je  repousse  quand  bien 
même  on  le  réduirait  aux  modestes  proportions  que  l'auteur  lui  accorde 
dans  CO  nourel  ouvrage.  l’oiir  tout  dire  enlin,  je  ne  saurais  admettre,  aver- 
quel(pii>s  auteurs  anglais  enlhoiisiasU's  (*  ),  que  le  système  des  cwrdonnées 
trilinéiiires  ou  autres  puisse  remplacer,  en  tout  et  partout,  les  notations 
lie  l'admirable  Cémuétrie  de  Descartes,  fondée  sur  l'idée  si  simple,  si  puis- 
.sanle  dans  sa  simplicité  même,  de  la  projection  linéaire  des  [ahnts  sui- 
des droites  tixes  dans  un  plan  ou  dans  l'espace,  bien  moins  encore  anéantir 
le  fruit  de  deux  siècles  d'elTorts  persévérants,  tentés  par  les  [dus  grands 
génie.s  mathématiques  de  la  .savante  Europe. 


{*)  To/.  \e  Traité  èlcmenlttire  sur  les  rnnrdonnérs  trilinéjsires,  la  méttîudr  des 
polaires  récipi  otjurs  et  la  théorie  des  projections  ; par  le  Kev.  Kerrers,  de  tTliii- 
versilé  do  Camlirige. 
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sni  I.KS  IHlI.ÏI'rO.NKS  Pl.ANS  INSCBITS  KT  CIKCOASC.HtTS  \fX  «■.OI  IIIIKS 
KT  1^;MAKAH  ES  r.üNCEIlVANT  I.K  TKAr.i;  DES  TAMiKATES; 

l’\i\  .M.  Mwmieim. 

Un  polygono  dont  lu  forme  est  susceptible  de  varier  d'iin  niou\enient 
continu,  peut  rem|ilir  des  conditions  tres-di verses.  Nous  il^linirons  géo- 
molriquenu'nt  la  loi  de  la  déformation  d’un  tel  polygone  en  supposant 
connues  les  ditférentes  courbes  que  touchent  ses  côtés  et  les  trajectoires 
de  ses  sommets.  Nous  sup|)osons  toutes  ces  courbes  continues  liées  entre 
elles  de  telle  façon,  que  l’une  est  nécessairement  déterminée  lorsqu’on 
connaît  tontes  les  autres. 

Nous  admettons  que  pour  un  mouvement  infiniment  petit  des  côtés  du 
polyftone  toutes  les  enveloppes  se  réduisent  à des  points  et  les  trajec- 
toires à des  éléments  rectilignes.  Si  run  de  ces  points,  ou  si  la  direction 
de  l'un  de  res  éléments  est  supposée  inconnue,  1e  problème  ayant  imiir 
but  la  détermination  de  ce  point  ou  de  cet  élément  n’admet  qu’une  solu- 
tion. On  est  alors  certain  à l’avance  que  cette  solution  n'exigera  qu'uni- 
conslruclinn  linéaire  ou,  si  l’nn  vent,  ne  dépendra  que  d’une  relation  du 
premier  degré. 

Nous  nous  proposons  tout  d'abord  d'établir  celte  relation. 

Pour  y arriver,  emprunlonsà  Newton  (*)  la  solution  du  problème  sui- 
vant ; 

llecta  PB  circa  datum  polum  P revolvens secet  alias  duas  |iom- 

tione  datas  reclas  AB  et  AK,  in  H et  K ■ quæritiir  proportio  lluxioniiiii 
rcctarum  illarum  AB  et  .AK. 

Newton  trouve 

Bô  BP  X 11  A 
Kc~KPxKA‘ 

Supposons  les  droites  .AK  et  AB  tangentes  en  K et  B à des  courbes  jF.l, 
(B),  et  PB  tangente  en  P à une  courbe  (P);  Kc,  Bô  peuvent  être  con-i- 


(*j  liitri)dilclî(Oi  au  Tturtntni  ifiuithutititi  cur\'ürnm  (0|m'-cidum  III, 
p.  joC). 

3?.. 
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dérés  comme  des  arcs  ihfiniment  petits  de  (E)  et  de  (B)  déterminés 
par  deux  positions  infiniment  voisines  de  PB  : le  problème  de  Newton 


Fig.  21. 


conduit  donc  à l'expression  du  rapport  des  arcs  infiniment  petits  déter- 
minés sur  deux  courbes  données  par  une  droite  que  l’on  déplace  infini- 
ment peu. 

La  relation  (i)  s'obtient  très-simplement.  Considérons  le  triangle  ÂBE 
(Jlg.  21  ) et  la  transversale  Pé;  on  a 

Ai  X PB  X Ec  = Ac  X EP  X Bé, 

d'où 

Bi  BPxAi. 

Et  “EPx  Ac' 

lorsque  Pi  se  confond  avec  PB,  Ai  et  Ac  deviennent  alors  AB  et  AE,  et 
l'on  a la  relation  de  Newton 

Bi  BPxBA 
Ec“EPxEA’ 

Considérons  actuellement  un  polygone  AA'A'A"  (Jîg.  22)  dontles  som- 
mets parcourent  les  courbes  (A),  (A'),  (A"),  (A"'),  et  dont  les  côtés  en- 
veloppent les  courbes  (C),  (C),  (C),  {C")|  menons  par  tous  les  sommets 
les  tangentes  à (A),  (A'),  (A"),  (A"”),  et  désignons  par  ds,  ds',  ds",  tir", 
les  arcs  infiniment  petits  déterminés  sur  ces  courbes  par  les  côtés  du  poly- 
gone donné,  après  une  déformation  infiniment  petite  de  cette  figure.  En 
appliquant  la  relation  (1),  on  a 


AC  X AB 

A' 

A'C'x  A'B’ 

ds' 

A’C'x  A'B'  ~ 

(Ix* 

~ A'Cx  A'B’ 

d.i'~ 

A"C'x  A'B'’ 

ds"  ~ 

A-C’xA"B'’ 

ds’”  _ 

A”C"’x  A-B” 

ds 

AC" V AB" 

' 
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multipliant  membre  à membre  toutes  ces  égalités,  il  vient 

, , /ACxA'C'xA*C*xA"C”\  /ABx  A'B' x A'B'x  A"B’^ 

V AC”  X A"C* X A'C'  X A'C  y ^ \AB"  x A"B*  x A'B’  x A'BJ  '' 

Telle  eat  la  relation  cherchée. 

On  peut  remarquer  que  les  tangentes  aux  trajectoires  (A),  (A'),  (A"),... 
des  sommets  du  polygone  donné  forment  un  deuxième  polygone. 

Fig.  aj. 


n 


Ces  deux  polygones  donnent  lieu  au  théorème  suivant,  qui  est  la  tra- 
duction de  la  relation  (a)  : 

1"  Théorème  général.  — Le  produit  des  segments  non  consécutifs 
AB,  A'B',...,  divisé  par  le  produit  des  autres  segments  B'A*,..., 
est  P inverse  du  rapport  analogue  pris  dans  P autre  polygone. 

On  doit  avoir  soin  de  parcourir  dans  le  même  sens  les  périmètres  des 
deux  polygones  pour  déterminer  l'ordre  de  tous  ces  segments. 

Les  points  de  contact  des  cétés  des  deux  polygones  avec  leurs  enve- 
loppes respectives  peuvent  se  trouver  sur  les  côtés  mêmes  ou  sur  leurs 
prolongements.  Les  nombres  qui  indiquent  combien  il  y a de  ces  points 
appartenant  à l'une  ou  à l'autre  de  ces  catégories  sont  de  même  parité 
pour  le  polygone  donné  et  pour  le  polygone  circonscrit. 

On  peut  donner  à la  relation  (i  ) une  forme  très-simple.  Élevons  [,fig,  xi  ) 
)ux  points  E et  B les  perpendiculaires  EC,  BD  aux  droites  A£,  AB  ; ces 
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ligne»  coii|iont  en  C et  Ü la  |iei(jenilitulaire  l‘C,  eluvée  en  1'  per[>eiuliru- 
lairemciil  à l’ü.  (In  a 

Il  A 111‘xHA  BI'xmii.AKB  BB  ^ cus.l’KC 

Êê  “ KP  X K.\  RP  X sin . RBA  ~ rus. PBI)  ^ RP  ' 

(I  ou 

Wh  BU 
k7-  RT.- 

Opérant  a\(>c  r.ette  relation,  roniim*  non»  l avons  fait  avec  la  relation  (i), 
on  trouve  ( fif;.  •i-x  ) 

( h)  AN  X A'N'  X A'N"  x A'”N'’'  A.M  x A'M'  x A’M"  x A".\l". 

On  (MMil,  il'aitres  cela,  énoncer  le  tliéorenie  suivant  ; 

IP  Tiii:obf..mk  (iKVKR.vi..  — !.(■  iiniiliiit  i/rx  nnrmulvs  AN,  A'N',  A"N”, 
.A"N”’  limitées  nu.r  norimitis  ('.N,  C'.N',  t’'’N",  ti"'N'"  rvncnntrérs  viicressi- 
l eme/il  en  //anutimnl  te  i>i  riinrlre  du  polrgitne  donné  dans  un  sens,  est 
éj’nl  an  pnHlnit  nmdof^ne  des  nomades  AM  A'"M”,  A^M",  ..\'.M',  obtenues 
en  fmreourant  le  fnirimètre  du  /mlyi^me  donné  en  sens  tnt'crse. 

Au  moyen  rie  la  relation  (/;),  on  arrive  tres-facilemcnl  à la  construction 
lie  la  normale  à la  courbe  cléciile  parle  sommet  libre  d'un  polygone  que 
l'on  déforme  d'un  nionvemenl  continu;  on  est  ramené,  pour  résoudre  ce 
problème,  à chercher  une  droite,  issue  du  sommet  libre,  telle,  que  les 
si'ginenls,  comptés  sur  celte  ligne  à partir  de  ce  point  et  limités  à deux 
droites  connues,  soient  dans  un  rapport  ifélerminé.  Une  construction  in- 
verse permet  de  déterminer  le  point  où  l'un  des  côtés  du  polygone  touche 
son  eiivelo|ipe.  Enfin,  si  l'on  remanpie  que  la  construction  linéaire,  qui 
sert  à déterminer  la  normale  à la  courbe  décrite  par  un  sommet  libre,  nous 
donne  cette  normale  comme  le  côté  d'un  certain  polygone  qui  lui-méine 
se  déforme  |ieu'laiit  le  mouvement  continu  de  la  ligure  donnée,  on  peut 
chercher,  toujours  par  des  constructions  linéaires,  le  point  où  cette  nor- 
male touche  son  enveloppe,  c'est-à-dire  le  centre  de  courbure  de  la  courbe 
décrite  par  le  sommet  libre  du  premier  polygone.  Ce  que  nous  venons  de 
dire  doit  sulTire  |iour  faire  comprendre  les  nombreuses  applications  que 
Knii  peut  faire  des  relations  (2)  et  (A). 

Ueprenons  la  relation  (n)  dont  les  conséquences  font  l’objet  principal 
de  celte  Note,  h^lle  se  compose  de  deux  parties  que  nous  avons  séparées 
par  des  parenthèses;  examinons  d'abord  ce  qui  résulte  de  l'hypothèse 

ABxA  B'x  .rB"x  A"B 
AB"x  A’ B"x  A B'xA'B  '' 

Celte  circonstance  se  présenté  évideinmenl.  si  l'on  suppose  que  les 


Digitized  by  Google 


NOTES  ET  ADDITIONS.  5o3 

sommets  du  poly^ime  variable  parcourent  des  droites  convergentes  en 
un  point  ijiirh  fniqiit'. 

Considérons  un  polygone  rempli.ssanl  ces  conditions;  soient  \,  A',  A", 
A”,  A"  ( fii;.  9.3),  les  sommels;  C,  C',  C",  les  (Kdes  respectifs  de  (jualre 
de  ses  c.ôlés,  c'est-à-dire  les  points  autour  desquels  tournent  ces  c.Alés; 
proposons-nous  de  construire  le  point  où  le  ciHé  ,\A"',  demeuré  libre, 
touche  son  en\  eloppe. 

Désignons  par  tj”  le  point  cherché.  l.a  relation  (</j  réduite  '-n  ayant 
égard  à notre  hypothe.se  devient 

l-iK.  7:1. 


V 


\ i 

I 

\ 

f.*' 

AC  X A'C'  X A"C"  X A"'(r  X A"C’ 

.AC'*  X A'*C X A"C"  X A"T:'  X A'C  ' ’ 

que  l'on  peut  écrire  ; 

/ AC  X A'i:'  \ A'C”  X A'"C'"  X A'*C*  _ 
l^.A’C'  X A'C  j ^ .ÂC.i*  X .A X A'*C/  ~ ' ’ 

mais 

AC  X A'C'  AD 
A'C'xA'C  A'D’ 


en  désignant  par  D le  point  où  CC’  rencontre  AA”;  on  a donc 


/ ADx  A'T,'’  \ _ A"C'"x  A'*C” 
\A'”C"x  A"l)j  ^ AC‘*xA'*C'”  '■ 


Remplaçant  dans  cette  relation  la  quantité  entre  parenthèses  par 


D'  désignant  le  point  de  rencontre  de  IX'*  avec  AA",  on  aura  une  nou- 
velle relation  dont  on  pourra  encore  grouper  les  lermi^s,  comme  nous 
venons  do  le  faire.  On  arrive  ainsi  à la  relation  (|ui  sei  t à délerininer  le 
point  C”. 
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La  diagonale  AA'  touche  son  cnveloppo  au  poinf  D;  ce  point  de  con- 
tact devant  toujours  être  sur  la  droite  CC',  il  suit  de  là  que  l’enveloppe 
de  cette  diagonale  se  réduit  au  )>oint  D.  Ainsi  D est  fixe,  il  en  est  de  même 
de  D'  et  do  C'”. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  ; 

Si  lotis  les  sommets  if  un  polrgnne,  mobile  sur  un  plan,  sont  assujettis 
à parcourir  autant  de  droites  fixes  concourant  en  un  seul  et  même  jmint  ; 
i/ue,  de  plus,  tous  ses  côtés,  à t exception  d un  seul,  se  meuvent  con- 
stamment autour  lie  jtoints  fixes,  le  côté  libre  et  les  diverses  diagonales 
du  psdygone  pivoteront  également  sur  d autres  j/oints  fixes  (*). 

Lt>  point  de  convergence  des  droites  parcourues  par  les  sommets  du 
polygone  variable  est  absolument  quelconque,  il  peut  être  sur  le  plan  de 
ce  polygone  ou  en  dehors;  il  n'en  résulte  pas  moins  que  le  côté  de- 
meuré libre  pivote  toujours  autour  d’un  mémo  point  lixe.  Nous  mettrons 
bientùt  à protit  cette  circonstance  tres-remarquable. 

Continuons  à nous  occuper  do  la  relation  («)  réduite  à la  première 
parentlwst^.  La  deuxième  parenthèse  est  encore  égale  à l’unité,  en  vertu 
du  théorème  de  Carnot,  lorsque  tous  les  sommets  du  polygone  donné 
parcourent  une  mémo  section  conique. 

Dans  ce  cas,  en  distinguant  les  polygones  d’un  nombre  pair  ou  impair 
de  côu’is,  et  tenant  compte  de  la  remarque  faite  à la  suite  de  notre  pre- 
mier théorème  général,  on  arrive  aux_deu\  énoncés  suivants: 

Lorsipi’iiii  juilygone  dun  nombre  pair  de  côtés  est  inscrit  à une  co- 
niipie,  et  i/iie  tous  ses  côtés,  moins  un,  pivotent  autour  de  jioints  fixes, 
le  côté  demeuré  libre  touche  son  enveloppe  au  point  autour  diuptel  pivo- 
terait ce  dernier  côté,  si  les  sommets  du  polygone  parcouraient  des 
droites  convergentes  en  un  jmint  ijiielconqiw . 

Lorsipêiin  polygone  dun  nombre  impair  de  côtés  est  inscrit  à une  co- 
niqtw,  et  que  tous  ses  côtés,  moins  un,  pivotent  autour  de  points  fixes, 
le  côte  demeuré  libre  touche  son  enveloppe  au  jmint  conjugué  harmo- 
nique, par  riqqiort  à ses  extrémités,  du  jmint  autour  duquel  il  pivoterait 
si  les  sommets  du  jmlygone  juircouraient  des  droites  convergentes  en  tin 
jmint  quelconque . 

Considérons  encore  un  polygone  inscrit  à une  conique,  mais  suppo- 
sons de  plus  que  tous  ses  côtés,  moins  un,  soient  tangents  à une  autre 
conique.  On  peut  dire  que,  pour  un  mouvement  infiniment  petit,  tous 
les  côtés  tangents  à cette  conique  tournent  autour  de  leurs  pointa  de' 
contact,  et  appliquer  alors  ce  qui  précède  pour  la  détermination  du  point 
où  le  côté  libre  touche  son  enveloppe.  Nous  allons  faire  voir  que  dans 
ce  cas  on  arrive  à une  construction  extrêmement  simple. 

Soit  AA' A" A"  {fig-  ’ii4)  un  quadrilatère  inscrit  à une  conique,  dont  trois 


(*'  Voy  Tnùtc  dfi  VroffTictéi  projectives  drs  p.  3oi. 
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cAtés  sont  tangents  i une  autre  conique  ; un  demande  le  point  C”  où  le 
quatrième  côté  touche  son  enveloppe. 

D’après  ce  qui  précède,  on  a,  pour  déterminer  le  point  C",  la  relation 

-AC  X A'C'  X A’C*  X A”C"  = AC"  x A"C  x A'C'  X A'C. 

Menons,  du  point  .A”,  la  tangente  A"P  à la  conique  inscrite  aux  trois 
côtés  du  quadrilatère,  et  prolongeons  cetto  tangente  jusqu’au  point  Q 

Fig.  a.',. 


A' 


où  elle  rencontre  le  côté  AA';  nous  formons  ainsi  le  quadrilatère  cir- 
conscrit QA'A’A”  : en  appliquant  le  théorème  de  Carnot,  on  a 

QC  X A'C  X A'C*  X A"P  = QP  X A“C'  x A'C  x A'C; 

divisant  membre  à membre  ci;s  deux  égalités,  il  vient 

ACxA-C"  AC". 
yCxA'P  ^ QP’ 

d’où  Ton  voit  que  les  points  C,  C,  P sont  en  ligne  droite. 

Ainsi  il  sufTit  de  mener  la  tangente  A'P  et  de  joindre  son  point  de 
contact  au  point  C,  cette  droite  coupe  le  côté  AA"  au  point  cherché. 

Cette  construction  est  vraie  quel  que  soit  le  nombre  des  côtés  du  po- 
lygone. Pour  le  triangle  A' A*  A",  par  exemple,  le  point  S,  où  A' A"  tou- 
che son  enveloppe,  est  sur  CC';  ce  point  est  aussi  sur  C'P  : les  droites 
CC'  et  C'P  se  coupent  donc  sur  A' A". 

Dans  le  quadrilatère  circonscrit  QA'A’A",  les  droites  CC'  et  C'P  sont 
les  lignes  qui  joignent  les  points  de  contact  des  rôles  opposés  et  A' A”  est 
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une  (liafjonale.  O qui  est  vrai  |M)iir  une  diagonale  est  vrai  pour  l’autre, 
on  retrouve  donc  ainsi  ce  théorème  : 

/a)rvy«’H«  ijiuulriliilciv  rst  riniinxirit  à mie  ronii/iir,  tes  lignc.s  i/iii 
jni^nrnt  les  /miiits  de  t iiiitm  l des  eôtrs  op/xisés  et  les  diagimales  se  rmi- 
pe/it  en  un  me'me  puilit. 

Nous  allons  montrer  comment  la  construction  du  point  où  A'A”  touche 
son  onvelop|>e  conduit  à la  connaissance  de  cette  enveloppe.  Il  est  facile 
«le  voir  que  celte  courbe  est  une  conique;  je  dis  de  plus  que  cette  co- 
nique est  une  circonféience,  si  les  deux  courbes  données  sont  ollis- 
mémes  d«'s  circotjférences. 

En  efl'et,  h>s  droites  A'A”  et  AA"  envelopfX'nt  une  même  courbe  et 
touchent  cette  courbe  aux  (loinls  S et  It  obtenus  en  menant  la  droite  O". 
Hans  les  deux  triangU^s  AEK,  A'"r,"S  les  angles  en  A et  A"  sont  égaux, 
ainsi  que  li's  angles  en  C,  et  E";  donc  il  en  est  de  mi'-me  d««s  angles  en 
U et  S.  Nous  voyons  donc  «|ue  les  tangentes  TU  et  TS  à la  courbe  en- 
veloppe sont  également  inclinées  sur  la  corde  de  contact  HS.  Ce  que 
nous  trouvons  ici  est  vrai  |KJur  une  inlinité  do  positions  de  HS;  cette 
droite  |ieut  du  reste  avoir  une  direction  quelconque,  la  courbe  enveloppe 
est  donc  une  ciironrérence. 

Cette  circonférence  passe  toujours  jiar  les  points  d’intersection  des 
«leux  circonférences  données , car  cela  a évidemment  lieu  lorsipie  ces; 
«leux  points  sont  réels. 

Nous  retrouvons  ainsi  le  théorème  suivant  ; 

Un  angle  étant  a la  fais  inscrit  à an  renie,  et  circonscrit  à an  antre, 
>/  on  vient  à le  faire  moumir  en  l’assujettissant  tnujonrs  aux  mêmes 
! nnditions,  la  corde,  ipd  le  snus-tend  dans  le  premier  de  ces  cercles,  en 
enveloppera  un  troisième  passant  imr  les  jminls  irintersertion  de  ceux-là, 
au  ayant  mêmes  sécantes,  soit  nadirs,  soit  idéales,  communes  avec  eu.r  ( * ). 

Nous  n’avons  étudié  encore  que  le  cas  où  l’on  suppose  la  deuxième 
|iarenihese  de  la  relation  {a)  égale  à l’unité;  on  peut  faire  une  hypothèse 
analogue  sur  la  première. 

En  opérant  ainsi,  on  trouve  directement  des  constructions  et  des  théo- 
rèmes qui  ne  sont  autres  que  le  résultat  de  la  transformation  par  la 
théorie  dis  [lolaires  réciproques  de  toutes  les  constructions  ou  théorèmes 
trouvés  jusqu'à  pré.sent. 

Parmi  tous  ces  résultats,  nous  n’en  énoncerons  qu'un  seul. 

Considérons  un  polygone  A A' A’ A”  { fig.  a5)  circonscrit  à une  conique , 
et  supposons  «pie  tous  ses  sommet#  moins  un  soient  sur  une  autre 
conique.  I.e  sommet  demeuré  libre  décrit  une  courbe  dont  la  tangente 
s'iibtient  très-simplement  de  la  manière  suivante  : 

On  prolonge  le  côté  A"  A”  jusqu’en  E,  où  il  rencontre  la  conique  (var- 


( * . V«o  . I'.  ’.t  >0  «tu  Traité  des  l’i  o/inélés  /irojrctirrt  des  Jigures,  ««l  p.  cl  33y 
•lu  |ir«;vt‘iit  fiiivragv. 
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rutiruf  par  les  sommets  du  polygone  donné;  -en  ee  point,  on  mene  une 
tangente  à cette  conique;  celte  droite  coupe  lu  tangente  Al’  en  un  point  I’ 
qui  apfiartient  à la  tangente  cherchée. 

Dans  le  cas  iiarticuller  où  le  polygone  est  à la  fois  inscrit  et  circon- 
scrit, la  tangente,  au  soinmel  supposé  libre,  se  confond  avec  la  tangente 

Ki(;.  -jj. 


à la  conique  sur  laipielle  il  .se  trouve.  Ceci  revient  à dire  que  si  un  poly- 
gone est  à la  fois  inscrit  et  circonscrit  à deux  coniques,  il  ne  ces.sera 
pas  de  jouir  de  la  mémo  propriété  après  un  mouvement  inlinimeni  petit. 
O premier  mouvement  elfeclué,  on  peut  donner  au  polygone  un  autre 
mouvement  inlinimeni  petit,  et  ainsi  de  suite;  on  formera  ainsi  une  intl- 
nilé  de  polygones  ne  ce.ssant  jias  do  jouir  de  la  propriété  d’élre  à la  fois 
inscrits  et  circonscrits  aux  deux  conique.s  données.  Nous  retrouvons  ainsi 
ce  beau  théorème  : 

Qii/iiit/  un  /mhgone  quvknnque  cft  h lu  fois  inscrit  ù une  section  co- 
nique et  circonscrit  à uni-  outre , il  en  existe  une  infinité  rte  scmbluhlcs 
qui  jouissent  rte  tu  meme  propriété  h Cégarrl  rtes  fieux  courbes  (*). 

Nous  pouvons  démontrer  ce  théorème  stms  chercher  une  construction 
do  la  tangente  à la  courbe  décrite  par  le  sommet  supposé  libre.  En  effet, 
la  relation  (o),  dans  les  conditions  actuelles,  se  vérifie  d’elic-mèine  en 
vertu  du  théorème  de  Carnot;  donc  si  un  sommet  est  supposé  libre,  il 
détu'ira  un  élément  de  la  courbe  sur  laquelle  il  se  trouve.  La  démonstra- 
tion s’achève  comme  précédemmimt. 

Nous  ne  dévelop()erons  pas  davantage  ici  les  conséi]uences  do  la  rela- 
tion («),  qui  conduit  aussi  très-simplement  à des  propriétés  des  polygones 
inscrits  à des  courbes  du  troisième  ordre  et  du  quatrième  ordre. 


(*)  Vox  36i  du  Traité  dt's  Tropriétvs  projectives  des  iigutes,  et  305  du 
presonl  ouvraçe. 
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Construction  des  tangentes  à la  courbe  d’ombre  de  la  surface 
de  ta  vis  à filets  triangulaires. 

La  construction  extrêmement  simple  de  la  tangente  en  un  point  do 
la  projection  de  la  courbe  d’ombre  de  la  surface  de  vis  à filets  triangu- 
laires n’a  été  obtenue,  comme  on  l’a  vu  à la  page  454,  que  par  une  suite 
de  transformations  de  la  construction  résultant  de  l’application  pure  et 
simple  de  la  méthode  de  Koberval.  Des  considérations  élémentaires  vont 
nous  permettre  d’arriver  directement  à cette  même  construction. 

Un  point  lié  à des  éléments  variables  d une  figure  décrit  une  courbe 
dont  on  demande  la  tangente;  il  est  bien  évident  que  le  résultat  restera 
le  même,  si,  modifiant  convenablement  les  données,  on  assujettit  le  point 
à décrire,  à partir  de  l’une  quelconque  de  scs  positions,  non  plus  cette 
courbe,  mais  une  courbe  qui  est  tangente  à celle-ci.  Lorsque  les  modifi- 
cations introduites  dans  les  données  font  tracer  au  point  décrivant  une 
simple  droite,  celte  ligne  est  la  tangente  cherchée. 

Appliquons  cette  remarque.  Substituons  [fig.  7,  p.  454)  à la  circonfé- 
rence donnée  la  tangente  BQ';  supposons  la  droite  PX  tangente  en  P à 
une  section  conique  ayant  pour  foyer  le  point  C et  pour  tangente  la 
droite  BQ';  le  point  X décrit  alors  une  droite,  en  vertu  d’un  théorème 
connu  des  sections  coniques  [Propriétés  pmjertices  des  figures,  p.  167), 
et  il  suffit  de  construire  celle  droite.  Pour  cela , du  point  D comme  centre, 
avec  la  corde  BG  pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  détermine  le 
point  E;  la  ligne  qui  joint  le  point  E au  centre  C coupe  la  tangente  BQ' 
au  point  Q',  et  Q'X  est  la  tangente  demandée. 

Au  lieu  de  construire  l’angle  DCE  égal  à l’angle  GCB,  comme  cela  résulte 
immérlialement  du  théorème  des  sections  coniques,  on  peut  construire 
l’angle  Q'CB  égal  au  complément  de  GfJJ,  et  pour  cela  il  suffit  de  porter 
B'Q  égal  à Dr/;  on  retrouve  ainsi  la  construction  très-simple  à laquelle 
M.  Poncelet  est  arrivé. 
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II. 

atmocnEMENTS  divers  entre  les  principales  MérnoDES  de  la  gAométeib 

PURE  ET  CELLES  DE  l' ANALYSE  ALGÉBRIQIIE; 

Par  M.  Moutard. 


y.  — Réflexions  préliminaires  sur  tes  prinrij>es 
de  projection  centrale. 

La  découverte  des  principes  de  projection  centrale  marque  incontesta- 
blement une  époque  importante  dans  l'histoire  de  la  géométrie  moderne. 
Les  méthodes  fondées  sur  ces  principes,  et  dont  les  Applications  d' Analyse 
et  de  Géométrie  renferment  une  première  ébauche,  possèdent  un  caractère 
à la  fois  intuitif  et  systématique,  qui  les  rend  également  propres  à dé- 
couvrir de  nouvelles  propriétés  des  figures,  et  à rattacher  tout  un  ensem- 
ble de  propositions  à une  même  vérité  générale.  Par  là,  elles  n'ont  pas 
seulement  agrandi  et  simplifié  la  science  de  l'étendue,  mais  en  donnant 
l’impulsion  à l'étude  des  procédés  généraux  do  transformation  des  figures^ 
elles  ont  pour  ainsi  dire  doté  la  géométrie  d'une  puissance  nouvelle. 

L'influence  de  la  perspective  sur  le  développement  des  autres  méthodes 
de  transformation  n'a  pas  toujours  été  indirecte;  les  princi/>es  de  l’homo- 
logie tels  qu’ils  sont  établis  dans  le  Traite  des  Propriétés  projectives  des 
pitres,  sont  les  principes  mêmes  de  la  perspective  dégagés  de  considé- 
rations de  géométrie  dans  l’espace,  et  devenus  par  là  même  susceptibles 
de  s’appliquer  indifféremment  aux  figures  à deux  et  à trois  dimensions; 
et  certaines  méthodes  en  apparence  plus  générales,  dans  lesquelles  la 
transformation  homologiquo  semble  d’abord  rentrer  comme  cas  particu- 
lier, reviennent  au  fond  à l’application  répétée  de  cette  dernière,  com- 
binée avec  un  déplacement  arbitraire  de  la  figure  transformée. 

La  Théorie  des  polaires  réeiprur/nes  s' est,  de  son  côté,  développée  pa- 
rallèlement à la  théorie  des  propriétés  projectives,  dans  les  mêmes  écrits 
et  sous  l’impulsion  des  mêmes  idéi's.  Enfin  l'une  et  l'autre,  en  éclairant 
le  rôle  géométrique  de  l’infini  et  des  imaginaires,  ont  mis  en  pleine  lu- 
mière le  principe  de  continuité,  et  permis  de  débarrasser  les  méthodes 
plus  complexes,  telles  que  la  transformation  par  rajons  w-cteurs  récipro- 
ques, des  restrictions  auxquelles  elles  (wcaisscnl  d’abord  sujettes,  lorsqu’on 
les  fonde  sur  de  pures  constructions  géométriques. 

Mais  là  ne  s’est  point  liornée  l’etTicacité  des  principes  de  projection 
centrale,  et  les  notes  ijui  vont  suivre  ont  pour  objet  de  faire  re,s.sortir  les 
progrès  que  leur  doivent  l'analyse  rii's  coordonnées,  et  même  certaines 
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hranches  dp  l'analysp  piiri'.  D'iinp  pari,  en  etfel,  la  péomélric  analytiqup, 
prulilant  surtout  do  la  roncoplion  en  vertu  de  la(|uellc /></« 
phn  situés  à l'infini  pem'unt  étrf  considérés  nnnnir  en  ligne  droite, 
est  parvenue,  sous  l'inlluenro  de  ces  principes,  à rendre  ses  formules  [)lu■^ 
symélri(jues  et  plus  pénérales,  et  [>ar  un  perfectionnement  graduel  a 
crét-T  un  nouveau  système  de  coordonnées,  ètninemment  propre  à l’élude 
des  propriétés  projectives  di“S  figures.  D'autn-  part,  toute  transformation 
géométrique,  consistant  à déduire,  par  une  construction  uniforme  de 
cliaciue  |(oint  d'une  figure  donnéis  un  (wint  d’une  figure  nouvelle,  corres- 
[Ktnd  nécessairement  à une  tran.sformation  analytique,  par  laquelle  on 
substitue  aux  variables  ipii  représentent  les  coordonnées  du  premier  point, 
certaines  fonctions  de  variables  nouvelles.  On  comprend,  d’après  cela, 
combien  des  recherches  de  |iuro  géométrie  peuvent  faciliter  l’étude  des 
questions  d’analyse  qui  se  rattachent  à l’emploi  de  certaines  substitutions, 
tkîtto  remar(|ue  acquiert  surtout  de  rim|K>rtance,  lorsque  les  deux  irans- 
furraalions  qui  .se  correspondent  ont  déjà  mani(e.sté  leur  utilité,  chacune 
dans  son  domaine  propre.  Tel  est  précisément  le  cas  qui  se  présente  (wur 
la  perspective  et  la  transformation  correspondante  par  substitutions 
linéaires,  laquelle,  introduite  dans  l’étude  des  fonctions  par  Lagrange, 
est  devenue  aujourd’hui  d'un  si  grand  usage  dans  l’algèbre,  le  calcul 
intégral  et  la  théorie  des  nombres. 

L’idée  que  l'on  vient  d’indiquer  a été  formulée  d’une  manière  tres  pré- 
ci.sr)  par  Jacobi,  dans  un  Mémoire  jiublié  en  i83u,  Journal  de  Crcllr, 
l.  VTll.  Dans  ce  travail,  qui  a pour  objet  la  réduction  d’une  certaine  inté- 
grale double,  l'illustre  géomètre  arrive  à faire  dépendre  la  question,  de 
la  réduction  d'une  intégrale  simple,  à savoir  ; 

r _ __  _ 

J \ t m cu>'  y +-  HSiléy  -t-  a /'cos  y sin  y -t-  ■*  «/  siny-f-  ///'cosy 
à la  foriui" 

,/  V L — Mcos*r;  — NMn’r, 

Après  avoir  traité  le  problème  par  des  considérations  do  pure  analyse,  il 
en  indique  dans  les  termes  suivants  l’identité  avts'  Tune  des  questions  de 
projection  centrale  résolues  par  M.  Poncelet  ■ « Exstat  problema  geome- 
tricum,  quod,  unalyticè  traclatum,  cum  illo  ità  convenil,  ut.  nullà 
>■  omnino  miitalione  factâ,  eadem  analysis,  eædem  formidie  utruinque 
> absolvant,  iidem  incognitarmn  valores  prodeant.  t,)uod  probleiua  à per- 
>■  spectivà  petitum,  hoc  est  ; Dalis  in  eodeni  plan')  iliiahus  seclionibus  cn- 
nieis,  tlelerniinare  situai  oeidi  [cenlri  prnjeetionis)  et  tahula'  [plnm  in 
■1  ipioil  projicilur),  ut  sectiones  coninv  pmjeetiv  fiant  conrentneer  ati/ue 
i>  insuper  altéra  einulus.  » Puis  il  ajoute,  parlant  d’un  aidre  problème  ; 
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« Simili  modo,  alteri  |>robk'mali  de  Iraosformirndo  iiitegrali  proposiUi  in 

J* 

— 1 respondct  prnldema  soometriciim  hor  : Datis 

\'L  — Mens»; 

" in  i‘fulrm  /i/nnu  tfitiilni.\  srrtionilm.i  nniirii,  rlfleriiiinnrr  xitiiin  nruli  rt 
Il  tninilœ,  nt  utrmfup  pntjccln  fini  rimi/iis.  Quorum  problematum  solo- 
n tionem  gnometricam  apiid  CI.  Pnncclel,  virum  mirilirii  in  quaislionibus 
Il  gcomelrieis  versatum,  videre  liret.  » 

Après  avoir  ju.sli  fié  rapidementees  remarques.  Jaeobi  ajoute  les  réflexions 
.suivantes  : 

<1  Netpie  consensus  illo  qiiæstionis  gooraelrieæ  et  analyticæ  tam  sin- 
II  gularis  videri  debetur.  Nam  cùm  cerlis  (luiliusdam  ronligurationibus 
Il  certa!  expressiones  analyticæ  respondeant,  ubi  per  projectinnera  sive 
Il  aliud  (piüd  libet  instruineufum  geometricum  configurationem  datam  ad 
Il  simpliciorera  vcl  magis  regularem  revocas,  simul  exfiressiones  analvticas. 
n quibiis  configuratio  continetur,  per  substilutiones  idoneas,  qu.T  instrn- 
II  menti  geometrici  lociim  tenent,  in  simpliciores  tran-sforuiaias  babere  de- 
II  bes.  E quA  obscrvatioiie  baud  rard  ab  elemeiilis  geometricis  ad  gra- 
•II  viores  qua>stiones  analyticas  transilum  (lefere  lict't.  Ifà  universas  de 
n projectione  centrali  quæstiones,  quales  Cl.  Poncelet  in  opéré  laudato 
" instiluit,  arlliibere  poteris  ad  transforma  tionem  l'onctionum  duarum  va- 
II  riabilium.  » 

Bien  que  les  rélle.xions'qui  précèdent,  conduisent  aussi  bien  à chereber 
dans  la  géométrie  la  solution  de  certaines  questions  il’analyse,  qu'à  dé- 
duire de  transformations  faites  dans  un  but  analytique  la  solution  de  pro- 
blèmes de  géométrie,  Jaeobi  n’a,  en  général,  suivi  explicitement  que  la 
dernière  voie.  En  cons<*quence,  il  no  sera  peut-être  pas  sans  intérêt  de 
reprendre,  pour  ainsi  dire  en  sens  inverse,  rinterprêtation  analytique  de 
la  transformation  par  voie  de  projection  conique,  et  de  quelques-unes  de- 
principales  propositions  (lui  s’y  rattachent.  Néanmoins,  comme  cette  in- 
terprétation devient  en  général  plus  simple,  à l'aide  d'une  conception  auxi- 
liaire dérivée  elle-même  de  la  perspective,  nous  nous  bornerons  à ratta- 
cher directement  à la  projection  centrale  l'un  des  problèmes  énoncés 
ci-dessus,  celui  dont  Jaeobi  s’est  contenté  d'indiquer  la  solution  sans  la 
développer,  en  réservant  une  autre  question  analogue  pour  h>s  applic.<i- 
tions  analytiques  de  la  méthiKle  des  coordonnées  xrnintnrfiirx. 


//,  — T/irorir  iimthliijur  tir  ta  ftrnjrctinn  rrntrnlr. 

Le  problème  de  la  transformation  d’une  figure  plane  par  voie  de  pro- 
jection centrale,  envisagé  analytiquement,  consiste  à établir  les  relations 
qui  lient  entre  eux  les  éléments  géométriques  propres  à définir  la  position 
d’un  point  de  la  figure  sur  son  plan,  et  la  position  de  la  persjiective  di 
ce  point  sur  le  plan  du  tableau. 
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Soient  RS  le  plan  do  la  figure,  R'S'  le  plan  du  tableau,  O le  centre  de 
projection,  M et  M' les  points  où  une  transversale  issue  du  point  O perce 


Fig.  jG. 


respectivement  les  plans  RS  et  R'S';  la  question  revient  à exprimer  les 
coordonnées  -r  et  / du  point  M,  prises  par  rapport  à deux  axes  Ix  et  Ij- 
tracés  dans  le  plan  RS,  on  fonction  des  coordonnées  .r'  et  du  point  M', 
prises  par  rapport  à deux  autres  axes  C'x',  C'y'  tracés  dans  le  plan  R'S'. 

Pour  définir  les  situations  respectives  des  divers  éléments  de  la  ques- 
tion, concevons  qu’on  mène  par  le  centre  de  projection  O,  d’une  part, 
la  droite  OCC',  qui  perce  le  plan  de  la  fii^ure  en  G,  et  le  tableau  au 
point  C',  origine  des  coordonnées  C'x',  C'>  ’;  d'autre  part,  les  droites  OA 
et  OB  respectivement  parallèles  aux  axes  C'x',  C'y';  soient  A et  B les 
points  où  ces  deux  droites  rencontrent  le  plan  RS  ; soient  do  môme  A'  et  B' 
les  points  où  les  axes  C'x',  C'y’,  rencontrent  le  môme  plan  : les  droites 
AB,  A'B'  seront  évidemment  parallèles,  et  l’on  aura  l’égalité  de  rapports 

OC  _ _ BB  ' 

t»c  " AC  " ir.  ■ 
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On  peut  remarquer  (l'aillciirs  que  la  droite  A'B'  est  le  lieu  de,<  points 
<le  la  figure  qui  coïnciilcnt  avec  leurs  perspectives,  et  que  la  droite  Alt 
est  le  lieu  des  points  dont  la  ))erspective  est  a l’infini,  (’.ela  posé,  il  est 
aisé  de  voir  qu’une  fois  la  position  des  points  A,  11,  par  ra|qiort  aux 
axes  Ix,  I/,  connue,  il  suffit  |wur  que  l’on  puisse  retrouver  le  centre  de 
projection,  le  plan  du  tafdeau  et  les  axes  de  coordonnées  C'x',  C'y  tracés 

dans  CO  plan,  de  se  donner  ; i"  le  rapport  = 44  = ^ qui  dé- 

IH-.  Ai-  JH» 

termine  la  droite  d’intersection  du  tableau  et  du  plan  de  la  figure; 
2"  l’angle  de  ces  deux  plans,  lequel  détermine  la  position  du  tableau,  et 
celle  du  plan  mené  par  le  centre  de  projection  parallèlement  au  tableau; 
t"  enfin  les  longueurs  }>  et  7 des  droites  O.V  et  Oit,  lesquelles  suffisent 
dès  lors  pour  déterminer  le  ceiilre  de  projection  O,  les  droites  OA,  Oit  et 
par  suite  aussi  les  axes  C'.A'x',  C'il'  ) '. 

Soit  donc  M un  point  (pielconque  du  |ilan  de  la  figure;  joignons  BM. 
AM,  et  nommons  P et  Q les  points  où  ces  droites  rencontrent  respective- 
ment AC  et  BC,  joignons  de  môme  OP,  (>0,  et  nommons  P' et  Q' les 
points  do  rencontre  respectifs  de  ces  droites  et  des  axes  C'»',  C'  v';  les 
longueurs  C'P',  C Q'  seront  les  coordonnées  .r'  et  y du  point  M’  ; en 
effet,  les  deux  droites  M'P',  C'Q'  sont  parallèles,  comme  étant  les  inter- 
sections du  plan  R'S'  |iar  les  deux  plans  OPM,  OCB  coniluils  suivant  la 
droite  OB  [)aralleleà  R'S';  de  môme  les  droites  .M’Q'  et  C'P'  sont  paral- 
lèles, et  par  suite  la  figure  C'P’.M'O'  est  le  parallélogramme  des  coordon- 
nées du  point  M'. 

Pour  évaluer  Punc  do  ces  coordonnées,  C'P'  i'  par  exemple,  traçons 
encore  la  droite  AC'  qui  coiqteOP  en  un  point  -.  Ixs  deux  triangles  sem- 
blaliles  C'n-P',  A;rO  nous  fournissent  la  proportion 

CP'  _ X'  _ CîT 
M)  ‘ /7~  Ar:' 

d’autre  part,  le  triangle  AC'C  coii|H'  |iar  la  transversale  Or  P donne,  en 
vertu  il'un  théorème  connu,  la  relation 

C-  ^ , (.0 

Ar  ^CP  ^iVÔ^  '• 

OU  enrorc 

rv  eo  OP 

Ar  ■ CO  ^ \P"  AP’ 

et  par  suite 

, . CP 

on  trouverait  de  même 

, . CO 

»’-"/^R0- 

I.  33 
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Pour  aciitîver  la  solution  du  problomo  proposé,  il  ne  reste  plus  qu'à 

CP  CO 

remplacer  dans  ces  expressions,  les  rapports  ^ et  par  leurs  valeurs 


en  fonction  des  coordonnées  du  point  M , puis  à résoudre,  par  rapport  à 
JT  etj,  les  équations  ainsi  obtenues.  Soient  donc  respectivement  a et 
^ et  7 et  ■/'  les  abscis.ses  et  les  ordonnées  des  points  A,  B,  C.  la; 

CP 

point  P étant  situé  sur  la  droite  AC,  et  la  partageant  dans  le  rapport  , 


son  abscisse  et  son  ordonnée  sont  respectivement 


V 


t-  3. 


CP 
' ÂP 


7'+  ^ 

1 + 


, CP 
' ÂP . 
CP  ’ 
AP 


d'autre  part,  le  point  P étant  sur  la  droite  BM,  on  a aussi  la  relation 

^ ' + ;îÎp) ■“  ^ * ^ Ap)  ^ Xp)  ^ ^ 

d’où  l’on  tire 

CP  _ (&'  — 7').r-t-(7  — p)jr  + Py‘—  P'y  _ ^ _ 

AP  (a'  — ft')  J-+  (fi  — a)  r+a*'—  px’  À/'’ 

on  trouvera  do  mémo 


(X*  _ (7'—  a').r 4- ( a — 7).l'-t-7a' — xy'  y 

B(J  ~ (a'— — a)r+*&'— ~ '"/ 

Ces  relations  peuvent  s’écrire  sous  la  forme  suivante  : 

(-^) (Q 

(p'-7'),r+(7  — 6).>-t-S7'  — •/!>'  (7’  — «')-r+(*— 7L*'-1-’/z'-ï7' 

I 

f a'—  «V — pot" 

On  tire  enfin  de  là 


. A > 

a c — ”1-  *—  f ' y 

/./>  ‘ Ay  ' 


ri  . r ir T ■ 

>p  l.r/  /./)  A 7 

On  reconnaît  ainsi  que,  pour  i)asser  de  l’équation  en  coordonnées  de 
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Di'scartes  d'uni*  courbe  plane,  à l'éiiualion  de  l'une  queleonque  de  ses 
qirojections  centrales,  rapportée  à des  axes  situés  arbitrairement  dans  son 
plan,  d suflit  de  substituer  aux  coordonnées  j:  et  _r  certaines  expressions 
fornii'ies  par  les  rapports  de  deux  fonctions  linéaires  des  nouvelles  coordon- 
nées jc’  et  y à une  même  troisième  fonction  linéaire  de  et  y. 

Réciproipicment,  toute  transformation  analytique  consistant  à elfectuer 
dans  une  fonction  de  deux  variables  x et  r une  substitution  telle  que 

, , /i.r' + hy’ r a'jc' h\' -y- r' 

' ' Il  U- -y- o y y • fl  r i -|  c 

correspond  à la  transformation  liooiiiétrique  d'une  courbi*  en  rune  de  ses 
projections  centrales,  pourvu  toutefois  que  l’expression 


«/)'(■’  III 'h'  t-  lir'n"  — /w'c’  i fi'h"  — f'Ii'ii" 


ne  soit  pas  nulle. 

(’ette  iécipro<iue  est  une  conséquence  immédiate  de  ce  fait  facile  à 
constater,  que  la  substitution  (i)  otîre  la  même  généralité  ipie  la  substi- 
tution (a);  mais  il  imywrte,  on  vue  des  applications,  de  lixer  nettement 
la  signilication  géométrique  des  coefficients  de  celle-ci , et  pour  cela 
nous  poserons  la  question  de  la  manière  suivante  : 

' Étant  donnes  dans  un  plan  US  deux  axes  do  coordonnées  I.r,  I^, 
déterminer  la  (losition  d'un  centre  de  projection  O,  d’un  plan  de  projec- 
tion ou  Uddeau  U'S',  et  de  deux  axes  de  coordonnées  C'x',  C’^)  ' dans  ce 
plan , de  telle  façon  que  .r  et  _i  désignant  les  coordonnées  d’un  point  du 
|)lan  US,  x'  et  ,r'  celles  de  sa  projection  centrale  sur  le  plan  IVS',  on  ait 
entre  ces  quantités  les  relations 


ou 


ii.r'  + by  + y _ «'x'-t-éV'-t-c' 

«"x'-t- c"  ’ ^ «"x'-t-i,'»' -t-c"' 

iili'c’’  — fir'b"+  bc'ft“  — bii'c’  -(-  i fi'b"  — cb'ii"^(>. 


Il  suffit,  pour  résoudre  le  problème,  d’identifier  les  substitutions  (i) 
et  (a);  on  trouve  ainsi 


V.  = 


fl 

■ 

U 


r 


'/  = 


b’.,' 


En  reman[uant  que  ces  formules  ne  dépendent  pas  de  l’angle  du  tableau 
et  du  plan  de  la  figure,  on  conclut  de  là  la  construction  suivante  ; 

Sur  le  |)lan  de  la  ligure  US,  ou  détermine  les  points  A,  B,  C qui  ont 

33. 


Digitized  by  Google 


5i(,  SOl’VFMRS, 

rt'SiHH  livomcnt  pour  rooifionnéos 

Pt  l'On  rliolsit  |iour  rciitro  tic  projection  O,  l'un  tpiplconque  des  |K)ints 
de  l'espacp,  dont  le  rapport  des  distances  aux  deux  points  A et  B est  é^;al 
A" 

à c’est-à-dire  un  point  quelconque  de  la  surface  sphérique  dont  un 
diamètre  aurait  |iour  extrémités  les  deux  points  qui  partapenl  la  droite  AB 
dans  le  rapport  une  fois  le  centre  de  projection  choisi,  on  obtiendra 

la  trace  du  tableau  sur  le  plan  RS,  en  menant  une  droite  A'B'  parallèle 
à AB  de  telle  manière  que  l'on  ail 

^_BB'_  _ 

AC.  ~ BC  ' a’ P ~ h’ <1  ’ 

enlin  le  plan  du  tableau  devant  être  parallèle  au  plan  OAB,  et  les  axes 
r.'.r'.  C'y  n'étant  autre  chose  que  les  |ierspeclives  des  droites  C.\  et  CR. 
Ions  les  éléments  de  la  transformation  se  trouvent  délinis. 

Ca-tte  construction  ne  peut  plus  s'appliquer  immédiatement  lorsque 
l’un  ou  plusieurs  des  coeflicienUs  A”,  c”  sont  nuis,  mais  il  est  aisé  de 
* la  modifier  alors  par  des  considérations  de  continuité.  Klle  ne  tombe 
réellement  en  défaut  que  lorsque  les  trois  [Hiinls  A,  B.  ('.  sont  en  ligne 
droite;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l’on  a 

«AV — m’b" hr'n" — A«'r'  k-in'h" — ch' a’  o, 

et  celte  hvpolhi'se  a été  écartée. 

Il  convient  de  remarcpier  que,  d’apres  la  manière  dont  la  question  a 
été  posée,  toutes  les  projections  centrales  d’une  ligure  qui  correspondent 
à une  mémo  substitution  analytique  (a),  ne  sont  pas  elles-mêmes  des 
ligures  super|>osables;  car  la  forme  précise  de  la  courbe  représentée  en 
coordonnées  de  Descartes.  par  une  équation  telle  que  x')i  dépend 
de  l’angle  des  axes  coordonnés.  La  déformation  que  subit  une  figure 
lorsque,  laissant  aux  coordonnées  de  chacun  de  ses  |HÙnts  les  mêmes 
grandeurs,  on  les  rapporte  à des  axes  formant  un  angle  différent  de  celui 
des  premiers,  est  géométriquement  fort  simple  ; elle  con.sisie  uniquement 
A hfiltincer  les  ordonné<*s,  c'est-à-dire  A les  incliner  toutes  d’un  même 
angle  et  dans  le  même  sens,  et  il  n’est  pas  difficile  de  reconnaître  qu  elle 
peut  être  regardée  comme  un  ras  particulier  de  la  transformation  par 
projection  centrale,  pottr  un  centre  de  projection  situé  A l’infini. 

(.tuand  on  voudra  assujettir  les  axes  relatifs  au  plan  du  tableau  à former 
entre  eux  un  angle  donné,  le  lieit  de  tous  les  points  que  l'on  pourra 
prendre  pour  centre  d'une  projection  conique  équivalente  à une  substitu- 
tion donnée,  se  réduira  à un  cercle  ayant  son  centre  sur  la  droite  .\B.  et 
son  plan  perpendiculaire  à cette  droite.  Oimmc  pour  tous  les  points  d’uti 


« n'\  / A A'\  ( r i '\ 
n-'  vj’  \P'  F)'  \ÿ'  F,)’ 
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luireil  cercle,  les  loii;;ueurs  que  nous  a\oiis  désignée.'  par  p et  //  restent 
les  moines,  la  valeur  de  * ne  cliange  pas  non  plus,  et  l’on  eonelut  do  là 
le  tliéoréme  suivant,  énoncé  dans  le  Traité  des  Propriétés  pnijeetii’cs,  et 
«pii  joue  un  réle  important  dans  la  théorie  de  V/umiohgie  : 

O Lorsqu’une  ligure  plane  est  la  projection  centrale  d'une  autre  ligure 
» plane,  ces  ligures  restent  en  perspective  quand  on  fait  tourner  le  plan 
» de  la  première  autour  de  son  intersection  avec  le  plan  do  la  seconde, 
» et  le  centre  de  projection  décrit  un  cercle  dont  le  plan  est  per()endi- 
» ciliaire  à cette  intersection.  » 

Considérons,  en  particulier,  le  cas  ou  les  axes  de  coordonnées  sont  rec- 
tangulaires, tant  sur  le  tableau  que  sur  le  plan  de  la  ligure;  il  est  alors 
facile  de  calculer  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  du  cercle,  lieu 
des  centres  de  projection  relatifs  à une  substitution  donnée. 

tioncevons,  en  ellet.  que  du  point  O l’on  abaisse  sur  la  droite  AB  la 
l»erpcndiculaire  011;  le  point  II  sera  le  centre  et  la  longueur  011  le  rayon 
cherché.  Or,  puisque  le  triangle  .AOB  est  rectangle,  on  a les  relations 


Kn  conservant  les  notations  ci-dessus,  on  déduit  aiséiueiil  île  là,  pour 
l(>s  coordonnées  du  |>oint  11,  liw  valeurs  respectives 

aa"+hl>-  ti'a"  + h'ir 
a“‘  + ir  ’ ’ 

et  pour  la  longueur  du  rayon  011  l’expression 


y/(a'b"-l>a")‘+{<rh-l>’aV 


///.  — dpplii  iitam  anahliipie  des  formules  de  pmjet  lion  eenlrale. 

Les  résultats  exposés  à l'article  précédent  permettent  de  déduire  do 
certaines  propositions  relatives  à la  perspective,  des  conséviueticcs  analy- 
tiques auxquelles  il  serait  quelipiefois  pénible  de  parvenir  directement. 
Nous  choisirons  comme  exemple  la  solution  géométrique  de  ce  problème  : 
Pnijelrr  le  système  fie  deux  sections  roniques  situées  flans  le  meme  plein 
Mficant  le  système  de  deux  cercles. 

Désignons  par  (G)  et  (11)  les  deux  coniques  données,  par  (G  j et  (11  ) 
leurs  projections  respectives,  qui  doivent  se  réduire  a des  cercles;  sup- 
posons d'ailleurs  que  la  conique  (G)  soit  elle-même  un  cercle  do  rayon  i, 
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et  prenons  (>oiir  axes  de  coordonnées  : i°  dans  le  plan  de  la  figure,  deux 
diamètres  reetangnlaires  quelconques  de  (G);  ï"dans  le  plan  du  tableau, 
deux  diamètres  rectangulaires  de  (G'),  dont  l’un,  l’axe  des  r',  passe  aussi 
|iar  le  rentre  de  (II');  conrevons  enfin  que,  parmi  toutes  les  positions  du 
tableau  parallèles  à une  même  direction  et  satisfaisant  aux  conditions  de 
l’énoncé,  on  choisisse  celle  pour  l.iquelle  le  cercle  (tî'),  a même  rayon  que 
le  cercle  (ti)  dont  il  est  la  projection. 

Soient  respectivement  les  équations  de  (G),  (11),  (G  ),  (H')  ; 

(G)  v’ — I — O.  (Il)  A.i’4-A  V 4 A'-(- aB  I O, 

(G')  x’- I r-  O,  (in  K(,r"-t-,>"»)  + al/’+J=  O. 

Le  problème,  envisagé  analytiquement,  eonsiste  à déterminer  les  eoefli- 
cienls  de  la  substitution 


hr'- 


rt'.i  -p/i'e-t-c”  a" x’ + h" y' r" 

et  les  trois  cocfliciimts  K , I , J,  de  telle  manière  ipie  l'on  ait  identiquement 

+.*  - ' - („-x*+//r'  + cT 

A ^ , Il  11-  1 If'  ..  K ( } -4- 7, ! > '-h .1 

A .tr  — f-  A ) -t~  A 7 U 1 -f'  'À  B U'  “f“  7 B ■J’ï*  — ' , ■! — T’a — t ' — * 

(«  .1  -y- b y 4-c  1" 


D’autre  part,  au  point  de  \ ue  giWmétrique,  la  question  revient  à déter- 
miner les  situations  des  points  désignés  à l’article  11  ]>ar  A,  B,  C;  les 
longueurs  l).\  et  OB  ou  />  et  y et  la  position  de  la  droite  A'B’,  de  telle 
manière  que  la  droite  C'A'  soit  la  ligne  des  centres  des  deux  cerrli-s  (G’) 
et  (H')  , que  C'B'  soit  le  diamètre  de  (G')  perpendiculaire  à C'A',  et 
qu’enfin  le  rayon  de  (G')  soit  égal  au  rayon  de  (G). 

Or,  sous  cette  dernière  forme , le  problème  peut  se  résoudre  entiére- 
menl,  comme  on  l’a  vu  (V'  cahier,  p.  288),  à l'aide  de  propositions  de 
géométrie  pure,  lestpielles  fournissent  donc,  par  cela  mémo,  la  solution 
complète  du  problème  d’analyse  correspondant.  Néanmoins,  les  calculs  se 
présentant  sons  une  forme  |>lus  simple,  lorsipie  l’on  emploie  simultané- 
ment les  transformations  analytiques  et  les  considérations  géométriques, 
nous  ne  nous  servirons  de  celles-ci  que  pour  ce  qui  est  relatif  à la  déter- 
mination des  points  A , B,  C. 

En  premier  lien,  lo  point  .A  ayant  pour  projection  sur  le  plan  du  tableau 
le  iMiint  situé  à l'infini  sur  l’axe  C'A'.»',  c'est-à-dire  dans  une  direction 
perpendiculaire  au  diamètre  commun  de  (G  ) et  (11'),  il  résulte  immé- 
diatement des  principes  de  projection,  que  la  corde  de  contact  des  tan- 
gentes menées  de  ce  jioinl  à la  courbe  (11),  c’est-à-dire  la  /xtlairr  de  A 
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par  rapport  à (H),  so  confond  avec  la  polaire  du  niùme  point  par  rapport 
à (ü).  Or  on  sait  que  le  point  q\ii  a pour  coordonnées  (5,  n)  a respccli- 
vement  pour  polaires,  par  rapjwrt  aiiN  deux  courbes  (G)  et  (11),  les 
droites  dont  les  équations  sont 

f.r4-r,j  — I = O, 

{ A ï + H’r!  + B' ) .r  ^- ( ir  ? -(- A'r;  + B ) .)•  + Il'Ç  + li X -4- A‘ = o; 

pour  que  ces  deux  droites  se  confondent,  il  faut  que  ç et  r,  satisfassent 
aux  relations 

A;-HB.i  + B'  B"'-f-An-l-B  B'Ç-l-Br.  + A’ 

— --  , 

; r,  — I 

les<iuelles  deviennent,  en  posant  Ç _ n = conformément  aux  nota- 
tions de  l'article  11, 

•\rt-t-  B’a'-f-  B'n"  _ B"«  Brt"  _ B'«  -1-  Brt'+  A"rt" 

n ~ ti’  ~ —n“ 

Pour  résoudre  le  système  de  ces  deux  équations  homogènes,  nous  pren- 
drons une  inconnue  auxiliaire  / égale  à la  valeur  commune  des  trois 
rapiKtrts  dont  elles  expriment  l’égalité;  elles  prennent  alors  la. forme 

I(  A — /)  « -f  B'«'-t-  B'rt'  = O , 

B"«-+-(A'— /)  rt'-l- Bn"  O, 

B'n -(- Brt'-f- 1 A”-f- /)  rt”  o; 

l’élimination  do  «,  n",  donne  pour  déterminer  / l’équation  du  troi- 

sième degré 

I (A-X){.A'-/)(..\'’-t-/)-|-2BB’B’ 

’j  _(A-/)B’-(A'-/)B"'-(A'-f-/)ir>=:„. 

Prenant  donc  X égal  à Tune  des  racines  de  cette  équation,  on  déduira 
des  relations  (1)  les  valeurs  proportionnelles  de  n,  n',  n"  ; 

" II'  "" 

( ^ ' (a-X)B  — ITB”  “ ( A' - X ) B - ir B “ (T'T/ ■ 

Nous  remarquerons,  en  outre,  que  les  relations  (i)  peuvent  être  regar- 
dées comme  exprimant  que  le  lieu  géométrique  représenté  par  l’équation 

(A-X)j=-+-(A'- X)_v’-l-(A'-l-X)-f  2B)  4 9.B.r-4-2B’.;.  o. 
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consislt'  en  un  système  de  deux  droites  ((assaut  toutes  deux  [)ar  le  point  A; 
et  romme  cette  équation  [(eut  aussi  s'écrire 

(4  ) A.r’.-H  A'k’+  A’-t-aB  ( + + aU''-e?  — A(x’+/’  — i)  = o , 

ces  deux  droites  [(assenl  par  les  points  communs  à (G)  et  (H)  et  forment 
ainsi  un  de  leurs  systèmes  de  sécantes  communes. 

En  second  lieu,  la  droite  AB  doit,  en  vertu  de  ce  qui  a été  dit  page  290, 
être  l’une  des  sécantes  communes  à (G)  et  (Il  ),  et  par  suite  les  coordon- 
nées ^1  P du  point  B satisfont  à l’équation  (4);  on  a donc 

comme  d'autre  part  le  ((oint  B ap|)artient  à la  droite  qui  a ()our  perspec- 
tive CB'r',  polaire  commune  [or  ra|(((ort  à (G  ) et  (II')  du  point  situé  à 
l’infini  sur  l’axe  des  » ',  ses  coortionnées  doivent  aussi  satisfaire  à ré<|uation 

t!  o' 

X H — J r — 1 = o , 

<r  n ' 


qui  représente  la  polaire  de  A par  rap|>ort  à (G);  et  l'on  a donc  aussi 
(f>)  nb  4-  n'b'  — a’ b’  — o. 

Enfin  le  point  C',  centre  du  cercle  (G'),  étant  situé  à l’intersection  des 
((olaires  [lar  rapport  à (G')  des  deux  ((Oints  où  la  droite  do  l’infini  est 
rencontrée  par  les  axes  C'x',  C'y',  le  [(oiiil  C doit  se  trouver  à la  fois  sur 
les  polaires  de  A et  B par  rapport  à (G),  ce  qui  donne 


I7)  iir-^-a'c'  — fl"c"=o, 

(8)  tic  + h'r'  — b’r’  ■-  o. 

Par  ce  qui  précédé,  les  valeurs  des  rapports 

a fl  b b r c 

se  trouvent  seules  définies.  Trois  équations  sont  donc  encore  nécessaires; 
nous  les  déduirons  de  l’identification  directe  de 
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ce  qui  fournit,  en  résumé,  un  système  «le  dix  éqiiatiuns  distinctes  ren- 
fermant dix  inconnues,  savoir  les  neuf  coellicicnls  « , c"  et  l’in- 

connue auxiliaire 

Pour  rcronnailre  combien  le  système  de  ces  équations  renferme  de 
solutions  du  problème,  nous  remarquerons  : i“  (JUB  l’inconnue  i peut,  en 
vertu  de  l’équation  {2),  recevoir  en  général  trois  valeurs  distinctes; 
2°  qu'à  chacune  de  ces  valeurs  correspondent , en  vertu  des  équations  ( 3 ) 
et  de  1a  première  des  équations  (<j),  deux  systèmes  île  valeurs  respecti- 
vement égales  et  de  signes  contraires  de  «,  a'  et  n";  3"  qu’à  chaque  sys- 
tème de  valeurs  de  «,  n'  et  ti’  corres[)ondenl,  en  vertu  des  équations  (5) 
et  (C)  et  de  la  deuxieme  des  équations  (q),  quatre  systèmes,  deux  à deux 
égaux  et  de  signes  contraires,  de  valeurs  de  h,  b',  h",  et  4°  enfin,  qu'en 
vertu  des  équations  (7),  (8)  et  de  la  dernière  des  équations  (9),  à chaque 
système  de  valeurs  de  «,  a',  n”,  b,  b',  b''  correspondent  deux  systèmes 
égaux  et  de  signes  contraires  de  valeurs  de  c,  c'  et  c",  I.e  nombre  total 
des  solutions  est  donc  3x2x4x2  = 48.  Mais  d’autre  part  il  est  évident, 
à priori,  que  lorsqu’un  système  de  valeurs  des  neuf  coefficients  de  la  sub- 
stitution satisfait  aux  conditions  de  l’énoncé,  on  obtient  encore  un  sys- 
tème satisfaisant  aux  mêmes  conditions , en  changeant  de  toutes  les  ma- 
nières possibles  les  signes  des  trois  groupes  («,  o',  «'),  (b,b',b")  et 
(c,  c',  c'),  ce  qui  permet  de  regarder  chacune  des  substitutions  comme 
tenant  la  place  do  huit  d’entre  elles,  et  réduit  par  suite  le  nombre  des 

solutions  efTectivement  distinctes  à — = 6.  Au  point  de  vue  géométrique, 

O 

de  pareils  changements  de  signe  répondent  à de  simples  changements  dans 
le  sens,  non  la  direction,  de  l’un  ou  de  l’autre  des  deux  axes  coordonnés 
ou  de  tous  deux  à la  fois. 

Conformément  à une  importante  prescription,  fréquemment  répétée 
dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  et  qui  renferme  en  germe  le  principe  de 
continuité,  nous  n’avons  jusiiu’ici  tenu  aucun  compte  des  circonstances 
sous  lesquelles  les  constructions  indiquées  sont  ou  ne  sont  pas  possibles; 
aussi  la  solution  exiiosée  est-elle,  malgré  l’emploi  de  considérations  de 
géométrie,  entièrement  algébrique.  Nous  nous  proposons  maintenant  de 
discuter  cette  solution,  en  recherchant  dans  quels  cas  la  transformation 
analytique  proposée  est  possible  en  quantités  réelles;  et  c’est  particu- 
lièrement pour  cette  discussion  que  les  théorèmes  du  V'  cahier  sont 
d’un  grand  usage. 

Toute  solution  réelle  du  problème  d’analyse  qui  nous  occuiie,  corres- 
pond nécessairement  à une  solution  géométriquement  i«)ssiblc  de  cette 
question  ; Projeter  le  système  tics  deux  eoniques  (G)  c/  (II)  suivuul  le 
système  de  deux  cercles;  une  (lareillo  solution  ne  saurait  donc  existei' 
qu’autant  que  les  deux  coniques  auront  une  sécante  commune  cdècde 
{voir  p.  290).  Réciproi|ueraent,  à chai|UO  sécante  idéale  commune  à (ti  ) 
et  (II)  il  correspond  néci’ssairement  un  système  de  valeurs  réelles  des 
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neuf  coctlirients;  en  effet  tes  trois  points  A,  B,  Csont  alors  réels,  et  de  plus 
les  deux  premiers  sont  à rextéricur  et  le  second  à l’intérieur  du  cercle 
(O);  de  ce  que  les  |>oints  sont  réels,  il  résulte  que  leurs  coordonnées 


respectives  , ( * , 


le  sont  également;  de  ce 


que  A et  B sont  bore  du  cercle  et  C.  dans  le  cercle,  on  conclut  que 


ou 


I 


A”’  //' 


ou 


I 


I 


sont  positifs,  et  par  suite  que  A",  <”  sont  réels. 

Cela  posé,  nous  avons  à distinguer  trois  cas  généraux  ; 

1°  Les  quatre  systèmes  de  solutions  des  é(]uatiüns 

(ü) 

(II)  Ax'-hAV' 4- A"4-2B_v  + 2B'x4-ïB"j;v  = O. 

sont  tous  les  quatre  réels. 

Il  n’existe  alors  aucune  sécante  idéale  commune  aux  deux  courbes  (G  ) 
et  (II),  et  par  suite  la  transformation  proposée  est  impossible  en  quan- 
tités réelles. 

2°  Des  quatre  systèmes  de  solutions  de  (G)  et  (II),  deux  sont  réels, 
deux  imaginaires. 

Les  deux  courbes  ont  alors  deux  sécantes  communes  dont  l'une  seule- 
ment est  idéale;  le  problème  admet  donc  une  seule  solution  distincte 
(abstraction  faite  des  signes).  Pour  l’obtenir,  il  faut  remarquer  que  l’é- 
(|uation  (a)  n’a  dans  ce  cas  qu’une  racine  réelle,  car  il  existe  un  seul 
point  réel  dont  les  polaires  par  rapport  à (G)  et  (H)  se  confondent;  c’est 
cette  racine  qui  fournit  la  valeur  de  A dont  dépendent  tous  les  coeffi- 
cients. L’ambigu'ité  relative  aux  deux  systèmes  distincts  de  valeurs  de  A,  A', 
A”,  founiies  par  les  équations  (5),  (0)  et  la  seconde  des  équations  (9),  n’est 
d’ailleurs  qu'apparente,  car  on  sait  à priori  que  l'un  seulement  d’entre 
eux  est  réel. 

3"  Les  quatre  systèmes  de  solutions  do  (G)  et  (11)  sont  tous  les  quatre 
imaginaires. 

Les  deux  courl)es  (G)  et  (11)  ont  alors  deux  sécanl(*s  idéales  com- 
munes, et  le  problème  admet  deux  solutions  distinctes.  Dans  ce  cas  l’é- 
quation (2)  a ses  trois  racines  reelles,  car  il  existe  trois  points  dont  les 
polaires  par  rap|)ort  à (G)  et  (A)  se  confondent,  mais  parmi  ces  trois 
racines,  il  n’y  en  a (|u'une  senle  (pii  rende  (A  — X)  (\’  — X)  — B"’  né- 
gatif, et  pour  laquelle  l'ecpiation  (,()  représente  un  système  do  deux 
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droites  réelles.  A celle  valeur  unique  de  4,  il  corresiwnd  d'ailleurs  effec- 
tivement deux  systèmes  distincts  de  valeurs  do  b,  b'  et  b'. 

En  résumé,  parmi  les  six  subslitulions  distinctes  de  la  forme 

rtj'-f- 6r'-(-c  a' b' y + c’ 

a’ b’ y a’x'  + b'Y'  + c"' 


qui  transforment  simultanément 
— I en 


Ax”-!- AV-i-  A”-|-ïBr-+-aB'.r-t-2BV)  en 


x”-+-r"-i 

H’j'  + b\Y‘+c"Y' 


(«"x'-t-éy-f-c")’ 


il  en  existe  deux  qui  sont  réelles,  lorstpie  les  deux  fonctions  proposées  ne 
s'annulent  pour  aucun  système  de  valeurs  réelles  de  x elde_)';  il  en 
existe  une  seule,  lorsrpic  ces  fondions  no  s'annulent  que  pour  deux 
systèmes  de  valeurs  réelles  de  x et  _r;  il  n'en  existe  aucune,  lors<)ue  les 
deux  fonctions  s'annulent  pour  quatre  systèmes  de  valeurs  réelles  de 
X et  r. 

Il  nous  reste,  |>our  compléter  la  solution  de  la  (lueslion  proposée,  à cal- 
culer les  valeurs  de  K,  l et  J.  Pour  cela,  remarquons  d’abord  que  le 
coefficient  K est  égal  à k,  car  en  développant 


A(fl.r'-f-i>  ' s-  c)’-(-  A'(o'x'-f-  A"(n’.r'-t- 

on  trouve  pour  les  coefficients  de  x"  et  de  les  expressions 

.A  n’ -4-  A'n’’ -I- A’rt'’ -f-  ï B '■»  B'«"n 2 B"«n', 

A 4-  A' f.'’  -4-  A" //’  -4-  a B f-' />"  -t-  2 B'  *"  A 2 Kbb', 


toutes  deux  égales  à X,  en  vertu  des  relations  (i),  (5)  et  (g).  On  vérifie- 
rait aussi  aisément  que  les  coefficients  de  x'r'  et  de  x'  sont  nuis.  Pour 
calculer  les  deux  autres  coefficients  2I  et  J,  nous  nous  appuierons  sur 
cotte  remarque  évidente  que  toute  valeur  de  X,  qui  rend 

Ax’-I- A'_>'“-1- A'-4-  2B  )■-(-  2B'x-4-2B".rr  — X (x^-l- y — 1) 

décomposable  en  doux  facteurs  du  premier  degré,  rend  aussi  décompo- 
sable  en  facteurs  l’expression  transformée 

K x”  -4-  K.)"  -4-  2 ly  -4-  .1  - X ( x'’  - I ) ; 

il  résulte  de  là  que  l’équation  (2)  et  l’équation 

X'-  (2 K - ,I)X’-(2KJ  _ K = - P)X  .)  KM  - Kl'  - » 

t 
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ont  les  moiiifs  rnciiies.  et  |iar  suite 

•iK-J  =A+A'-  A*,  ïKJ  - K^-  I’=  A'A*-BM  A'A-  B’’-  (AA'-  B'-); 
on  lire  de  là 

J = 2K-(At  A'- A"), 

l'=  - [(A'— K)(A”+  K)-4-(A'+K)'A-  K)  - (A-K)(A'-  K)-B'-  B'M-B'^. 

En  désiiinanl  par  I.  et  M,  les  deux  racines  autres  que  K de  rc(iualion  (ï), 
on  |>eut  encore  mettre  les  valeurs  do  1 et  J sous  la  forme 

J = K-L-M,  P = (K-L)(K-M). 

Nous  nous  bornerons  à indiquer  succinctement  couiinent  les  résultats 
(irecédents  permettent  de  réduire  rini^,'rale 

/• <i> 

J V Acos’y  -(-  A'sin’y-I-  A'-+-aBsin»  -H  aB’cosy  + aB^sinvCOSy 

a la  forme 

l"  ,1t. 

J v'l*-|-(.)sinr, 

par  un  substitution  telle  que 

I 

m -h  n tane  - r, 

. I ® t. 

laii;;  

/r-+V  langer, 

Concevons  que  l’on  clioisisse  pour  «.  A,  c,  h\  <■',  i",  r",  les  va- 

leurs calculées  comme  il  a été  dit  ci-dessus;  Usera,  comme  il  est  aisé  de 
voir,  iiossible  de  trouver  pour  toute  valeur  de  » une  valeur  de  r,  telle, 
que  l'on  ait  à la  fois 

// rns  >!-)-/<  si  iir,-f-c  «'eosr, -t- <i'sin  r.  + < ' 

cos  V -7 -7 ■ SI  n 1.  — ■ ~ , i 

« cos»! -t-i  sinr, -f-c  • rt  cüS»i ■+- 1>  SUIT, -+-»• 

ces  deux  relations  é<iuivalent  a une  relation  uni(|ue  entre  tang  ^ et 

lang^  »i,  de  la  forme 

I 

m -H  « tang  - /. 

tang  J ^ f - 

/>  1-  </  tang  - r, 
ï 
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où  Ton  pciil,  par  t‘\«>mple,  promire 

= — c — II,  n = li“  — h,  — r/z=/i'-\~\. 

On  vérifié,  sans  diflirullé,  <pic  |)i)r  retlo  subslilntion  l’inlùgrale  prn- 
|Mis*v  se  Iransforme  en 

llr. 


h 


K -H  J ù-  a I tiin  K 
on  lùen,  remplat;anl  I et  .1  par  leurs  valeurs,  en 

<lr, 


J 


V^a  K — I.  — i\l  + n K — 1,)  ( K — ai).sin>j 


En  rapprochant  ce  résultat  de  la  discussion  relative  ù la  nature  réelle 
ou  imaginaire  des  coeflicicnts  ti.  h,  . , on  arrive  à cette  conclusion. 

l.a  réduction  proposée  n’esl  jamais  possible  en  quantités  réelles,  lorsipie 
l'expri'ssion 

Acos'?-Ç- A'sin’s  + A"  -f-  a Hsiny  + aB'i'oso  + a B"siniCosy 


s'annule  pour  quatre  valeurs  distinctes  de  ÿ,  comprises  entre  o et  air. 
Elle  est  possible  d'une  seule  manière  distincte,  lorsque  l’expression 
ne  s'annule  ipio  pour  deux  valeurs  réelles  de  réj|uation  (a)  n'a 
alors  qu'une  seule  racine  réelle,  et  c'est  elle  qui  donne  la  valeur  de  K. 
Enlin,  lorsrpic  l'expression  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  réelle  de  y, 
la  réduction  est  [Kissible  |)our  deux  substitutions  distinctes;  l’équation 
(al  a dans  ce  ras  ses  trois  racines  réelles;  mais  l'une  d’elles  seulement 
rend  (A  — K)  — B"'  négatif;  et  c’est  elle  qui  fournit  la  valeur 
de  K. 

Ou  peut  remarquer  que  les  deux  coelTicients  aK  — I,  — M et 
V''[K— E)(K  — .M)  de  l'intégrale  réduite  ne  sont  pas  altérés  lorsque  l'on 
remplace  A par  A ■>-’/,  A'  par  \'—'i.,  et  A’  par  .V'  — ).,  ce  qui  ne  change 
pas 

x\cos'ÿ  + A'sin'»  -t-  .\"-t-aBsin^'  4-  aB'cosy  -f-a  B'sinçicosy. 

En  elTet,  un  pareil  changement  revient  simplement  à augmenter  de  / 
toutes  les  racines  de  l'éipiation  (a),  et  n'inlliie  par  conséquent  pas  sur 
les  valeurs  des  fonctions  ci-dessus  de  ces  racines.  Ixis  coelVicieiits  de  la 
substitution  ne  subissent  non  plus  aucune  modilication  rians  leurs  va- 
leurs; ce  qui  ré.sulte  d’ailleurs  à priori,  de  ce  fait  évident  que  toute 
substitution  satisfaisant  aux  cunditions  énoncées  au  cnnimenccmeni  de 
cet  article  transforme  nécessairement 

( A - ’/  ' -H  (A' - ‘a).i  ’+  A'  + '/.  + aB,)  -f-  a B'.c  a B'  ci 

en 

(K-â.)(.r'=-p  >'^)-4-al  t'-e  J ; >, _ 
c'  f é'  i '4  c")’ 
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. — Sur  tes  coonlonnèrs  sjiiirlrufuc.'i. 

l-es  formules  qui  servent  à trouver  l'équation  "énérale,  en  coordonnées 
de  Descartes,  d<‘S  projections  centrales  d'une  courbe  donnée,  sont  susce|>- 
tibles  d’interprétations  directes,  entièrement  iniléiaîndantes  des  considé- 
rations à l'aide  desijuclles  on  les  a d'abord  établies.  On  est  ainsi  conduit 
à les  re^'arder  comme  exprimant  en  langage  algébrique  la  délinition  d'un 
mode  de  transformation,  que  l'analogie  permet  d'étendre  imméiliatement 
aux  figures  à trois  dimensions.  Concevons  en  eiïet  qui)  ar,  .r,  s,  étant  les 
coordonnées  d’un  point  quelconque  du  l’espace,  on  détermine,  par  une  con- 
struction d’ailleurs  su.sce|)tible  d’énoncés  géométriques  divers,  un  nouveau 
point  (x',  a')  lié  au  premier  par  les  relations 

fl.r' 4- /o-'-f-ci'-t-i/  fl' .t' + />' y c‘ z' ff 

^ ^ o”x'  -f  rr.L'  +-Ù'"y-+c'"z'  + <r' 

b’ y c"  z'  + ft 

«“x' -4- //"_>  ' 4- c”  -I- (■r' ’ 

la  figure  formée  par  les  points  (x',  y',  2')  (xmrra  être  considérée  comme 
la  transformée  de  la  figure  formée  par  les  (loinls  (x,  /,  2). 

Bornée  au  cas  des  figures  planes,  l’étude  directe  d'un  pareil  mode  de 
transformaticn  ne  saurait  évidemment  fournir  aucune  proposition  qu’il 
ne  soit  possible  d’établir  d’une  manière  plus  intuitive,  par  les  principes 
de  la  projection  centrale,  et  l'auteur  do  la  Théorie  des  Propriétés  pmjcc- 
tii'i's  a montré  lui-môme,  en  créant  lu  notion  de  V homologie,  qu'une  ana- 
lyse purement  géométrique  des  méthodes  de  persiiective  sullit  [>our  en 
dégager  les  résultats  généraux,  sous  une  forme  qui  n’exige  plus  que  les 
constructions  et  les  raisonnements  de  la  géométrie  plane.  Mais  les  prin- 
cipi's  do  l’homologie  s’étendent  à l’espace  aussi  bien  que  les  formules 
[voir  le  Supp/ément  du  Traité  des  Pmpriétés  projectives) , et  bien  que  la 
transformation  que  celles-ci  servent  à définir,  paraisse  dans  l’espace  plus 
générale  que  lu  transformation  humologique,  elle  lui  est  au  fond  réduc- 
tible; il  suffit  pour  cela  de  combiner  la  tran.sfurmation  homologique  avec 
une  opération  S|)éciale,  que  l’on  peut  regarder  comme  l’un  de  ses  cas  par- 
ticuliers, et  qui  consiste  simplement  à déduire  d’une  figure  donnée,  rap- 
portée à un  certain  système  de  plans  coordonnés,  une  figure  nouvelle,  ou 
les  coordonnées  de  cha(|ue  |>oint  ont.  par  rapport  à un  nouveau  système 
de  plans  coordonnés  formant  un  angle  Iriédre  dill'érent  du  premier,  les 
mêmes  valeurs  que  les  coordonnées  anciennes  du  point  correspondant. 

tjuel  que  soit  d'ailleurs  l’intérét  qui  s’attache,  sous  un  point  de  vue 
philosophique,  aux  formes  géométriques  diverses  que  peut  revêtir  la 
méthode  de  transformation  analytiquement  définie  ci-dessus,  il  est  juste 
d'en  rapporter  les  résultats  essentiels  à l’idée  mère  de  la  projection  cen- 
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irale,  (loiil  elles  sont  liistorUiucmenl  et  loi;iqiiemenl  dérivées.  Sous  eet 
aspect,  il  parait  permis  do  raltaclier  à la  mémo  origine,  la  conception  de 
géométrie  analytique,  aujourd'hui  bien  répandue,  qui  constitue  la  mé- 
thodi'  des  coordonnées  symélri([U(«.  Cesl  l’objet  que  nous  nous  propo- 
sons ici  de  développer. 

La  forme  sous  laquelle  nous  avons  ju.sqii’ici  considéré  la  substitution 
eorrespondanle  à la  transformation  d’une  ligure  par  voie  de  projection 
centrale,  devient  plus  symétrique  lorsque,  pour  désigner  les  deux  coor- 
données do  cha(pie  point  do  la  ligure  ou  de  sa  projection,  on  emploie 
deux  rapports  ayant  même  dénominateur,  et  que  l'on  remplaee,  par 

exemple,  x par-i  v par-,  ,r’  par  '^,  j‘  par‘^-  Par  l’introduction  de  ces 

nouvelles  lettres,  les  premiers  membres  des  équations  d’une  courbe  et  de 
sa  projection  se  présentent  comme  des  fonctions  homogènes  à trois  va- 
riables, F(.r, :),f(x',y,  i');  et  la  substitution  propre  à transformer 
la  première  en  la  seconde,  peut  alors  s’écrire  sous  une  forme  identique  à 
celle  ipie  l’on  emploie  le  plus  communément  dans  l’algèbre  et  la  théorie 
des  nombres  ; 

X = a.r' by' + cz',  _y=  «'.r' -4- é'j^-4- c'z',  z = a’x' + b“y  + c''z'. 


On  conçoit  aisément  que  dans  ces  notations  les  expressions  algébriques 
qui  répondent  à des  propriétés  projectives,  acquerront,  en  général,  [iliis 
d’élégance  et  de  symétrie;  les  travaux  de  Jacobi,  de  Plucker,  d’Otto 
Hesse,  sur  la  géométrie  analytique,  en  ollrent  do  beaux  exemples;  c’est 
ainsi  encore  que  si,  l’on  désigne  par /(.r,  _r,  2)  = o l’équation  rendue 


S ^ 

homogène  d’une  courbe  d’ordre  par  If® 


réordonnées  d'un  point 


de  son  plan,  Tétpialion  de  la  polaire  d’ordre  />  du  point  par  rapport  à la 
courbe  peut  s’écrire  sous  l’une  des  deux  formes  symboliques 


Mais  il  convient  de  remarquer  que  la  symétrie  obtenue  de  cette  ma- 
nière est  plutôt  apparente  que  réelle,  plutôt  algébrique  que  géométrique, 
car  toutes  les  variables  ne  jouent  pas  le  môme  rôle  dans  l'interprétation 
concrète,  à moins  toutefois  (|u’on  ne  la  regarde  comme  ayant  pour  objet 
do  substituer  l’étude  des  cônes  à celle  des  courbes.  Mais  ce  dernier  point 
do  vue  ne  s’étend  pas  aux  ligures  à trois  dimensions,  et  c’est  à propre- 
ment parler  dans  la  conception  qui  permet  d’attribuer  des  signilications 
géométriques  similaires  à toutes  les  variables  d’une  équation  homogène  à 
trois  ou  quatre  lettres,  que  consiste  le  principe  de  la  méthode  des  coor- 
données symétriques.  Cette  conception  dérive,  d’une  manière  fort  simple, 
de  l’étude  des  formules  de  transformation  par  voie  do  projection  centrale. 
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C,onsiiit‘rons,  on  offot,  la  subsliliitimi 

«J"' -t- /;)•'+(■  a’ y h' y' A- r' 

.y  = — ; — I i ’’  = —T — : t: . > 

n .1-  -f-  w r H-  r « .r  '' 

o.l  imaginons  que  l’on  Irace  dans  le  plan  du  tableau  les  trois  droites  (A), 
(A'),  (A'),  qui  ont  respectivement  pour  équations  ; t 

(A)  «x'4-/y'4-c  = O,  (A')  ///+ c’ = o, 

(A")  n'x'-Ab'yA-c’^f'- 

On  sait  que  les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  les  expressions 
des  distances  du  point  ( x',  y)  aux  trois  droites  correspondantes,  à des 
facteurs  constants  prés;  de  là  résulte  (|ue,  l'équation  d'uno  courbe  en 
coordonnées  de  Descartes  étant  donnée,  il  suflit,  pour  obtenir  celle  de 
l'une  quelconque  do  ses  projections  centrales,  de  rendre  d'abord  l'équa- 
tion homogène  par  l'introduction  d'uno  nouvelle  variable  z.  et  de  consi- 
dérer ensuite  les  trois  lettres  jc,  z comme  désignant,  à des  facteurs 
constants  prés,  les  distances  d'un  point  de  la  projection  à trois  droites 
arbitraires  fixes  situées  dans  son  plan. 

On  est  ainsi  conduit  à définir  en  général  la  jiosition  d’un  point  dans 
un  plan,  en  se  donnant  les  produits  rcs|>ectifs  des  distances  de  ce  point 
à trois  droites  arbitraires  fixes,  par  trois  nombres  arbitraires  fixes.  Nous 
nommerons  les  trois  droites  fixes,  fixes  de  réfèmtee,  les  trois  multi- 
plicateurs fixes,  paramètres  de  référence,  et  les  trois  produits  coor- 
données symétrifjues  du  point.  Dans  ce  système  de  coordonnées,  tout 
lieu  géométrique  peut  être  représenté  par  une  relation  homogène  entre 
les  trois  coordonnées  de  chaque  point;  et  pour  passer  d’une  courbe  don- 
née à l'une  quelconque  de  ses  projections  centrales,  on  peut  à volonté 
effectuer  une  substitution  linéaire  dans  l'équation  symétrique  de  1a  courbe, 
en  regardant  le  résultat  comme  relatif  au  même  système  de  référence,  ou 
bien  conserver  l’équation  proposée  elle-même,  en  changeant  simplement 
le  système  de  référence.  Ce  dernier  point  de  vue,  qui  permet  de  con- 
fondre dans  une  représentation  unique,  tout  le  groupe  des  courbes  qui 
peuvent  se  dérluire  les  unes  des  autres,  par  voie  de  projection  centrale, 
fait  ressortir  la  profonde  analogie  du  problème  algébrique  de  la  réduction 
d'une  fonction  homogène,  avec  la  méthode  si  enicacement  employée  dans 
cet  ouvrage,  jiour  ramener  l'étude  des  [iroiiriétés  d'une  figure  à celle 
d'une  figure  plus  simple. 

A côté  de  l’origine  logique,  attribuée  dans  ce  qui  précède  à la  méthode 
des  coordonnées  .symétriques,  on  peut  en  signaler  une  autre  dans  cer- 
taines notations  abrégées  que  Bobillier  a le  premier  employées  d’une  ma- 
nière systématique;  mais  il  n'en  est  p.is  moins  vrai  que  ce  nouveau  mode 
de  représentation  analvtiqiie  des  ligures  n'a  le  plus  généralement  un 
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avanUijio  manfiié  sur  l'analyso  do  Dosoartos,  que  dans  les  questions  rela- 
tives aux  propriétés  projeetives,  et  qui  n’irapli(picnt  aucune  ilélerminalion 
métrique  S|»éciale  du  syslemo  de  référence.  Ce  n’osi  on  elTel  qu’à  la  con- 
dition de  laisser  dans  une  complète  indétermination,  et  la  [wsltion  des 
axes  et  les  valeurs  des  paramétrés  de  référence,  qu’il  sera  permis  de 
regarder  l’équation  d’une  courbe,  et  tous  les  résultats  qui  s’y  rap|)orlent, 
comme  s’appliquant  sans  mfKlification  à Tune  (luelcornpie  de  ses  projec- 
tions centrales. 

Nous  nous  bornerons  à exposi'r  succinctement,  parmi  les  formules  re- 
latives au  calcul  des  coordonnées  sv'métriques,  celles  dont  l'emploi  parait 
le  plus  avantageux  dans  l’analyse  des  transversales. 

La  question  fondamentale  dans  ce  genre  de  reclierches  est  la  suir 
vante  : ttanl  données  les  coordonnées  symétriques  de  deux  points 
M|,  (j",,  r,,  Z,)  et  .M,,  (j-,,  calculer  les  coordonnées  (.r,  y,  s)  du 

point  M,  situé  sur  la  droite  M,M,  de  manière  que  l’on  ait 

M.M,  ’x 
M.M,  ■/ 

En  .supposant  d'abord,  pour  fixer  les  idées,  les  points  M,  et  M,  dans 
l’intérieur  du  triangle  de  référeiice,  et  le  point  M entre  l(>s  isiints  M,  et 
M,,  on  trouve  aisément  pour  j-,  y,  z les  expressions 

•ji.r  liV, -t-lv,  tt; 

•r  • — ! y - T- J Z — - , 

fi  -)-  * fi  4-  * fi  + > 

La  discussion  de  ces  formules  conduit  par  des  considérations  analo- 
gues à celles  qui  se  présentent  au  début  de  l’analyse  de  Dc^scartes,  à [iré- 
ciser  la  notion  des  coordonnées  .symétriques  en  les  affiTlant  d’un  signe,  cl 
à nommer,  en  général,  coordonnées  symélriqui's  d’un  point,  les  distances 
de  ce  point  aux  trois  axes  de  référence,  multipliées  res|>ecliveim’nt  par 
trois  nombres  arbitraires  üxes,  et  précédées  du  signe  4-  ou  du  signe  —, 
suivant  (fue  le  point  est  situé  par  rapport  à Taxe  correspondant,  du  mémo 
coté  que  lo  point  do  concours  dos  deux  autres  axes  ou  d’un  côté  dilfé- 
rent.  On  peut  d’ailleurs  remarquer  que  l’on  arrive  directement  à la  même 
définition  du  signe,  en  partant,  comme  nous  l’avons  fait  ci-dessus,  de  l'in- 
terpréUition  des  formules  de  projection  centrale. 

En  supposant,  en  second  lieu,  le  point  M non  situé  entre  Al,  et  M,. 
on  trouve  de  même  aisément  les  expressions 

u.r  — — >.y  — '■^■1 

X = • — ' 1 y = — ' — J Z = ! — : — •'  1 

fi  — i fi  — A fi  — A 

qui  se  détiuisent  des  précédentes  par  le  changement  du  signe  do 

RécipriKiuement,  lorsque  les  coordonnées  de  trois  [leints  sont  liées  entre 
1.  T{ 
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<ïll(«  iiar  les  relations — > où  u ol  X sont 

+ a',  + *r,  + 

lies  nombres  quclronques  positifs  ou  néijatifs,  on  voit  par  ce  qui  précède 
que  le  point  M (x,  j-,  2)  est  situé  sur  la  droite  qui  joint  le  point 
M,  (.r,,  V,,  2,)  au  point  M,  (x,,  2,),  que  le  rapport  des  distances  MM,  et 

MMj  est  és?al  à la  valeur  absolue  du  rapport  ^1.  et  enfin  que  le  point  M est 

entre  les  points  M,  et  M,  ou  sur  le  prolongement  de  M,  Mj,  suivant  que  X et  p 

ont  le  même  signe  ou  des  signes  dilTérents.  L'élimination  de  - entre  ces  deux 

F 

écpiations  donne  celle  do  la  droite  M|.M,  sous  la  forme  symétrique 


O',  2.  - r, ) + ( 2,  -r,  - -T,  Z, ) r + (x,  Y,  — J,  X,)  2 = o. 

Les  formules  qui  pnicédent  permettent  d'interpréter  géométriquement 
plusieurs  des  éléments  analytiques  que  l'on  rencontre  dans  l'étude  des 
fonctions  homogènes.  Concevons  que  dans  une  pareille  fonction /(x,  r,  z) 
on  substitue  à x,  v,  2 les  quantités  px,-4-Xx,,  p^,-4-X^,,  p2,4-X2„  et 
que  l'on  développe  le  résultat  par  rapport  aux  puissances  de  X et  de  u, 
les  divers  ccH’fiicienLs  de  cette  ex|iression  représenteront  certaines  gran- 
deurs géométri(pies  faciles  à définir,  dépendant  de  la  position  relative  des 
poinLs  (x,,  V,,  2|),  (x„  r,,  a,),  et  de  la  courbe  dont  l'équation  est 
/(x,  _r,  a)  = O.  En  combinant  les  divers  cot'fficients,  on  retrouve  ainsi, 
|)ar  une  discussion  fort  simple,  le  théorème  do  Carnot,  les  propriétés  des 
polaires  des  divers  ordres,  et  la  plupart  des  résultats  généraux  de  l'ana- 
lySe  des  transversales.  Mais  ce  n'est  point  ici  le  lieu  de  développer  les 
conséquences  de  cette  interprétation;  rappelons  toutefois,  1“  que  l’équa- 

,lf  il(  itf  t . 

tion  x-^-l-r-7 — rZ-r;=o  représento  I tixr  tics  nwyermcs  narmnm- 
dc,  • tl-n  a',  ‘ 

<incs  (l'oncelet)  du  point  (i,  n,  Ç)  par  rapport  à la  courbe / (x,  r,  z)  = o, 
et  que  l'axe  harmonique  d'un  point  situé  sur  la  courbe  se  confond  avr-c 
la  tangente  en  ce  point;  2“  que  l'expression  ax-t-ér-f-cz  représente,  à 
un  facteur  constant  près,  la  distance  du  point  (x,  r,  z)  à la  droite  qui  a 
pour  équation  a.r  + hy+  cz  — o. 

Trimsjorniiitiim  des  roonlonni es.  — Soient 


«x-(-ùr-|-rz  = o,  «'x-t-ù'i -t-c'z  = o,  n"x-l-//v-|-c"z  =0, 


les  équations  do  trois  droites  qui  ne  concourent  pas  en  un  môme  point, 
ce  qui  exige  <|ue  nb't’  — m ' h” -y  Ih-' a"  — ha' e’ -y  ru' h“  — ch' a’  ne  soit  pas 
nul.  Il  résulte  de  ce  <pii  (irécède  que  l’équation 

/{n.r + /;>  -(- cr,  u' .r  y- h' y -y  c' z,  n" x h‘ y-\- d' z)  — o 

représente  dans  le  système  donné  de  référence  la  môme  courl>e  que  celle 
ipù  serait  représentée  (lar  /'(.r,  r,  z)=;o.  dans  un  nouveau  système  ou 
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l’on  choisirait  pour  axes  les  trois  droites,  et  pour  paramètres  les  trois  fac- 
teurs nuraérkiues  par  lesquels  les  trois  expressions  iLr  + hy-^cz  doi- 
vent être  multipliées,  pour  fournir  les  distances  respeetiv(!S  du  point 
(j:,  y,  z)  à CCS  droites. 

Cette  remarque  contient  la  solution  du  problème  de  la  transformation 
des  coordonnées  symétriques,  lequel  consiste,  étant  donnée  l'éipiation 
d'uno  courbe  dans  un  certain  système  do  référence,  à découvrir  la  sub- 
stitution propre  à fournir  l’équation  do  la  mémo  courbe  dans  un  nouveau 
système.  Nous  définirons  ce  nouveau  système  en  nous  donnant  les  coor- 
données des  sommets  o,  o\  o’  du  triangle  formé  par  les  nouveaux  axes. 
Quant  aux  paramétrés,  nous  les  choisirons  dans  le  courant  du  calcul,  de 
manière  à apporter  la  plus  grande  sini|)lification  possible  dans  les  résultats. 

Soient  donc  (i;,  r,,  ;),  (5',  (T,  «î",  i"),  les  cuodonnées  des  trois 

points  O,  o',  o";  les  équations  des  trois  droites  o'o*.  o"o,  oo'  seront  respec- 
tivement ; 

( o'o')  (Vï'  - SV." ; a:  + ( ï';’  - ST ) J-4-  - Vî’  ) a o , 

(o"o)  ) = = o. 

{oo')  (7,!;'  -W  )jr  + {^.l'  -ÇÏ'  )y+[W  -r.i'  )z  = o. 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  représrmlenl,  è des  facteurs 
numériques  près,  les  distances  du  point  x,  y,  z aux  droites  correspon- 
dantes; si  donc  on  prend  pour  paramétres  de  référence  ces  trois  facteurs, 
et  que  l’on  désigne  les  coordonnées  nouvelles  |xir  X , V,  Z,  on  aura 

X = (r,';*-  Ç'Ç'j  r-t-d’n”-  Vî')  J, 

Y = (r,*'  )x-i-(rï-5';  )r+(î”’'-  -'•<'5 

i = )x-t-(i:i’  )r-i-{W-r.r  )Z, 

d’où  l’on  déduit,  en  posant  A = 5r/Ç'— ïtî'?', 

Aar  = ?X-f-ï’Y-t-«'Z, 

\r  = >iX-f->i'Y-i-  «"Z, 

Aa  =:ÇX-t-Ç'Y  + rZ. 

En  résumé  donc,  si  f(.T,y,z]  — o est  réipialion  d’une  coiiiIk!  dans 
un  certain  système  de  référence,  l'équation  de  la  même  courbe  par  rap- 
port à un  nouveau  système,  où  les  points  de  concours  des  axes  ont  res- 
(KJCtivement  pour  coordonnées  (?,>!,  Ç),  (î',  ?'),  [i",  ï"),  pourra,  en 

choisis.s:int  convenablement  les  paramètres,  se  mettre  sous  la  forme 

/(?X-t-|'Y-t-rZ,  r.X-|-r,’Y-f-r,'Z,  ?X +- Ç' Y 4- ï"  Z ) = o. 

Du  lriri/i"li‘  poùii/v  runjugué  à detu:  amiijites.  — On  a vu  dans  le 
V cahier  (p.  ^70  et  -suiv.)  que,  lorstpie  deux  coniques  sont  situées  dans 
le  même  plan,  il  existe  en  général  dans  ce  plan,  un  triangle  unique  dont 

3.{. 
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rlii)(|tic  sommol  a pour  polaire  commune,  par  rapport  à cliacune  des  co- 
iiiipies,  le  rôliS  opimst^.  Ce  théorème  ne  cesse  d’avoir  lieu  que  lorsque  les 
deux  coniques  sont  simplement  tangentes;  lorsque  les  conupies  sont  dou- 
blement tangentes,  le  triangle  polaire  conjugué  com|ir)rte  une  ^certaine 
indétermination. 

Lorsque  l'on  prend  (Muir  axes  de  référence  les  rétés  du  triangle  iK>laire 
conjugué  à deux  coniques,  les  équations  de  celles-ci  se  présentent  sous  une 
forme  iiarticuliérement  simple,  et  qui  facilite  notablement  la  solution  de 
divers  problèmes  relatifs  à leur  système. 

Soit,  en  elfel, /(x,_v,  i)=  o l’équation  d’une  conique;  les  polaires  des 
jioints  (^=  O,  : = o),  (s  = o,  x = o),  (,r  = o, ^ = o)  ont  l'especti veinent 
'pour  équations 

rif  ,lf  ,!f 

là”"’  i7r”"’  rà”"’ 

|)our  que  ces  trois  droites  se  l’onfondenl  respectivement  avec  les  trois 
axes,  il  faut  nécessairement  que  l'on  ait 

/(•^i  z)  = «x’-l-  éi-’  + cc'. 

D’où  il  résulte  que  les  équations  des  deux  coniques  données  pourront 
s'écrire 

rtx’-4-/p'’-|-ci’=  O,  = o, 

ou  enfin,  en  choisissant  convenablement  les  paramètres  de  référence, 
que  rien  d’ailleurs  n’empéche  de  supposer  imaginaires, 

x’-t-  >-^4-z’=r  O et  «.r’-f- O. 

l,ors<pie  les  deux  coniques  données  sont  doublement  tangentes,  doux  des 
coefficients  n,  b,  c do  la  dernière  équation  sont  égaux  entre  eux.  Nous 
nous  bornerons  à indiipier  sans  démonstration  une  remarque  dont  nous 
aurons  besoin  plus  loin,  à savoir  que  la  polaire  réciproiiue  de  la  |)remière 
conique  par  rapport  à la  seconde  a pour  équation 

o’.r’  /y’  p-* c’ z’  = O. 

. — Rrilurtinii  simuhnnér  ib‘  deux  font  tinns  /ininngftir.\‘  t/u  .yrrond  degré 
il  des  sommes  de  ettrrcs. 

Le  problème  de  la  réduction  simultanée  de  deux  formes  qiiadratiipies 
S’énonce  de  la  maniéré  suivante  : Étimt  données  deux  fomtions  homo- 
gènes du  second  degrt-  à m varinhles,  déterminer  les  eoejfieients  d’une 
substitution  linéaire  homogène  propre  à transformer  simultanément  les 
deux  fonetions,  rharnne  dans  ta  somme  des  enrn'-s  des  noueelles  variables 
multipliés  resin'ctivement  par  ries  eoejfirirnts  constants. 

Pour  préciser  la  question,  nous  ajouterons  la  condition  que  dans  l'une 
des  deux  transformées,  les  coefficients  deviennent  égaux  à l'unité. 
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Lur:>qiiu  les  loiiLTious  préposées  ne  renfermeiil  «[ue  trois  variables,  le  pro- 
blème se  rallache  stéomélriqiicincnl  à la  ilélerminalioii  du  Irianple  polaire 
eonju(;iié  à deux  coniques,  expliquée  dans  le  V ('.allier;  lorsipi'elles  renfer- 
ment qiKitre  variables,  il  se  rattache  de  même  à la  déterniinalion  du  té- 
traèdre conjugué  à deux  surfaces  du  second  ordre,  ex|iliquée  dans  le  Tmiié 
tics  Pmprirtcs  /imjrrtifc.s.  Ui  solution  à laquelle  on  est  conduit,  dans  rnn 
ou  l’autre  cas,  par  les  considérations  do  géométrie  fondéi's  sur  les  théo- 
rèmes de  M.  Poncelet,  peut  d’ailleurs  être  aisément  dégagée  de  ces  con- 
sidérations, et  l’on  reconnaît  alors  qu’elle  s’apjilique  à nn  nombre  quelcon- 
que do  variables. 

Soient 

K .=  A J'' 4-  A'  _r’  1 A"  s'-t-  ïB  ii  -t-  ic-l-  i B"  ap,  ' 

K,  = A,  j:'  4-  A',  4-  -V'  a’  4-  a B,  i c 4-  a Bj  zj:  4-  a .ip , 

deux  fonctions  homogènes  du  second  degré  ; pi'o[)Osons-nous  de  calculer 
les  coefficients  d’une  substitution 

/ .r=Ç.\4-;'V4-?'Z, 

(0  p-  = n.X4VY4-r;'Z, 

( s r=!:X4-C’V4-?'Z, 

assujettieà  la  condition  de  transformer  simultanément  E en  X'-t- V'4-Z', 
et  1',  en  u\'  |-/>Y'4-cZ=. 

II  suffit  do  rapprocher  la  question  ainsi  posée,  de  ce  qui  a été  dit  ci- 
dessus,  relatiienienl  à la  transformation  des  coordonnées  et  au  triangle  po- 
laire conjugué  à doux  coniques,  pour  reconnaitre  que,  les  trois  grou|ies  de 
coellicients  (;,  u,  Ç),  (?',  u',  Ç'),  (5",  ri”,  ï”)  sont  respectivement  proportion- 
nels aux  coordonnées  des  trois  points  qui  ont  la  même  (lolaire  par  rap- 
[Mirt  aux  deux  courbes  F = o,  F,  = o.  Le  problème  so  trouve  donc  ramené 
à la  détermination  de  ces  points.  Or,  si  l’on  désigne  par  x,p  , z les  coor- 
données de  l’un  quelconque  d'entre  eux,  elles  satisfont  aux  relations 

r/F  . r/F,  . . r/F  . r/F,  . . r/F  . r/F. . 
r/.r  ' dx  ’ ’ r/>’  ' dy  ' ‘ dz  ' dz  ’ 

Iiüsant  chacun  de  cos  trois  rapiiorts  égal  à À,  on  obtient  les  oiiuations 

, (A*-.\.)a-f-(B’/-B:)p-4-(B'*-B',)3  = o, 

(■2)  (B">-ir;)a-4-(A'>-A',).r4-(B  *-B,)3  = o, 

( (B'A-B',).r4-(B  X-B,  ).r4-(A'À-A')i  = o, 

et  l’élimination  de  x,  y,  z donne,  pour  déterminer  r. , l’équation  du  troi- 
sième degré 

AX-A,  B”*- B"  B'X-B', 

B'X-lf;  A'X-.V,  BX-B, 

B'X-B',  BX-B,  A"X-A’ 


= o. 
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SoieiK  i, , À,  les  trois  racines  tlo  ccttc  é<iuation;  soient  encore  5 , n,  ' 
les  valeurs  de  .r,  y,  z corres|K)ndanlcs  à la  valeur  >,  ; n\  Ç'  celles  qui 
répondent  à X,;  ç",  n",  V celles  qui  répondent  à X,.  Il  importe  do  remar- 
quer que  de  cette  manière  les  valeurs  de  Ç,  etc.,  ne  sont  pas  en'core  en- 
lieromenl  déterminées;  ce  qui  est  connu  en  réalité,  ce  sont  les  rapports 
mutuels  des  trois  inconnues  d’un  mémo  qroupe,  et  il  sera  permis  par 
consé(|uent  de  joindre  une  quatrième  é<iuation  de  condition  aux  é<pia- 
tions  (a).  Quoi  qu’il  en  soit,  en  prenant  ces  quantités  pour  les  coellicients 
de  la  substitution  (i),  on  sait  à priori,  par  la  "éométrie,  que  les  deux  fonc- 
tions F et  K,  SC  transformeront  chacune  en  une  somme  de  carrés;  la  véri- 
^fication  analytique  n’olfre  point  de  dilliculté;  les  théorèmes  d’analyse  sur 
les(|uels  elle  rt^poso,  bien  que  correspondant  à autant  de  théorèmes  do 
h’éométrie  qui  peuvent  en  faciliter  la  découverte,  s’étendent  d’ailleurs  aux 
cas  d’un  nombre  ()uelconquo  de  variables. 

Cette  vérilicalion,  qu’il  nous  parait  inutile  de  développer,  donne  pour 
la  transformée  de  F 

F(Ç,  r„  ?)X“-rF(ç',  r,’,  :')Y'-t-F(ç'.  «î*. 
et  pour  celbi  de  F,  _ 

F,(?,  :).V  f F,('’,  r.\  :’)V'+F,(ç',  tT,  Ç')/A 

Si  donc,  comme  cela  est  permis,  l'on  joint  aux  équations  (a)  l’équa- 
tion F(x,  1',  i)=ri,  pour  déterminer  entièrement  les  trois  groupes  de 
coelïicients  (|,  n,  Ç),  (;',  r',  Ç'),  r,",  Ç"),  et  si  l’on  remarque  d’au- 

tre |iai't  que 

«,  ?)  - O, 
et 

',F(r,  «•,  n 

on  obtiendra  en  délinitive,  pour  les  transformées  de  F et  F,, 

X’+VM  Z'  et  >,X'  f ’a, 

En  généralisant  les  résultats  obtenus,  par  l’extension  à un  nombre 
quelconque  de  variables,  on  retrouve  donc  ainsi  la  solution  du  problème 
de  la  réduction  simultanée  des  fonctions  quadratiques,  telle  qu’elle  a été 
donnée  |>ar  Jacobi,  Cette  .solution  échoue  généralement  lorsque  l’équation 
en  X a des  racines  égales,  mais  elle  peut  au  contraire  devenir  indéter- 
minée, lorsqu’il  existe,  en  outre,  certaines  iHilres  relations  entre  les  coef- 
licients  des  fonctions  pro[M)sées.  Ces  cas  singuliers  corrc.spondent  géomé- 
triqueinent  à l’exception  ipie  comi>orle  lo  théorème  relatif  au  triangle 
polaire  conjugué  à deux  coniiiues,  lorsque  celles-ci  .sont  simplement  tan- 
gentes entre  elles,  et  à l’indétermination  relative  au  double  contact.  OUe 


F (?',  r/,  î')  — F,(Ç’,  r/,  £’’)  - O, 
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rcniiirqiu',  siirlout  en  y joi^'iiant  les  cunsiilératiuiüi  anali>"U(>s  iai.\qin-llfs 
dunnent  lieu  les  siirfaees  du  «vond  ordre,  faeililerail  s;iiis  doute  l'élude 
anulytique  des  eas  d’exre|ilion. 


III. 

llW.lllim.lIKS  .VNAUrlOlItS  SI  U LKS  tHILVUO\r>  SIMU.r.VNhUtM  INS)  MHS 
rrr  oiucon.sohits  a dki  \ co.moi  t-_s; 

V .-  I’ab  .M.  .Moi'taiiii. 

Ixs  Notes  qui  prérèdeut  oui  pour  objet  de  faire  eoiieoAoir  ri“Uiiaeilé, 
en  dehors  de  la  "éomélrie  même,  des  principes  et  des  méthodes  e.\posos 
lians  les  .li>i>linilinns  iP  liitilrsf  et  tic  ('.rométrU-.  Mais  à célé  des  priii- 
ci|ies  et  des  méthodes,  à côté  des  réllexioiis  lumineuses  par  le.sijuelles 
l’auteur  éclaire  l’emploi  de  l’aiiahsc  des  coordonnées  et  assure  la  mar- 
che du  calcul  al;;ébriquc,  en  l'accompaiinanl  d'une  inlerprélation  en  quel- 
que sorte  continue,  cet  ouvra;;e  renferme  aussi  certaines  théories  élé- 
mentaires très-fécomh's,  qui,  restées  ignorées  justpi’à  la  publication  du 
Traitt-  des  Propriéti-.s  priijeitiees,  sont  devenues  ilepuis  lors  et  peuvent 
devenir  encore  l’objet  do  nombreux  travaux.  Telle  est  pai  ticulièrement 
la  théorie  des  polygones  à la  fois  inscrits  et  circon.siTits  à des  coniques, 
développée  dans  le  VP  cahier.  Un  des  eorollaires  de  celte  théorie  {voir 
p.  ’J'Jti)  enseigne  la  manière  de  former  algébriquement  la  relation  qui  lie 
entre  eux  les  rayons  et  1a  distance  des  centres  de  deux  circonférences, 
l’une  inscrite  et  l’autre  circonscrite  à un  mémi;  [lolygone.  I.  existence 
d'une  pareille  relation  constitue  à elle  seule  u;i  fait  géométrique  reinar- 
ipiable,  qui,  avant  la  découverte  du  théorème  de  M.  Poncelet,  n'avait  été 
reconnu  par  Euler  ipie  |ieiir  le  cas  du  triangle,  et  n'avait  pu  être  que  soup- 
çonné par  l'iiss  pour  le  cas  général  d’un  polygone  ipielconque.  On  sait 
en  effet  que  Fuss  n’avait  considéré  que  le  cas  où  les  polygones  simullané- 
menl  inscrits  et  circonscrits  ttux  deux  cercles  sont  symétriques  par  rap- 
|K)rl  à la  ligne  des  centres. 

Quant  au  problème  fondamental  de  la  théorie  (voir  l’énoncé,  p.  348), 
il  a fait  l’objet  d’un  Mémoire  de  Jacobi  (Journnl  de  (’n  de,  t.  111,  an- 
née 18-28),  dans  lequel  l'illustre  géomètre,  apres  avoir  rappelé  la  solution 
exposée  dans  le  Truilé  dc.s  Propriétés  projectiles,  en  rattache  l'interjiré- 
tation  analytique  à certaines  propriétés  des  fonctions  elliptiques,  et  dé- 
iluil  de  la  comparaison  des  deux  méthodes  une  constriiclion  géométrique 
pour  la  multiplication  et  l'addition  des  sinus  d'amplitude.  Il  convient 
d'ailleurs  de  remari|uer  <pu^  la  form)-  donnée  à la  solution  par  Jacobi  ne 
s’appli<iue  que  dans  rhypolhèse  où  les  coniques  données  sont  des  cercles: 
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CO  qui.  grâce  aux  priimpcs  île  projection  centrale  |jpsés  par  M.  Poncelet, 
ne  nuit  en  rien  k la  généralité  des  conclusions  géométriques,  mais  n’eu 
laisse  pas  moins,  lorsqu'un  su  place  au  point  do  vuo  de  l'analyse  des 
coordonnées, ‘désirer  une  solution  plus  générale  et  plus  complète. 

En  essayant  d’aborder  direclcmeiit  par  la  méthode  des  coordonnées 
symélriques,  avant  d’avoir  eu  connais.sance  du  Mémoire  précité,  la  solu- 
tion de  ce  problème  i Tn>m<rr  tu  lourltc  cnvchpiH-  du  côté  libre  d'un 
putyffmc  de  n côtés,  dont  les  mitres  côtés  touchent  une  conii/ue  ilon- 
née,  et  dont  les  sommets  décrivent  une  autre  crmiijite  donnée,  j’ai 
rencontré  une  loi  de  récurrence  assez  simple  pour  la  formation  des  équa- 
tions successives  relatives  aux  ras  <le  3,  4,  •••>"  côtés,  l.’élude  do  cetu^ 
loi  de  récurrence  se  ramène  à celle  de  cerbiines  équations  fonctionnelles, 
dont  la  solution  fait  retrouver  directement,  non  [kis  les  fonctions  ellip- 
tiques elles-mêmes,  mais  les  transcendantes  i->  et  H qui  en  forment  les 
numérateurs  et  les  dénominateurs,  l’iiisieurs  des  propriétés  de  ces  fonc- 
tions se  trouvent  ainsi  rattachées  au  théorème  de  .M.  Poncelet  (>ar  une 
voie  entièrement  dilférente  de  celle  qui  a été  suivie  par  Jacobi. 

Enoncé  du  problème,  — Pour  faciliter  la  mise  en  éipiation  du  pro- 
blème, nous  en  modilierons  l’énoncé  et  le.  présenterons  sous  la  forme  sui- 
vante ; « fttant  données  deux  coniques  (-.t.,,.)  et  (al,) , soit  pris  sur  («1,1 
» un  point  ipielconque  M,;  soit  (1),)  la  polaire  de  Jl,  par  rapport  à (lli>), 
i>  et  -M,,  .M’i  les  points  où  (D,)  rencontre  («l.,).  l.a  polaire  do  .M,  |wr 
i>  rapport  à rencontre  (.A-,)  en  M,  et  en  un  second  point  M,,  de 
>1  mémo  la  iwlaire  de  M',  rewonire  («A.,)  en  M,  et  en  un  second  point  M', , 
» joignons  et  désignons  par(l),)  lu  droite  ainsi  obtenue.  La  polaire 
» de  Mj  rencontre  («L,)  un  M,  et  en  un  second  point  M,  ; de  même  la 
0 polaire  do  M',  rencontre  («A.,)  en  M',  et  en  un  second  point  .M'^  ; joi- 
n gnons  Mj.Mj,  et  désignons  par  (Dj)  la  droite  obtenuo.  En  continuant  la 
» même  suite  do  constructions,  on  obtient  imu  double  série  de  points 
» M,,  M,,  ...,  M,,,  M', , .M,,  ...,  Mp,  et  unp  série  do  droites  (Ü,), 
» (l>i),  ....(n,)  joignant  respectivement  ces  points  deux  à deux.  Nous 
» nommerons  les  droites  successives  (1),),  (0,1, . . .,(D^)  les  cordes  déri- 
I)  vées  d’ordre  i , a, . . . ,p  du  point  .M„.  Cela  posé,  le  problème  que  nous 
n nous  proposons  do  résoudre  consiste  à trouver  la  courbe  enveloppée 
» par  la  corde  dérivée  d’ordre  p du  point  M,  lorsque  ce  point  décrit  la 
» conique  donnée  f«A.,).  Nous  appellerons  cette  courbe  l’enveloppe  dérivée 
« d’ordre  p de  («A.,)  par  rapport  à (tih),  et  nous  la  désignerons  par  le 
» symbole  («A.,,).  » 

La  série  de  constructions  que  l’on  vient  d'énoncer  donne  lieu  à plusieurs 
remarques. 

i"  L'unveloppo  («A.,),  dérivée  du  (irumiur  ordre  do  («A,„)  par  rapport  à 
(é!)),  n’est  autre  chose  i|ue  la  polaire  réciproipie  de  (-A,)  par  rapport  à 
(iH;);  c'est  donc  une  conique,  et,  la  conique  («A,)  étant  donnée,  ou  |æul 
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iionéralonitMil,  choisir  do  qiiutro  manières  diffèronles  la  coni(|uo  ( üV>),  en 
sorte  qoe  (X,  ) devienne  U'ilo  autre  conique  ()ue  l'on  voudra. 

ï"  La  corde  dérivée  d’ordre  />  du  point  M,  est  le  côté  libre  il’un  ]X)ly- 
"one  de  p + i côtés  inscrit  dans  (»m,  et  dont  les  autrt>s  côtés  touchent 
(«A.,).  Lorsque  p est  pair,  le  polygone  est  d'un  nombre  impair  de  côtés, 
M„  est  alors  le  sommet  opposé  au  côté  libre,  et  les  autres  sommets  sont 
M,,  .M',,  Lorsque  p est  impair,  le  polygone 

a un  nombre  ]>air  de  côtés,  le  côté  opposé  au  côté  libre  est  la  corde  (1),  ) 
dérivée  du  premier  onlrc  de  M„,  et  les  sommets  du  polvgone  sont  au.\ 
points  M,,  M;. 

3“  Le  polygone  do  côtés  est  à la  fois  inscrit  à la  conique  (X.) 
et  circon.scrit  à la  conique  (tV',),  soit  lorstpie  la  corde  dérivée  d’ordre  i> 
du  point  M,  est  tangente  soit  lorsque  la  corde  dérivée  d'orriro 

p-\- 1 de  CO  môme  [>oint  est  tangente  à (.l-,). 

4"  la‘S  cordes  dérivées  d’ordre  q des  deux  points  M,,  et  rencon- 
trent respectivement  la  conique  aux  points  t'I  ^*é+7’  7’ 

par  suite  les  cordes  dérivées  du  (loint  .M,  d’ordre  p — //  et  d'ordre  p + q , 
à savoir  (D,.,)  ou  M„_,  31^_,^  et  (I),„)  ou  .M,.,  forment  un 

système  de  sécantes  communes  à la  conique  (cl.,)  et  nu  système  des 
deux  cordes  dérivées  d’ordre  q dos  points  .M,,  et  MJ,.  Ceci  est  vrai,  lors 
mémo  que  q^p,  pourvu  que  l’on  regarde  comme  désignant  le  môme 
point  que  MJ, , MJ_„  le  môme  |K)int  que  M„ , (D_,)  la  même  droite  que 
(I)„),  et  (l)„)  la  tangente  à («L,)  en  M,.  Ainsi  pour  toutes  les  valeurs 
entières  de  et  do  q,  les  trois  systèmes  de  deux  droites,  (|u’on  i>eut  me- 
ner par  les  (piatre  points  -M,,,,.  M,,_^,  *'1),^.,,.  s^nt  ; i"  le  système 

des  deux  cordes  dérivées  d’ordre  q des  points  M^  et  MJ,;  %"  le  système 
des  deux  cordes  dérivées  d’ordre  p des  points  M,  et  M'  et  3“  entin  le 
système  formé  par  les  deux  cordes  dérivées  du  point  M„,  l une  d’ordre 
p — r/  et  l’autre  d’ordre  p + q- 

5°  Les  constructions  (|ui  servent  à définir  la  corde  dérivée  d’ordre  « 
de  .31,,  ne  (H“uvent  plus  s’exécuter  géométriiiuemcnt  lorsque  le  |)oint  M, 
est  dans  l’intérieur  do  mais  lu  corde  elle-mômo  n’en  conserve  [>as 

moins  une  existence  géométrique.  Kii  applitpiaut  certaines  con.sidérations 
fondées  sur  k principe  de  nmlinuitê,  on  peut  modilier  l’énoncé  de  ces  con- 
structions de  telle  manière  qu’elles  restent  possibles  pour  toutes  les  dis- 
positions do  la  ligure.  En  premier  lieu,  concevons  que  du  point  M,  on 
mène  deux  droites  quelconques  conjuf'iwcs  par  rapport  à («l>,  ),  c’est  à- 
dire  telles  que  chacune  d’elles  contienne  le  jiôle  do  l'autre;  chacune  de 
ces  droites  rencontre  encore  (.1.,)  en  un  point,  et  le  point  de  concours 
des  tangentes  meuét's  à (.A.,)  aux  deux  points  ainsi  obtenus  décrit  la 
corde  nommée  (D,),  c’est-à-dire  le  côté  libre  du  triangle  inscrit  dans 
I A.,),  dont  l’un  des  sommets  est  en  M,  et  dont  les  côtés  adjacents  à .31,, 
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louchent  En  second  lieu,  une  fois  deux  cordes  consécutives  (Dp_,) 
et  {!),,)  tracées,  la  corde  suivante  (D,,^,)  peut  s’obtenir  aisément  par  une 
construction  linéaire.  Si  l’on  désigne  en  ell'et  par  le  pôle  de  I),,  par 
rap|K)rl  à (ift,).  cl  iwr  (E,.)  la  polaire  de  1,,  par  rapport  à il  n’est 

pas  diflicile  de  reconnaître  que  la  «>rde  inconnue  est  conjuguée 

harmonique  à (!>,,_,)  par  rapport  à (Ej,),  et  à la  droite  qui  joint  le  pôle 
au  point  do  concours  de  (D,,_,)  et  de  (Ej,). 

Pour  traduire  algébrhiuemonl  les  constructions  do  l'énoncé  et  les  re- 
marques auxquelles  elles  donnent  lieu,  nous  supposerons  d’abord  que  l'on 
ait  ramené  les  équations  des  deux  coniiiues  données  à la  forme  réduite  : 

(XJ  o-’-t-y-l-i*  = O,  (l)!,)  + = O. 

Nous  désignerons  par  Ç,  k,  Z les  coordonnées  du  j>ointM„  et  générale- 
mont  par(i,,,r,^,  ip),  les  coordonnées  resi>eclivcs  des  points 

M,,  et  Mp  dérivés  de  M,. 

Les  droites  que  nous  avons  nommées  (D,)  et  (D,)  ont  respectivement 
pour  équations 

(DJ  Çj:-(-r,v-)-£z  = O,  (D,)  iiïx + /inr-hr'iz  = o, 

et  je  dis  tout  d'abord  que  l’équation  de  la  droite  dérivée  d'un  ordre  <|uel- 
conque  « peut  se  mettre  sous  la  forme 

(ÜJ  «,Çj"-l-ô.V--t-c,i;3  = o, 

en  désignant  par  c^  des  fonctions  de  n,  b,  c indépendantes  de  la 

position  du  point  .M,  sur  la  conique  (X  ,).  11  est  clair  que,  ceci  étant  vrai 
pour/?  = o cl  « = i,  il  suflit  do  faire  voir  qu’une  fois  la  iiroposition 
admise  pour  n = j>,  pour  « = 7 et  n = />  — //,  elle  a nécessairement  lieu 
pour  H =/j+  7;  car  en  faisant  7=1,  et  p successivement  égal  à i,  a, 
on  trouve  jmur/j  + 7 successivement  les  valeurs  vt,  3....,«  + i. 
S tient  donc  respectivement 

(1>J  ",?-r  + ô^>i.r-+-CpÇ3  = o,  (DJ  u^lx  + h^T.y+c^X,z  — o, 

(D^)  ",-,5x4-/.>,.,V-t-c,_,i;3  = o, 

les  équations  des  trois  cordes  dérivées  de  M„,  d’ordre  p,  7 et  p — 7;  il 
nous  est  [lermis  d’écrire  également  l’équation  de  la  dérivée  d’ordre  p + <}, 
sous  la  forme 

+ VH-  = o, 

pourvu  que  nous  ne  spécifiions  rien  sur  la  nature  des  trois  coefficients 

précisément  de  démontrer  que  ces  coef- 
ficients no  dépendent  que  des  <j  coefficients  ô, c^_,  , et  par  suite 
seulement  de«,  b etc. 

Considérons,  dans  ce  but,  les  équations  des  trois  systèmes  do  deux 


Digitized  by  Google 


NOriiS  KT  ADDITIONS.  53g 

(Iroiti's  (i«n  l'on  contluiro  par  les  quatro  (wints  M^,  M' 

1“  Le  syslème  dos  doux  <lroitos ( D^,_^)  ol  (0^,,,).  o'ost-a-dire 


1°  Los  deux  droilcs  cl  .M’  M'  étant  les  dérivées  d'urdro  </ 

P~q  p-*-^  P — 7 * 

des  doux  points  Mj,  et  M|, , on  obtiendra  l’équation  do  leur  système  en 
éliminant  r,^,  entre  les  trois  équatioius  ; 

= «.  ",5?p  + = O,  ?’ +n;  4- :;= O, 


dont  les  deux  dornicres  servent  à définir  les  points  et  M' . 

Le  résulUil  de  l’élimination  s’obtient  immédiatement  sous  la  forme 


ee  que  nous  écrirons  encore,  en  vue  de  consérpiences  ultérieures. 


I ( «;  q-  h;  4 c;  .4  H- 1,1  y 4 <■’  ) 

I — ("(.'■',41+ = O- 


3"  Le.s  deux  droites  ^ et  étant  les  dérivéï'S d’ordre/' 

(les  deux  points  et  .M'^_  l’('(piation  do  leur  sysU'mo  |ieul  s'écrire 

(3)  — A^r,;ri’4(c,rt,i:.r-r^n,'’î  =4(«,/',Ç.r  — O, 


ou  bien 
(3  hi.i] 


{“I V + + cl  ) («; a-’-+- ùy  -f  Hz’) 


Cela  posé,  la  conique  (.1.,)  passant  par  les  quatre  [(oints  communs  aux 
deux  lieux  du  second  d('gré  re|)ré.sentés  par  les  équations  (i)  et  (a),  on 
sait  à priori  (pie  la  somme  de  leurs  premiers  membres  multipliés  par  des 
coefiieients  convenablement  eboisis,  doit  pouvoir  être  identifiée  avec 
H q-.v’ 4 ï’-  Celle  dernière  expression  ne  renfermant  plus  les  reclan- 
pies  des  variables,  il  faut  nécessairement  que  les  coefficients  de  ces 
rectanples  soient  pro|K)rlionnels  dans  l(>s  écpiations  (i)  et  (a),  ce  qui 
donne  b'S  relations 


>-v  Pf1  — P 1 P*^  ' P~^ 


On  voit  |>ar  là  (|uo  ai  It^a  neuf  roeQû  icnla  • • m sont  intlç- 


540  SOÜVEMKS, 

|)CiiJants  do  Ç,  >•,,  î,  pi’uvüiil  être  choisis  de  maniéré  à 

l’étre  également;  et  par  suite  il  est  démontré  i|ue  l’équation  de  la  corde 
dérivée  d'ordre  //  du  point  M„  peut  toujours  s’écrire 

(IJJ  + = 

> ^>,1  'n  représenUmt  des  constantes  indépendantes  de?,  r,, 

La  forme  de  cette  é<iuation  permet  d’obtenir  rapidement  l'éipiation  de  la 
courbe  enveloppée  par  la  corde  dérivée  d'ordre  n du  poiid  M,,  lor.-uiuo  le 
l)oint  M„  parcourt  la  conique  («V„).  On  a vu  dans  la  Note  relative  aux  coor- 
données symétriiiues  i|u’en  général  l’équation  de  la  polaire  l'éciproque  do 
laconique  .rM  V-|-3’  = o,  par  rapporta  la  conique  />r"-|-<-’  = o, 
i>st  donnée  par  c/’.c’ + //)■’ -(- c’i’ = o.  Or,  la  corde  (l)„)  peut  être, 
d’après  la  forme  de  son  équation,  considérée  comme  la  polaire  du  |>oint 
par  rapport  à une  cerUdne  coni(iuc 

(«I.J  ".•‘■’  + *.r’-l-'’,2’  = o, 

la  couiIk;  clierchée  est  donc  la  |>olairc  réci[)roquc  do  (-V',)  l'**r  fapport  à 
lu  directrice  (ilh„),  ce  qui  donne  enlin,  pour  son  équation, 

(■'’»)  = O, 


et  montre  (pi'elle  consiste  en  une  conique  avant  même  triangle  polaire 
conjugué  que  les  coniques  données. 

r.onsidérons  en  outre  les  deux  svslémes  du  droites  .M  M.  , 

• P-  7 ’ 

et  „M'  do  co  (lue  ces  deux  lieux  du  second 

degré  ont  leurs  quatre  points  d'intersection  situ('(s  sur  il  résulte, 

comme  ci-de.s,sus,  (jue  la  somme  des  premiers  membres  de  leurs  éipia- 
tions.  multipliés  par  des  facteurs  convenables,  doit  pouvoir  étro  identiliis» 
à x'  -(-.>*-1-;’.  f>r  si  l'on  remari|ue  que  les  éipiations  (a  /a’.v)  et  ('3  bis)  ren- 
lermeul  les  rectangles  des  variables  avec  les  mêmes  coeflicients,  on  déduit 
do  là,  eu  posant 


: + bl r.'  + ri  = -I a]  V + r- -f-  c’  - .1,'  , 


les  relations 


- -H';- 

d’üu  l’on  tire  enfin, 

(5) 

dcrnièir  é»ju.iUuu  montre  ijue  les  |»remiers  mornbrt'S  Ues  h’ois 


P7  P7‘P7  P*/  P 7 
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l'•(ll[alions  (.1.,),  (-A„),  (A.,)  sont  lits  onlro  ou\  pnr  iino  rolalion  linéaire 
honiowne,  ol  par  suite,  (pie  les  emirbes  qu'elles  n'préscnient  se  roniient 
aux  quatre  mêmes  points.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 
/^■.v  rnvrlnpprs  dérivres  dr  tous  h's  nrdrrx  de  (A,)  pnr  riijtimrl  à (il'é 
stml  des  roitii/iic);  circonsrriirs  iw  wcme  qundrdntvre  (/ne  les  deux  co- 
wV/Kc.r  (//innéc.ï.  Ce  qui  n'est  autre  chose  que  le  théorème  de  .M.  Poncelet, 
relatif  à deux  coniques,  énoncé  sous  une  forme  différente. 

las  formes  (2  bis)  et  données  aux  équations  des  systèmes  de 

droitt's  et  permettent  d a- 

percevoir  une  autre  conséquence  géométritpie;  si  l'on  considère,  en  jiar- 
ticulier,  l'éipiation  (2  bis),  on  voit  i|u'olle  représente  un  lieu  du  second 
degré,  tangent  à la  courbe  (A,),  en  ses  points  d'intersection  avec  la 
droitequi  a pour  équation 

La  droite  (D,,)  est  donc  la  corde  qui  joint  les  points  de  contact  des 
cordes  dérivées  d'ordre  7 des  points  Al^  et  MJ,,  avec  l'enveloppe  dérivée 
d’ordre  7 de  (A,)  par  rapport  à (ilh);  mais  l’équation  ( 3 /».ï)  montre 
de  la  même  manière  que  cette  droite  est  aussi  la  corde  de  contact  des 
dérivées  d’ordre  p des  points  M,  et  AP^  avec  l’envelo|)pe  (A^l.  lairsipie 
l'on  suppose  p et  7 de  même  parité,  on  tire  de  l.à  le  théorème  suivant  : 

Étant  donné  un  polygone  inscrit  dans  une  conique  (A.,)  et  ayant  tous 
st*s  cétés.  moins  un.  tangents  à la  conique  (A,),  on  sait  que  les  diagonales 
de  même  espèce  (c’est-à-dire  joignant  dos  sommets  séparés  par  le  même 
nombre  de  sommets  intermédiaires,  dans  le  sens  op|>oso  à relui  où  l’on 
rencontre  le  nité  libre)  enveloppent  toutes  une  mémo  conicpie.  Si  l’on 
con.sidère  deux  sommets  (|uelcon(pies,  et  les  sommets  correspondants 
(c’est-à-dire  sc|iarés  des  extrémités  du  côté  libre  par  le  même  nombre  de 
sommets  intermédiaires),  les  deux  diagonales  qui  joignent,  l’une  les  deux 
premiers  sommets,  l'autre  les  seconds,  sont  tangentes  à une  même  co- 
nique; de  mémo  les  deux  droites  qui  joignent  chacun  des  premiers 
sommeU  avec  le  second  sommet  non  correspondant,  sont  tangentes  à 
une  même  roniipie.  Los  quatre  points  de  contact  ainsi  obtenus  sont  en 
ligne  droite. 

Les  lignes  telles  (pie  (D^,^)  jouissent  de  diverses  propriétés,  parmi  les- 
quelles je  me  bornerai  à énoncer  la  suivanle,  facile  à vérifier  ; Li  ligni' 
telle  que  (R,.,)>  dérivée  d’un  point  AI,,  enveloppe,  lorsque  .AI,  décrit  la 
coniiiue  (»L,  ),  une  autre  conique  insrritr  au  mf'me  (luadrilatère  que  les 
deux  coniques  (-L,)et  (A,). 

Etude  spêeUde  dt'  In  bn  de  fornmlinn  des  eneffieients  r,.  — En 

désignant,  dans  ce  (pii  précède,  par  n^l.e-\-b^r,y  + e^'.t  = c\  l'équation 
de  la  corde  dérivée  d'ordre  n du  point  (?,  r,,  Ç),  nous  n'avons  en  réalité 


54i  SOUVENIRS, 

défini  géométriqnemenl  quo  les  rapports  mutuels  dos  roelTirients 
et  nous  nous  sommes  bornés,  en  co  qui  les  ronrerne,  à établir  les  rela- 
tions (4)  et  (5),  lesipiclles  no  dépendent  que  do  leurs  valeurs  proportion- 
nelles. Bien  quo,  d'après  la  nature  do  la  question  qui  nous  oeeu|)e,  les 
rapixjrts  mutuels  de  «, , A, , e,  doivent  seuls  intervenir  dans  la  solution,  il 
est  permis  de  préciser  la  signitication  de  ces  symboles,  en  leur  attribuant 
des  valeurs  propres;  c'est  ce  quo  nous  ferons  en  spécifiant  d'une  certaine 
manière  la  loi  do  formation  contenue  dans  les  relations  (4), 


Concevons  donc  que  l'on  considère  les  trois  suites  illimitées 

K. 

K, 

f.. 

c,,...,c,, 

définies  par  les  deux  grou|ies  d’égalités 

î -f-f  = r’’ , 

i cA,„_,-f-Ac^_,  = 2A,_,r,_,A,c^, 

1 2P  ' 5P  P t>  ' 

(6) 

(7) 

+ W,,_,  = , 

1 

jointes  aux  conditions  initiales 

«,  = h,  = C,  = 1 , rt,  = rt.  A,  = A,  c,  =:  <•. 

La  simple  inspection  des  égalités  (G)  et  (-)  permet  de  reconnaître  quo 
j)Our  toute  valeur  paire  do  n,  n„.  A,,  c,  sont  des  fonctions  entières  de 
n’.  A',  r’,  et  que  pour  toute  valeur  impaire  de  //,  n, , A,,  sont  res|>ec- 
tivemont  égaux  à A,  c,  multipliés  par  des  fonctions  entières  de  A^  cL 
Dans  l'un  et  l'autre  ras,  les  fonctions  A,,  c,  sont,  par  rapport  à n,  A,  c, 
de  degré  /»’.  En  outre,  l'hypothèse  n = A entraîne  nécessairement  l’ega- 
lité  r/,  = A,  = o"’. 

Les  quantités  , A„,  c„  que  nous  venons  de  définir,  siUisferont  évidem- 
ment aux  conditions  géométriques  imposées  aux  cwITicionts  de  l'équation 
( 1),,)  ; on  en  conclut  immédiatement  qu’elles  jouissent  des  propriétés  expri- 
mées par  les  relations  (4)  et  (5).  En  outre,  si  l’on  remarque  ipie  les  trois 
rapports  égaux  qui  entrent  dans  les  relations  (4),  renferment  au  numéra- 
teur et  au  dénominateur  des  fonctions  de  o.  A,  r du  mémo  degré,  à savoir 
«lu  degré  ï/c’-t-îr/’,  et  qu’ils  prennent  tous  deux  la  valeur  numérique  i, 
lorsque  l’on  suppose  a — l>~  c,  il  sera  permis  d’écrire  ces  relations  sous 
la  foi  me  plus  précise 
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D’aulrc  part,  les  quatre  équations  désignées  précédemment  par  (i),  (2) 
et  (3),  ut  (-l.)  ou  représenlant  des  lieux  du  second  de- 

gré, qui  passent  par  les  quatre  mémos  points,  il  existe  nécessairement 
cuire  les  |>remiers  membres  de  trois  quelconques  d’entre  elles  une  rela- 
tion linéaire  homogène,  pourvu  toutefois  que  ï,  >!,  Ç satisfassent  à la 
condition  o.  En  développant  les  calculs,  on  trouve  succes- 

sivement les  égalités  suivantes  : 

"V>1  >>l  +«•; 

d’où  l’on  déduit  la  formule 


• - !>l  + '’J  = 

c’n;  = 


( = '>l  s’  + !>] 

et  ses  analogues. 

En  combinant  les  formules  (8)  et  (lo),  on  trouve  aussi 

f ( - c,_,)  (i,,,  - c,^)  = (é„r,  - )», 


et  leurs  analogues. 

Ces  formules  expriment  autant  de  propriétés  des  o,,  c„,  dont  cha- 

cune pourrait  être  regardée  comme  définissant  ces  fonctions  avec  certaines 
conditions  initiales,  jiar  une  loi  do  formation  de  proche  en  prordie;  mais 
toutes  les  lois  de  formation  que  l’on  obtient  ainsi,  exigent  le  calcul  simul- 
tané des  termes  des  trois  séries;  nous  nous  proposons  maintenant  de  faire 
voir  que  le  calcul,  sinon  do  o„,  é,,  c,,  du  moins  de  leurs  carrés,  peut  être 
ramené  à dépendre  de  celui  des  termes  d'une  série  unique. 

Considérons  pour  cela  l’équation 


b' cl  — c’fi’  +c’«J  — o’c’  -\-n^bl  — b‘‘fil  — o, 


laquelle  n’est  qu’un  cas  |iarticulier  rie  la  relation  (5),  et  exprime  que  l’en- 
velopi)e  ( .A,  ) passe  par  les  points  communs  à (.l.J  cl  (A,  ).  Celle  équation 
peut  aussi  s’écrire  sous  les  formes  suivantes  : 


b’  — c’  c’  — n’  rt’  — //’ 

n n n n n n 

^^2  — ^2 

It  « n n H n 

r*  — — A* 
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üé>i^nanl  par  G,  rliaciin  îles  trois  premiers  rapports  et  pur  11,  cliurim 
fies  (lemiere,  on  lire  de  lù 


(.2)  ff.’-GX+ll.,  /f„'-G.5’  + ll,,  H = 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  les  'leux  numérateurs  f/’  — /i’,  et  a’/i’  — h'i;'’ 
fonctions  entières  de  h',  f’,  s'annulent  dans  l'hj  potliese  a’  --  /l^  puis- 
que l'égalité  a = h entiaine  a,=  />,  ; par  suite  G,  cl  H,  sont  des  fonctions 
entières  et  .tpm'iriqiics  de  a’,  /)’,  i:’,  dont  les  degrés  en  a,  h.  c sont  |)our 
la  première  -/{a’ — i),  et  pour  la  siTonde  2 a’.  Remanpions  en  outre  que 
l'on  a 

•>.=  ',  f»,  = 1.  H,=o. 

Gela  posé,  si  l'on  multiplie  membre  à membre  les  équations  (1 1),  et  que 
dans  le  résultat 

ih^  — r’  \ (b'  — e’  \ = iti'c'  — b‘r'Ÿ 

I ,,-7  f-'r  J I f**7  f I P 9 9 et 

on  remplace par  leurs  valeurs  (12),  il  vient  l’égalilé 

03)  <3, 

d’où  l'on  déduit 

(.4)  G,.,G,„  = li;  et  (.5)  G,,,,  = (G,I1,,,-G,„ll,r. 

On  trouve  d ailleurs  directement 

l'f>)  4a’A’c’G,,  et  en  |iarliculier  G,=  4«'/fV\ 

On  conclut  aisément  de  ces  dernières  formules  que  la  fonction  G,  est  le 
carré  d'une  fonction  entière  et  syméirique  de  deiné  /r — 1 de  a,  b,  r. 
Soit  donc  fait  G„=  A’ , et  pour  mieux  préciser  la  sipiilication  de  la  nou- 
velle fonction  A,  ainsi  introduite,  convenons,  ce  qui  est  évidemment 
permis,  que  l'on  jirenne  A,  = -t-2a/;r,  et  ipio  les  signes  se  déterminent 
|H'ur  les  valeurs  suivantes  do  l'indice  a par  l'égalité 

('4/'m)  A,_,A^,  = - II,. 

ICtmli-  tir  ht  fnmlion  A,.  — Si  l'on  remplace  dans  l'ixpiation  do  l'envc- 
lopjie  ilérivée  d'ordre  a les  coefTicients  a’ , /G,  r’  par  leurs  expri'ssions 
en  A , elle  prend  la  forme  très-simple 

a;  (a’x’+/d>’-+-c=î’)  — A,_,A,^,(j:’+^r-’4-;')  ==  f>, 

et  le  p:sibleme  se  trouve  ainsi  concentré  dans  l'étude  do  la  fonction  .A,. 
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Lorsque  l’on  .se  propose  en  particulier  lie  trouver  la  condition  à laquelle 
doivent  satisfaire  les  paramètres  des  équations  de  doux  coniques,  pour 
qu’il  .soit  pos.sil)le  de  construire  un  polvj;nne  de  « cùlés  simultanément 
inscrit  à Tune  d’elles  et  circonscrit  à l'autre,  il  suffit  de  se  rappeler  les 
considérations  développées  dans  le  texie  (p.  3.55  à 365)  sur  l’impossibilité 
absolue  ou  la  possibilité  indéfinie  d'une  pareille  construction,  cl,  d'autre 
part,  la  troisième  des  remarques  dont  nous  avons  fait  suivre  l’énoncé 
du  problème.  La  condition  cherchée  équivaut  à ce  que  l’enveloppe  {X  ) 
se  confonde  avec  (.A.,),  et  que  l'enveloppe  (A.,)  se  confonile  avec  (A.J, 
et  |)ar  suite  elle  est  exprimée  par  l’équation  .5„=  o. 

Comme  corollaire  spécial,  nous  indiquerons  immédiatement  le  fait  géo- 
métrique traduit  par  l’équation  1 16).  lequel  consiste  en  ce  (]ue  « lorsqu’un 
B polygone  d’un  nombre  pair  de.  côtés  est  à la  fois  inscrit  à une  conique 
B et  circonscrit  à une  autre  conique,  les  diagonales  qui  joignent  doux  à 
B deux  les  sommets  opposés  concourent  en  un  même  point,  confondu  avec 
B l’un  des  sommets  du  triangle  conjugué  aux  deux  coniques,  b Co  théorème 
est  énoncé  et  démontré  dans  le  Traité  t/cx  Pro/iriétés  //mjrclh'f.x  (p.  '364). 

En  se  reportant  à la  délinition  de  G,  et  do  11,,  on  reconnaît  facilement 
que  dans  l'hypothèse  a = b — r.  G,  devient  égal  à et  II  à 

(i  — d’autre  part,  dans  les  mêmes  hypothèses,  A,,  une  fois  son 
signe  précisé  comme  ci-dessus,  devient  égal  à Cette  remarque 

iwrmet  de  déterminer  quel  est  le  signe  que  l'on  doit  prendre  en  extravant 
les  racines  des  deux  membres  de  l’équation  (i3  ),  laquelle  se  présente  alors 
sous  la  forme  plus  précise 


(i3  6i',() 


A’.'.. 


1 •'(.  + ! ■ 


'^7-1  ■^4-1* 


Cette  équation  renferme  la  loi  de  formation  successive  des  A . En  v fai- 
sant tour  A tour  /j  = 7 -4-  t et  />  = 7 -t-  ». , on  en  lire  les  formules 


et 

>11  ‘7-1  '*7  *7+5  '*,,+  1 ^*7-iA7) 

à l’aide  desquelles  on  peut  calculer  de  proche  en  proche  tous  les  termes 
do  la  série  des  A , une  fois  ,5^,  A,  déterminés  directement. 

On  a déjà  trouvé  ci-dessus  A,  . - xabr.  Le  calcul  direct  de  A^  donne  les 
formules  Suivantes  : 

' A,=  ~b'c'—c'n'  — a'b'  + 'xn'b'‘c‘+'ib'c‘ié  + ic*n'b', 

A,  = ( èc -1- co -f- rt/i ) ( — Ih- en  + ab)  [bc  — co  + nô)  (br-{-ra  — ab), 
A,=  ô,c,4-c,o,-4-o,é,, 


'•  .35 
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Il  faut  SC  rappeler  que  les  valeurs  de  , />, . c,  et  A,,  sont  données 
l>ar  les  équations 

«,  = — A’ c’+c’ (■/’-(-«’//,  -I- ’ — r'  + li' , r,  = b'i:^  + c'‘(i'  — «’/>’, 

= " ( — ^ A,  ) , e,  — r,  «,  + «,/>,),  e,  = f ( i,  r,  -r  r,  n,  - A,  ) . 

Kniin  la  valeur  de  A,  est 

A,  — 4rt/««jA,r,. 

Cela  posé,  on  obtient  immédiatement  pour  Aj , A,, . . . , les  expressions 
suivantes  : 

A,=  a;a._a5, 

\=  A,Aj(Aj— 

A.  = a;  A, -A,  a;, 

A,=  i«,  A.e,  A,  = A,  [ AJ  (A,  — 4 nj  AJ  ej)  — AJ  ] , 

a,=  a;a,-a,aj. 

Eu  examinant  la  loi  de  formation  des  A„,  on  reeonnaît  sans  peine  que 
pour  toute  valeur  impaire  de  «,  A,  est  susceptible  d’étre  exprimé  t>ar 
une  fonction  entière  et  symétrique  do  n, , A,,  r, , et  môme  de  A,r, , r,«, , 

«,A,  ; en  sorte  que  l’on  peut  écrire 

en  désignant  par  le  symbole  F(«,  e,  le)  une  fonction  entière  rationnelle 
et  symétrique  de  degré  />(/>-t-i)  par  rapport  aux  variables  «,  e,  «■.  Des 
considérations  géométriques  permettent  de  découvrir  une  propriété  sin- 
gulière de  cette  fonction. 

Soit  en  effet /(n,  A,  c)  l’expression  de  A,^,  en  fonction  de  o,  A,  r;  on 
sait  que  l'équation  /(o,  A,  c)  = o exprime  la  condition  pour  qu’il  soit 
possible  de  construire  un  polygone  de  -t-  i côtés,  simultanément  inscrit 
à («A-,)  et  circonscrit  à (A»,);  imaginons  que  l’on  construise  un  pareil 
polygone  et  que  l’on  joigne  les  sommets  de  deux  en  deux , on  obtiendra 
un  nouveau  polygone  simultanément  inscrit  à {.V,)  et  circonscrit  à (A.,), 
dont  l’équation  ne  diffère  de  celle  de  («U,)  qu’en  ce  que  n’.  A’,  c*  sont 
remplacés  par  «J,  AJ,  cj.  11  résulte  de  là  que  l’équation /(<7,  A,  r)  = o ou 
F(A,c,,  c,«j,  «,A,)  = O entraîne  l'é(iuation  /(«, , A,,  r,)  = o. 

En  tenant  compte  de  ce  que  les  quantités  o.  A,  r,  A,,  c,,  n’entrent 
dans  les  équations  des  courbes  (-<<.,)  et  ('^,)  que  par  leurs  carrés,  on 
conclut  de  là 

= F(A,c,.  c,«,.  «y,,)  F(- A,c,.  c,«,.  «,A,)F(  — A,c,.  r,o,,  «,A,)F(A,c,,  r,n,  — rijj,). 
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et  par  suilo  la  fonction  F jouit  lic  la  propriété  caractérisée  par  la  relation 

F {hc,  ni,  «t)  F ( — br,  ni,  ah)  F (bc,  — nt,  ab)Ÿ{bc,  ni,  — ab]. 

La  fonction  A,,  formée  ci-dessus,  en  fournit  un  exemple  simple. 

Aiiplications.  — Pour  appliquer  les  résultats  précédents,  lorsque  les 
équations  des  deux  coniques  (-'<>,)  et  (-V.,  ) sont  données  on  coordonnées 
de  Descartes  sous  la  forme  générale, 

= /x’  r’  4-  /’+  a my  a m'x  -f-  a m’xr  = o, 

-V,  = /,  x’  l',y  -t-  /'  a H/,_v  + a Hi’i  X + a /«"  xjr  — o, 

il  suffit  de  remarquer  que  les  quantités  nommées  ci-dessus  A’,  r’  sont 
proportionnelles  aux  racines  do  l’équation 

/>  — l,  m'y.  — ///'J  m'y  — m', 

m'y  — m'  l'y  — /',  my  — m,  = o, 

m'y  — m',  my  — m,  l'y  — /" 

que  nous  écrirons  ainsi  ; 

AX’  — l’À’  + r,;  — A,  = o, 

en  désignant  par  A,  r,  A,,  r,,  des  invarinnts  bien  connus  du  système 
des  fonctions  X,  et  -X,.  Nommant  d’ailleurs  respectivement  P,  Q,  R la 
somme,  la  somme  des  produits  deux  à deux,  et  le  produit  de  cpt,, 
a,b„  on  aura 

P = 41A,  - r;,  Q =:  r,  [ _ r;  -1-  a a,  rr,  - aAAj  ], 

R = [— l’î  + aA,  rr,  — aAAJ]’, 

et  l’on  sait  que  pour  toute  valeur  impaire  de  n,  A„  est  exprimable  ration- 
nellement en  P,  0,  R.  On  trouve  ainsi 

A3=P,  A,=  -I«+4Py-4R,  A,=  -P‘-^4(PO-R)(P’-4R), 

A,  = P j P’- 4 (PQ  - R) [3  P- 4 (3 PQ  — 4 R)P^-I- 1 6 (P’Q’- 3 PQR -f- SR*)]  j . 

D’autre  part,  une  fois  l’expression  de  A,  en  P,  Q,  R connue,  il  suffira  d’y 
remplacer  P,  Q,  R par  P,,  Q,,  R,  pour  obtenir  celle  de  par  Pj,  Q^, 
R,  pour  avoir  celle  de  -—i  en  posant 

P,=  P(-F-1-4P0-8R). 

0,=  (P’-20)[-P-+-a(3P0-4R)F-8(PÜ-R)’], 

R,=  [-P+2(3P0-4R)P'-8(PQ-R)>]’, 

P,  = P’-4(P0-R)[3P-4(3PQ-4R)P’+i6(P’0’-3PQR-4-3R’)J. 

35. 
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Ixiixju’on  se  propose  soutemenl  d'étoblir  la  relation  à laquelle  doivent 
satisfaire  li-s  roellicients  des  équations  dos  deux  coniques,  pour  qu’il  soit 
possible  de  construire  un  polygone  de  « côtés,  simultanément  inscrit  à la 
première  et  circonscrit  à la  secomle,  il  est  permis,  d’après  la  remanpie 
tinale  du  paragraphe  précédent,  au  moins  pour  le  cas  de  n impair,  île 
substituer  dans  l’équation  A,=  o,  aux  lettres  P,  0-  P,  lo*  quantités  P , 
()',  R'  respectivement  égales  à ta  somme,  à la  somme  des  pnMluits  deux 
ô deux,  et  au  jtroduit  do  ôc,  eu  et  ah.  Dans  le  cas  général,  P',  R'  ne 
sont  pas  exprimables  rationnellement  en  fonction  des  paramètres  dont 
dé[>endent  la  forme  et  la  position  di*s  deux  courbes,  mais  dans  certaines 
applications  jiarticulières,  on  peut  déduire  elTcctivement  de  cette  remar- 
que, une  manière  de  décomposer  l’équation  en  deux  et  même  en  quatre 
facteurs  rationnels,  dont  chacun  reproduit  les  autres  par  des  changements 
de  signes  convenables.  Dans  tous  les  cas,  pour  des  valeurs  paires  de  //, 
l’équation  peut  .se  décomposer  en  trois  facteurs  rationnels,  comme  cela 

A 

résulte  immériiatement  de  la  formule  — = -i-ahr,. 

\ P P P 

P 

Examinons  d’abord  le  ras  particulier  où  les  deux  coniques  étant  con- 
centriques, on  connaît  les  longueurs  A et  R,  A'  cl  B'  de  leurs  diamètres 
conjugués  communs. 

Pour  appliiiuer  les  formules  générales,  il  sutlira  d’y  po.ser 


«.±p../;.±-  :.r. 


OU,  ce  qui  revient  au  même. 


/«■  = ± 


A’ 

Â’ 


r/l  = ± 


B' 

b’ 


ah  = \ . 


On  trouve  ainsi  les  relations  snivantes,  dont  chacune  en  représente 
quatre,  si  le  nombre  des  côtés  du  polygone  est  im[)air  : 

Pour  le  triangle, 

A'  , B' 


pour  le  pentagone, 
\ 


A'B'/A'  B'\  /A'  B'  \/y  B'  \« 


|H)ur  l’heptagone, 
4 


A'B'/A'  B'\r/A'  , B'\’  l/y  , B'  , A 

ÂrVÂ-^BjLvÂ+B)  “‘J(,A-+B+^) 

.A'>n'VA’  , B'\  /y  , B'  ^ y /y  , b'  \’ 
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De  uii'm»,  si  le  iiuinbre  ties  l’ùlés  est  pair,  on  a : 


pour  le  quadrilatère, 


A"  II  ’ A ’ jl  " 

A'  F " ' ’ ""  A’  B’’ 


± I, 


!ou 
ou 
ou 


(a)nii:iissanl  la  relation  pour  un  polygone  de  h cdtés,  il  sullit,  lorsque 
l'on  vent  obtenir  la  relation  pour  un  polygone  d'un  nombre  de  côtés 
doubles,  d'y  remplacer 


A 

— par 


A’  B' 

"TT  + "iïf 


B'  A’  B'  ‘ 

B ’ 

A’  F ' 


mais  on  doit  bien  remarquer  que  si  « est  iitqsiir,  l’apiilication  de  ces 
formules  à l'un  des  quatre  facteurs  do  la  relation  A„=ro  reproduit  préci- 
sément cette  relation  elle-même,  ce  sont  alors  les  trois  autres  facteurs  qui 
fournissent  les  relations  cherchées. 

Do  mémo,  pour  passer  à un  polygone  d'un  nombre  de  côtiis  triple,  il 
snflit  de  remplacer 

A'  A' 

Â X 


'A”  B”  \ 

3 

( A”B’\ 

B' 

B 

B'( 

A>  ^ 

,‘  + XMlO 

B ■ 

?A'’  B'-  , N 

"*■  B’ 

3 

< 1< 
4- 

-s  là 

Soient  maintenant  R et  r les  rayons  de  deux  cercles  situés  sur  un 
môme  plan,  <(  la  distance  do  leurs  centres;  les  équations  de  ces  deux 
cercles  pourront,  en  choisissant  convenablement  les  axes  de  coordonnées, 
s'écrire  ainsi  ; 


(>A,)  .r’-t- > ’— U’ = O,  .t’-l-  > r’ic  t», 

et  les  quantités  désigm'i*s  ci-dessus  (lar  é’,  c’,  seront  pru|'ortionnelles 
aux  racines  de  l'équation 

(X-  i)fH’V-(R’4  /•’!  <>. 
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en  sorte  qu'il  nous  sera  permis  de  poser 

A'  + f'  R=+ /•»-,/’  K’ 

“ K’  ’ ti'  ~ r^’ 

d'où  l'on  tire 

r , Ae  <l  v(rt’ — A’)  (n’  — c^~] 
iï“  a’ 

Nommant  do  même  et  <i^  le  rayon  et  l'absrisse  du  ceniro  du  cercle 
enveloppé  par  le  côté  libre  d'un  polys;one  de  n + 1 côtés  inscrit  dans 
et  dont  ies  autres  côtés  touchent  (et»,),  on  aura  aussi 


et  par  suite 


_ vV'» 

R 


L'intcrpréUition  {'éoinétrique  de  " eu  généralement  de  ^ 

C 

et  ^ est  faede;  concevons  que  l'on  appelle  respectivement  I et  I',  K, 

et  K'^  les  points  où  la  ligne  dos  centres  rencontre  le  cercle  (.A,)  et  le 
cercle  (.iA.„)  et  que  l'on  construise  deux  longueurs  moyennes  proportion- 

h c 

nellcs,  l'une  entre  IK.  et  l'K'  , l'autre  entre  IK'  et  l'K.  ; — et  — seront 

les  rapports  de  la  demi-somme  et  de  la  demi-diirérenco  de  ces  longueurs 
au  rayon  R.  Avec  l'aide  des  indications  qui  précèdent,  il  n’y  a aucune 
dili'icullé  à traduire  les  résultats  relatifs  au  problème  général  dans  les 
notations  de  Fuss  et  de  M.  Steiner. 

Je  me  bornerai  à signaler  les  formules  suivantes  : Posant 


H -f-  <l 


R-r/ 


R4-,/  R_,/ 


il  vient 

, A’)(rt’  — r’)  /•'  — </  J., 

n -4- Il  1 , — « =-•  ! = -2 ! i rr A;. 

' A'  + '/ 


On  tire  do  là,  en  particulier, 

_ t-p'tp  '2 1/2’  — </’) 

1*1  "h  'h  — ’ Al  '/ J — ' 

_ (A+'/U/Py’  — (a  — y)"J’ 

(A-y)fA^y’-(A+y)’r  . 

' * ‘‘  (A’-t-y’  — A’y’P- J/>'y’(/2'— i)(y=— 1) 
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Ce:i  rormuleà  piTmelluiit  do  imssur  du  lu  relutiun  puur  le  pulygone  du 
« cdtés,  à lu  ruialion  pour  un  polygone  de  •t.n  ou  do  3«  cdtés  (*). 

.Au  point  do  vue  général  où  nous  nous  sommes  placés,  il  n'exisle  pour' 
ainsi  dire  aucune  différence  entre  le  cas  où  les  deux  cercles  donnés  sont 
sur  un  même  plan,  et  celui  où  ils  sont  sur  une  même  sphère.  Soient  en 
effet  K,  r,  tl  les  quantités  angulaires  qui,  dans  le  cas  de  la  sphère,  ré- 
pondent aux  longueurs  ci-dessus  désignées  par  les  mêmes  lettres.  En 
choisissant  convenablement  les  plans  coordonnés,  on  pourra  écrire  comme 
il  suit,  les  équations  des  cônes  de  révolution  concentriques  à la  sphère, 
qui  ont  respectivement  pour  directrices  les  cercles  donnés  : 

(-A,,)  x’-t-r’— tang’R  . p, 

(cosV  — sin’f/)x'  + cosV ’-f-  (.sin'</  — sin'r):’ 
•usinf/cosr/.  ra' = O, 

et  l'équation  qui  a pour  racines  //,  < • est  alors 


( 'A  - I ) l^lang'  K . - ^tang=  K + lang’/- - \ + tangV- j- 


Kn  )a  ccmi[>araDl  à lé(}iialioii  analogue  oblemic  ci-dessus,  on  ruconnail 
immétiialement  que,  pour  |>assor  du  plan  à la  sphère,  il  suftit  de  rem- 
placer dans  tes  premiers  résultats 

IJ  s n . / siru/ 

K par  tangU,  r par  taiigr,  fl  iwr  — rr > 

‘ ‘ cüsRcüsr 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


H par  sinKcosr,  r par  siri/cosH,  <i  par  sirw/. 


(*)  Lc's  formules  pour  lu  duplicuUun  uni  éU'  tloiiiiécs  pur  M.  Riclieiol,  dun» 
»on  Mémoire  inséré  un  Journal  de  Crelle,  t.  V ; 18J9.  Je  ferai  reiuurqiiei',  u relie 
occasion,  que  la  relutiun  énoiioeo  dans  ce  Mémoire  pour  te  pentagone,  manque 
de  précision,  en  ce  qu'elle  cunticnl  un  facleiir  étranger  ^ — y, 

Moctakd. 

A mon  tuiir  et  à la  même  occasion,  je  crois  devoir  déclarer  ici  (|iie  les  Addi- 
tions de  MM.  Müutiird  et  Mannheim  ont  ele  faites  sans  aucune  purlicip.ition  de 
ma  part,  et  sans  que  je  sois  intervenu  dans  la  correction  des  épreuves  tl'impri' 
inerie.  Je  crois,  de  plus,  devoir  faire  rtbserver  que  mon  travail  et  celui  de  ces 
savants  géomètres  ont  etc  conçus  et  rédigés  d'uno  manière  entièrement  indé~ 
pendante,  avant  toute  cnimnuniaition  réciproque  de  ces  épreuves:  les  rappro- 
cbeniontsquc  l’on  voudrait  etahlir  entre  la  communauté  d’origine  des  idées 
géométriques  ou  analytiques  que  ces  diverses  Moles  et  Additions  renrerrnenl, 
risqueraient  rluitc  lieauroup  de  porter  à faux. 

l'uNCELtT. 
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Nous  leriilineruMst  ces  up)ilu'.ations  par  une  remarque  qu’il  serait  jreul- 
6lrc  intéressant  de  développer. 

• Bien  que  l'analyse  que  nous  avons  employée  suppose  la  po.ssibilité  de 
ramener  simultanément  les  équations  des  deux  coniques  données  aux 
formes  z’ = O,  = o,  et  <pie  cette  hy|)Othèse 

lombe  en  défaut,  lorsque  les  deux  coni(]ues  sont  tangentes  en  un  seul 
point,  il  est  clair,  par  des  considérations  de  continuité,  qu’une  fois  les 
résultats  exprimés  en  fonction  des  coefficients  des  équations  générales', 
ils  subsistent  dans  tous  les  cas.  IVautre  part,  ce  cas  exceptionnel,  se 
caractérisant  par  l égalité  de  deux  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré  en  ne  se  rlistingue  pas  explicitement,  dans  la  question  qui  nous 
occupe,  de  celui  où  les  courbes  sont  doublement  tangentes.  Mais  en  vertu 
de  l’un  des  principes  de  projection  centrale,  deux  coniques  doublement 
tangentes  peuvent  se  projeter  suivant  le  système  de  deux  cercles  concen- 
triques, et  par  suite  la  solution  algébrique  complète  du  problème  revient 
alors  à la  multiplication  des  fonctions  trigonométriques.  C’est  ce  qui  a 
d’ailleurs  été  montré  directement  pour  le  cas  de  deux  cercles  tangents, 
|iar  MM.  Mention  et  rehébyehef  dans  le  Mémoire  cité  ci-dessus.  Il  y a 
plus,  la  détermination  de  l’enveloppe  du  célé  libre  d^un  polygone  inscrit 
dans  une  conique,  et  «lotit  les  autres  ciités  roulent  sur  d’autres  coniques 
données,  ne  dépend  que  de  l’addition  des  fonctimis  trigonométriques 
lorsque  li's  courbes  directrices,  s'entrecoupant  en  deux  pioints,  sont  en 
outre  tangentes  en  un  troisième  point.  Dans  le  cas  général,  où  les  quatre 
points  Communs  aux  directrices  sont  di.-tincts,  le  problème  ilépend  au 
contraire  de  la  considération  de  transcendantes  plus  élevées. 


Rvilui  ltnit  ilu  pnÀilèmv  it  lu  it  Milutioii  «/* une  vijUiUion  font HonncUc. 

Iæs  diverses  propriétés  «pie  nous  avons  reconnues  dans  ce  qui  précé«]e, 
aux  trois  séries  /«„ , c,,  peuvent  être  regardées  comme  autant  de 
sy8te«ncs  d’équations  aux  dilTérenct's  finies,  propres  à définir,  moyennant 
certaines  conditions  initiales,  leurs  termes  généraux  respectifs.  Sous  un 
autre  point  dé  vue,  on  [teul  les  considérer  comme  caractérisant  certaines 
fonctions  de  l’indice  n,  susceptibles  de  conserver  un  sens  précis  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  «le  l’indice,  et  dont  il  reste,  bien 
enten«lii,  à «lémontrer  l'existence.  En  prenant  en  particulier  les  rela- 
tions (6),  on  est  ainsi  amené  à se  poser  le  problème  suivant  : 

Construire  trois  fonctions  bien  déterminées  A(«),  tlfij"),  S(k),  sa- 
tisfaisiint  pour  toutes  les  valeurs  de  u et  de  «■  aux  éipiations 

a u!>  U G U ii!>  l’ G i-, 

■a  G « nt.H  G ctC,i>, 
vee.i  l/ U!i««,t.i’ \l!>e. 


H!>(  « -Pc)  G (h  — «'  ) q-  ùlq  H — c ) G ( Il  1’  ) = 
G ( Il  -t-  c ) .,l>(  « — «■  ) -f-  G ( « — «>  ) «lof  II  4-  «’  ) = 
,t  (//-q-c  j ul)(/i  — «')-(-  «i.(/i  — c)Ti!>(//-t-  «•)  — 
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NOTES  ET  ADDITIONS, 
cl  aux  cumJiliuas  initiale» 

..V  (o)  = llî)(o)  = S (o)  = I , = 1|!)(h,)z=5,  G(H,)=f. 

Il  est  clair,  en  effet,  que  les  valeurs  do  o„,  et  c„  coïncideront  entiè- 
rement avec  les  fonctions  ©(«)>  pour  la  valeur  n/q  de  la 

variable. 

Soit  donc  propo.sé  do  rechercher  tous  les  sroiqies  do  deux  fonctions 
bien  déterminées  qui  satisfassent  à l'équation 

/(«-+-  c)  !j.(h  — e)  +f(u  — i')Ÿ(«-)-e)  = ifu  ufv^v. 

Il  est  i>o.ssible  do  reconnaître  à priori  que  les  fonctions  / et  y sont 
nécessairement  paires,  qu’elles  sont  entières,  qu'c//o  ne  peuvent  avoir 
lie  racines  finies  communes,  cpCelles  ne  peuvent  avoir  de  racines  finies 
multiples.  On  reconnaît  encore  aisément  que  si  / et  y appartiennent  à 
cette  classe  sinjiulière  de  fonctions  qui  ne  peuvent  ni  s'annuler  ni  de- 
venir infinies  pour  aucune  valeur  finie  de  la  variable,  la  solution  du  pro- 
blème est  donnée  par 

et  que  lorsque  l'une  seulement  des  deux  fonctions,  y,  par  exemple,  ap- 
partient à cette  classe,  la  solution  est  donnée  par 

'cos /««,  y{u]  = 

Nous  ajouterons  d’ailleurs,  <pie  si  I’(«)  et  '!•(«)  fournissent  une  solu- 
tion du  problème,  les  fonctions 

/(u)  = F (u)  /“■  + V ( H ) = 'fi 

en  founiisscnt  également.  Mais  aucun  des  deux  types  déjà  trouvés  ne 
permet  de  former  trois  fonctions  distinctes  satisfaisant  deux  à deux  à 
l’éqnation  fondamentale,  en  même  temps  qu’aux  conditions  initiales;  il 
sera  donc  entendu,  dans  ce  qui  va  suivre,  quo  les  fonctions  / et  y doi- 
vent être  susceptibles  toutes  deux  de  s’annuler  pour  des  valeurs  finies 
de  la  variable,  et  ([u’elles  sont'  paires,  entieri«.  premières  entre  elles  et 
premières  avec  leurs  dérivées  res[ieclivcs. Le  problème  ainsi  précisé,  nous 
nous  appuierons,  pour  le  résoudre,  sur  les  considérations  si  lumineuses 
relatixes  aux  zéros  et  aux  infinis  des  fonctions  bien  déterminées,  déve- 
loppées par  M.  I.iouville  dans  son  cours  du  Collé.qe  de  France  en  i85i 
et  en  i85g. 

Soit  X l'une  quelconque  des  racines  soit  de/(«),  soit  de  y(«);  en 
remplaçant  c par  a dans  l’équation  fondamentale,  on  obtient 

/(«-(-a)  y[u  — ■*)+f(u  — a)  y(«-f  a)  = o. 

d’üU 

/(»  -4-  xl  /(h  — a) 

y[u  + x)~  y(u  — u) 
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ou,  ce  (|ui  revient  au  même. 


f(ll-i-lx) 
ÿ(h  + aa)  ' 


/(«) 

ÿ(") 


et 


/(«-f  4a)  _ /(») 
•jilH  + 4a)  ~ 


c’est-è-diro  que  pour  tout  accroissement  égal  au  double  d'une  racine, 

soit  de  /,  soit  de  ®,  donné  à la  variable,  la  fonction  ne  fait  que 

ÿ(«) 

changer  de  signe,  et  que  le  quadruple  de  toute  racine  de  / ou  de  ^ est 


une  période  do 


/(») 

V(“) 


De  là  résulte,  en  particulier,  que  tout  multiple  im- 


pair d'une  racine  de/(H)  ou  de  ^(«)  augmenté  de  multiples  pairs  de 
racines,  soit  de  l'une,  soit  do  l'autre  de  ces  deux  fonctions,  est  aussi  une 
racine  de  la  première,  et  que  les  multiples  im|)airs  du  double  d'une  ra- 
cine de /ou  de  ^ ne  sont  pas  des  périodes  de  -i  mais  que  la  somme  de 

deux  pareils  multiples  est  une  telle  période. 

Cela  jtosé,  concevons  que  l'on  figure  sur  un  plan  les  aj/i.rt'x  de  toutes 
les  racines  de  / et  y ; nommons  les  points  ainsi  obtenus  imiiits-riicincs, 
et  désignons-les  par  les  mêmes  notations  que  les  valeurs  algébriques  aux- 
quelles ils  correspondent.  Les  fonctions  j et  y étant  paires,  ils  seront  si- 
tués deux  à deux  symélrii|uement  par  rap|>ort  à l'origine  des  coorxlonnées. 
Joignons  l'origine  o à l'un  de  ces  points,  tellement  clioisi  que  la  droite  ob- 
tenue n'en  renferme  pasd’autre  entre  l'origine  et  lui  ; prolongée,  cette  droite 
contiendra  une  infinité  d'autres  points-racines  é<iuidi8tants  compris  dans 
la  formule  * désignant  le  |>reinier;  et  il  est  clair  par  ce  qui 

a été  dit  ci-de.ssus,  que  si  de  tout  autre  point-racine  on  mène  une  paral- 
lèle à O a,  et  qu’on  y porte,  dans  l’un  ou  l’autre  sens,  une  longueur  égale 
à un  multiple  pair  de  o»,  le  nouveau  point  obtenu  correspondra  lui- 
même  à une  racine.  Do  là  résulte  d'ailleurs  aisément,  que  la  droite  oa 
ne  saurait  contenir  d’autres  points-racines  que  ceux  qui  sont  contenus 
dans  la  formule  (an-f  i)a. 

Imaginons  maintenant  que  l'on  trans|iorte  la  droite  oa  parallèlement  à 
elle-même,  jus(pi’à  ce  que  l'on  rencontre  |»our  la  première  fois  un  nouveau 
point  racine  [i.  Dans  celle  nouvelle  position,  elle  contiendra  au.ssi  tous  les 
|)oinls  coin  [iris  dans  la  formule  ^ -1-  a «2,  mais  n’en  contiendra  (las  d’autre; 
en  elfet,  tout  point  de  cette  droite  est  évidemment  l'allixe  d'une  quantité 
comprise  dans  la  formule  en  désignant  [lar  i un  nombre  réel 

quelconque;  or  si  (i-f-'/a  est  racine  de  /ou  y,  a a (6 -)- *a)  — aô, 
c'est-à-dire  a-r-a)a,  l’est  également , ce  qui  exige  (pie  >■  soit  entier;  mais 
d'autre,  part  X ne  [leut  être  imyuiir,  sans  quoi  ^-f-Xa  Si'rait  en  même 
temps  une  racine  et  la  somme  de  deux  r..cines;  ce  (|ui  est  impossible,  puis- 

f 

qu  alors  a(^-4-‘>.3t)  devrait  à la  fois  être  cl  ne  \ias  être  une  [lériode  de  ^ • 
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L’existence  des  racines  a et  (5  (dont  le  rapport  est  imaginaire)  entraîne 
l'existence  de  toutes  celles  qui  sont  comprises  dans  les  formules 

(a/«  4- 1)  5t-t- a/na  4- (an -I- i)  p. 

En  outrt>,  on  peut  afiirmer  qu’il  ne  s;iurait  y en  avoir  d’autres;  car,  par 
hypothèse,  il  n’y  a pas  de  points-racines  entre  la  droite  qui  contient  les 
(a«4-i)a  et  celle  qui  contient  les  ni  par  conséquent,  puisque 

les  fonctions  f et  y sont  paires,  entre  la  droite  ^4-2/n*  et  la  droite 
— & 4- 2/Ha,  et  tout  point  du  plan  peut  toujours  être  ramoné  entre  ces 
deux  droites  par  l’addition  d’un  multiple  pair  convenablement  choisi  de  2 13. 

11  est  donc  certain  que  toutes  les  racines  de/  et  y sont  comprises  dans 
les  deux  formules  (2 /;/-!- i)a 4-2//^  et  2H/a4-(2H-l-i)  Do  plus,  si  a 
est  une  racine  de  /,  (2/// 4-1)  a 4- 2//^  sera  aussi  une  racine  do  /,  car 
2/Ha4-2H^  est  une  période;  dès  lors  p ne  saurait  être  racine  de/,  sans 
quoi  toutes  les  racines  appartiendraient  à /,  et  il  n’en  resterait  point 
pour  y,  hypothèse  que  nous  avons  exclue. 

En  consé(|uenre,  lors/iue  deux  fonctions  / et  ^ satisfont  à l'équation 
fondamentale  du  problème,  leurs  racines  respectives  peuvent  être  repré- 
sentées par  les  deux  formules  : 


Pour/(«) « = {2//1 4- I ) a4- 2H&, 

Poury(//) H = 2//ia  4- (2«  4- 1)  1^, 


où  a et  ^ désignent  des  constantes  arbitraires  dont  le  rapport  est  né- 
cessairement imaginaire.  Mais  les  quantités  comprises  dans  la  formule 
(2///4- + peuvent  aussi  être  représentées  par  1a  formule 

(2/h4-  l)a-+-2H(a-H^); 

en  choisissant  les  premières  pour  racines  de/,  il  sera  donc  permis  de  leur 
associer  comme  racines  de  y toutes  les  quantités  comprises  dans  la  formule 

2///a-t-(2H4-i)(=t4-^), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(2/H  4-1)  a-t-(2//4-  i)f5. 

De  là  résulte  que,  si  l'on  forme  séparément  trois  fonctions  >L(i/),  tlh(//), 
S(//),  ayant  respectivement  i)our  racines  (2/// -+- 1)  « -t- (2// 4- i)  p, 
2///a4-{2H4- i)p,  (2/// -f-i)a4-an^,  deux  quelconques  d’entre  elles 
satisferont  aux  conditions  que  notre  première  discussion  impose  aux  fonc- 
tions/et y.  Le  type  de  trois  fonctions  auxquelles  on  parvient  ainsi  est 
nécessairement  unique;  pour  s’en  convaincre,  il  suHit  de  remarquer  que 
si  l’on  distribue  les  points-racines  de  /,  par  exemple,  suivant  les  points 
/l’intersection  de  deux  systèmes  do  parallèles  équidistantes,  de  telle  sorte 
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que  l’urij’ine  se  Iruuve  au  centre  de  l'un  des  parallélu^rdinines  formés,  co 
qui  est  |K>ssible  d'une  infinité  de  manières,  nécessairement  les  points- 
racini's  de  l'autre  fonction  formeront  le  système  des  points  milieux  de 
tous  les  côtés  parallèles  à une  même  direction  de  tous  ces  parallélo- 
grammes; par  suite,  une  fois  les  racines  de  l'une  des  fonctions  choisies, 
celles  de  l’antre  ne  iieuvcnt  plus  l'étrc  que  de  deux  manières  diflércnics. 

Pour  définir  complètement  les  fonctions  .U(")i  C(»),  qui  ne 

se  préstmtent  encore  que  comme  les  valeurs  do  produits  doublement  illi- 
mités, dont  le  facteur  général  est 

II 

» 

2H/*-|-(2«-(-  l){i 

U 

(2/«4-  i)a-t-2«[i’ 

il  est  nécessaire  du  spiVifier  la  loi  suivant  laquelle  un  fera  croître  indéfi- 
niment les  entiers /// cl  n.  Il  convient  d’ailleurs  de  remar(|uer  que  la  géné- 
ralité de  la  solution  ne  se  trouve  |ias  diininué'e  par  le  choix  d'une  lui 
|iarticulière,  car  l'un  sait  (|u'en  changeant  cette  lui,  un  ne  fait  qu'intro- 
duire un  de  ces  facteurs  de  la  forme  c‘“  , dont  il  a été  tenu  compte  au 
commeiicemeiit  de  la  discussion.  Soit  donc  admis  que  l'on  fasse  aug- 
menter indéfiniment  d’abord  «/,  puis  //,  ce  qui  revient  à grouper  les  points- 
racines  suivant  des  lignes  |)aralleles  à la  droite  U 2;  un  aura  pour  les 
expressions  des  trois  fonctions 

n=n' 

tV(«)  = lim  lini  JJ  ^ 

n=r — /i' — I — m' — i 

m=m' 

,!!,(«)  ^liiii  JJ  Uni  JJ 

n— — n'— 1 — m' 

n^n' 

£{(/)=  Uni  JJ  lim  J^  ^ 

n=  - «'  rMr= — m' — i 

On  est  naturellement  condait  à leur  en  associer  une  quatrième  cO(«) 
que  l’un  |KHit  définir  comme  il  suit  ; 

<0(«)-UinJJ  limJI 

M = — n ni  — — m' 


I " \ 

' ( 2/«  f 1)  2 -û  (2«  -t-  1 ) f>  / ' 

^ " \ ^ . 

I « \ 

' ( 2 /«  + I ) a -P  2 //  ^ / 


Pour  la  première 

Pour  la  deuxieme.  . . . 
Pour  la  troisième 
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■en  avant  soin  de  convenir  que  lo  facteur  i ^ soit  remnlacti 

, , '//«»  4- a//p  ‘ 

par  U pour  les  valeurs  m = o,  « = o. 

» 1/3 

En  posant  9 = c , les  quatre  fonctions  prennent  le.s  formes  suivantes  ; 


n 

00 

ll!.(")==  J J 


I -t-  a//”*'  COS 

O-Ey"'-')  ’ 


I — 2</’”"cOS—  -1-7’' 


1-7'-;' 


, 7T« 

I -i-  î(/^"cos h y*' 


* I — 27’“C0S  — 4-7'" 
aa  . ^ a ' 

(!>(„)= -sm-fj- 


et  l’on  reconnaît  ainsi  qu’elles  sont  respectivement  à des  constantes  prés 
les  fonctions  désignées  dans  les  écrits  de  Jacobi,  par  t*,  («),  0(«),  H,(w) 
et  H(«}.  Comme  il  est  d'ailleurs  possible  de  choisir  les  constantes  arbi- 
traires »,  ^ de  manière  à satisfaire  aux  conditions  A,(ii,)=:(i, 
TlhC".)  '•  reste  seulement  à reconnaître  à postériori  que 

v)!i(«),  £(«)  satisfont  bien  deux  à deux  à l’équation  de  condition 

/(  « 4-  c ) ? ( H — e ) 4-/(  (/  — e ) y ( H -f-  e ) = a/«  7 11  fv  y v . 

C’est  à quoi  l'on  parvient  sans  peine  en  appliquant  les  méthodes  de 
M.  Liüuville,  et  remarquant  que  l’expression 

j II  Il 

constitue  alors  une  fonction  doublement  périodique  de  11,  laquelle  ne 
peut  s'annuler  ni  devenir  infinie  pour  aucune  valeur  do  11. 

Les  mémos  princiiæs  permettent  de  vérifier,  à postériori,  les  propriétés 
de  ces  fonctions  exprimées  par  les  formules  suivanU*s,  lesr(uelles  corres- 


Digitized  by  Googlc 


Ï58  SOUVENIRS. 

iwndent  respectivement  ;iux  relations  (5),  (9),  {10)  et  (11); 


(.5  bis 


.V’«(  î 

I Dli’ie  — iiij’i'.Cii')  = o; 

( O bis  ) ! 

I = — i)iiVe’;/  + .t,’eCV  + ^*'  «VS.  I’, 

(10  bis)  ilb(o  + e)v)i>("  — e)  + G(«  + '’)G(«  — e)=  \)b’« G^e+nb'i'S’", 

( [lti.("  + »')  + G(K  + e)][\)b(«  — <'H-G(«  — e)]  = (i)b«Ge+ilbee«)’. 
Il  alb("  + <’)  — £(«4-*')]  filb(«  — <■)  — G ("  — <’)]  = (tlb«G"—  ilb  <■©")’• 


et  toutes  celles  qui  s’en  déduisent  par  l’échange  des  lettres  -V.,  9b,  G, 
En  essayant  d’établir  les  relations  analogues  aux  précédentes,  dans  les- 
quelles l'une  des  fonctions  .V.(«),  i(b(K),  G(«)  serait  remplacé  par  CD(«), 
on  trouve,  parmi  diverses  formules,  les  suivantes  ; 

— e)  = (0’w.Ao’e  — 

(0(i/-t-e)(D(//  — e)  = — (0’e9b’«, 

10 («  e)(0(«  — <>)  =r  t0’«S’e  — (0’ •>©’«, 


lesquelles  permettent  de  rattacher  la  fonction  ®(«)  aussi  bien  que  les 
fonctions  d'.,(«),  G(«)>  a*'  théorème  de  M.  Poncelet. 

Faisant,  en  effet,  u = ni',  on  tire  do  là 


,l,’(ni')  = .V,’e 


9b’ (ne)  = iP„’e 


G’ (ne)  = G’e 


r®(ne)1’  ®(«-(-ie)  (0(n — 1 e) 

L (Oe  J ®e  ®ê  ’ 

r®(ne)1’ ® (n-f-  1 e)  ®(n  — i e) 

L ®e  J ®e  ®e  ’ 

r®(ne)T  ®(n-+-ie)  ®(n_i)(i 

(_  ®e  J ®e  ®e  ’ 


CO  qui,  rapproché  des  relations  (12),  et  de  la  définition  du  symbole  ci- 
dessus  désigné  par  A„  nous  apprend  immédiatement  que,  de  môme  que 

X (nn.)  = n„  9b  ( nn.)  = G ( nn.)  = c. , 

on  a aussi 

_®(nn,) 

“ ®n. 

Si  l’on  [)orte  cette  expre-ssion  de  A,  dans  les  diverses  formules  ci-dessus. 
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on  obtient  les  relations  stiivanles  : 

(R (3 h)  _ .1.(3»)  tll.(3«)  S(3») 

(fl«  .A.{«)  l(b«  ' 

i R ( 2/^  + I . H ) (R* « = (R’  ( /»/ ) (R  ( />  + 2 . « ) — cR  I/J  — I . » ) (0*  (/i+i . n ) , 

Enfin  la  dernière  propriété  relative  aux  A,  établie  par  une  considé- 
ration géométrique,  peut  s’énoncer  ici  : 

est  exprimable  i>ar  une  fonction  entière,  rationnelle  et 

(R(«) 

symétrique,  de  degré  Jes  trois  produits  ub(2")S(*")) 

C(2«) .V(2m),  .l.(2tt)iiî,(2»),  laquelle  jouit  do  celle  propriété,  que,  si 
l’on  y remplace  X(2«),  \|S,(2»),  ©(2»),  rospectivenienl  par  leurs  va- 
leurs en  X»,  iJ!,h,  s»,  à savoir  : 

,A.(2«)  par  — 

i)l,(2«)  par  p!,’»©’»  — S’n X.’u 

©(2«)  par  pV»©’h 4- S’«.V.’»  — XO/pb’", 

le  résultat  de  la  substitution  est  un  produit  do  quatre  facteurs,  dont  l'un 
est  formé  avec  X»,  Pb»,  ©«,  comme  la  fonction  proposée  l’est  avec 
X(a«),  pb(2«)i  C(ï«)>  et  dont  les  trois  autres  se  déduisent  du  pre- 
mier, par  le  changement  successif  du  signe  de  X»,  de  pb»  et  de  ©«. 

Rrmurquc  relative  au  ent  où  les  côtés  du  fmfygnar  inscrit  sont  assujettis  à 
toucher  des  coniijiies  différentes,  coupant  toutes  la  conii/ue  circonscrite 
aiijc  quatre  mêmes  /mints. 

Nous  avons  établi  dans  ce  qui  précède,  que  si  l'on  met  les  ét]ualions  de 
deux  coniques  sous  la  forme 

sd  -1- 4- z’  = O,  X’ u.x^  + Pb’ U ,,v’ -+  ©’ u.i'  ~ O, 

l’équation  de  la  courbe  enveloppe  du  côté  libre  d’un  polygone  de  n côtés 
inscrit  dans  la  première  et  circonscrit  à la  seconde,  peut  s’écrire 

X,’ (»»)•■’■’  + iP.,’{«»).r’-+-  S’(»»)i’  = O, 
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ou,  ce  qui  revient  ati  mùiiio, 


./’-f-  C’« . r.’)  — iD  («  — 1 (/)  (0  («  + I h)  (x’-t-  t-*  4-  s’). 

Concevons  maintenant  que  l'on  n'assujettisse  plus  les  côtés  du  |>oly"one 
inscrit  à rc.ster  tous  tangents  à la  mémo  conique,  mais  seulement  à rouler 
sur  des  coniques  ipii  coupent  toutes  la  conique  circonscrite  aux  quatre 
mômes  points.  Le  problème  est  évidemment  réiliictible  au  cas  du  triangle, 
et  peut  alors  s'énoncer  ainsi  : ÉUint  données  trois  coniques  (.t,,), 

(..A,,),  circonscrites  au  même  quadrilatère,  trouver  l'enveloppe  du  côté 
libre  d'un  triangle  inscrit  ilaiis  (X<)  et  ayant  ses  deux  côtés  tangents, 
l’un  à (A..),  l’autre  à (-<■■,). 

Comme  il  est  aLsé  de  le  voir,  on  pourra  généralement,  en  choisissant 
convenablement  «,  v et  les  constantes  a et  fs,  mettre  les  équations  des 
trois  coniques  sous  les  formes  suivantes  ; 

(A.)  x= +•  i’ — O, 

( A„  ) X’  « . J.’’  + iili’  Il  ..v’  + £ ’ « . î’  = O, 

( A,)  ,l,’e.  x’  -t-  Di,’i>.  v’  4-  £’e.c’  =:  O. 

Par  une  méthode  d’induction,  qu'il  est  inutilo  de  développer,  on  arrive 
à prévoir  que  l'enveloppe  se  com[>ose  dt«  deux  coniques 

(.C.„)  X’(  « + ").,r’ 4- ll!.’(«  + e). _>■"  + £'(// 4- e).z’  = O, 

et 

( ) ..V(  a - e) X* 4- Di,’ (il  — e jr" 4- e’ ( « — e ) i’  = O , 


et  cette  prévision  so  justiOe.  Il  suflil  pour  cela  de  considérer,  comme  ci- 
dessus,  trois  systèmes  distincts  de  deux  droites  se  coupant  deux  à deux 
en  quatre  points  situés  sur  la  conique  (tC,).  Le  développement  du  calcul 
conduit  précisément  à rattacher  cette  pro[)osilion  aux  propriétés  des  fonc- 
tions .1.(h),  Db(«),  2(«),  qui  nous  ont  servi  de  point  de  départ  pour 
on  éUiblir  la  construction. 
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